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AVERTISSEMENT, 


Toutes  les  personnes  qui  s*occupent  de  mathématiques  savent 
que  le  regrettable  M.  Quetelet  avait  fondé ,  en  1825,  un  recueil 
périodique  intitulé  :  Correspondance  mathématique  et  physique. 
Ce  recueil  exerça  la  plus  salutaire  influence  sur  le  mouvement 
scientifique  de  Tépoque  :  il  établit  des  relations  entre  les  savants 
belges  et  ceux  des  pays  voisins ,  assura  une  prompte  publicité  à 
leurs  travaux  y  et  fit  apprécier  le  mérite  de  plusieurs  géomètres 
qui  9  jusqu'alors  y  n  avaient  guère  eu  le  moyen  de  se  faire  con- 
naître (*). 

Malheureusement,  Tillustre  Secrétaire  perpétuel  de  TAcadémie 
de  Bruxelles  dut,  en  1 839 ,  abandonner  la  publication  de  son 
journal,  pour  donner  tous  ses  soins  à  la  savante  Compagnie  dont 
il  a  été  Tàme  pendant  près  de  quarante  ans.  Depuis  lors,  il 
n'existe  plus,  en  Belgique,  de  publication  périodique  spécialement 
consacrée  aux  sciences  mathématiques.  L'Académie,  il  est  vrai, 
accueille  avec  bienveillance  les  essais  des  jeunes  géomètres  ;  mais 
ses  Bulletins  et  ses  Mémoires  ne  peuvent  guère  s'ouvrir  qu'aux 
recherches  originales  :  ils  ont  pour  bot  Vextension  de  la  science, 
plutôt  que  sa  diffusion;  et,  par  suite,  ils  ne  répondent  pas  à  tous 
les  besoins.  En  outre,  ces  recueils,  où  sont  réunis  des  travaux 
relatifs  à  toutes  les  branches  du  savoir  humain,  ne  peuvent  être 
aussi  répandus  que  le  serait  un  journal  consacré  aux  progrès 
d'une  seule  science. 


{*)  Pour  justifier  celte  assertion,  il  suffit  de  rappeler  que  la  Correspon- 
dance matilêmatique  et  physique  contient  des  travaux  originaux  de  AMPàas, 
BoBiLLiBR,  Bouvard,  Cbasles,  Dandelin,  Enckb,  Garnibr,  Gergonnb, 
Gërono,  Globsrnbr,  Hachette,  Lobatto,  Noël,  Pagani,  Plana,  Plateau, 
PoNCELET,  Pontécoulant,  Prony,  Qlbtblet,  Steichen,  Stern,  Timmermans. 
Verbulst,  etc. 
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Les  réflexions  préeédenleSy  déjà  anciennes,  nous  ont  suggéré 
l'intention  de  publier  une  Nouvelle  Correspondance  Mathématique. 
Notre  future  entreprise  avait  reçu  l'approbation  du  Secrétaire  de 
TÂcadémie;  et,  si  la  mort  ne  Tavait  ravi  à  la  Belgique  et  à  la 
science,  notre  journal  aurait  paru  sous  son  patronage.  Privés  des 
conseils  de  M.  Quetelet,  nous  tâcherons,  néanmoins,  que  le  nou- 
veau recueil  soit  digne  de  Tancien,  et  qu'il  soit  favorablement 
accueilli  par  les  Professeurs  et  les  Élèves. 

La  Correspondance  s'occupera ,  principalement,  des  parties  de 
la  science  mathématique  enseignées  (ou  qui  devraient  être  ensei- 
gnées) dans  les  établissements  d'instruction  moyenne  et  dans  les 
cours  relatifs  à  la  Candidature  (*).  Nous  essaierons,  en  particu- 
lier, de  vulgariser  la  connaissance  des  parties  les  moins  abstraites 
de  la  géométrie  supérieure  et  de  l'algèbre  moderne. 

Nous  publierons  dans  notre  Revue  :  1^  des  articles  originaux 
sur  les  méthodes  ;  2^  des  solutions  de  questions  choisies  ;  3^  des 
analyses,  extraits,  comptes-rendus  et  traductions  de  mémoires  ou 
d'ouvrages;  de  manière  à  tenir  nos  lecteurs  au  courant  de  la 
science,  autant  que  le  permet  le  cadre  de  notre  recueil. 

«  Quand  il  s'agira  d'articles  élémentaires,  nous  tâcherons 
»  d'éviter  les  répétitions  fastidieuses  d'objets  trop  connus.  Car, 
»  s'il  est  bon  de  revenir  de  temps  à  autre  sur  les  éléments  des 
9  sciences,  il  faut  que  ce  soit  pour  les  perfectionner  et  non  pour 
9  y  changer  çà  et  là  quelques  mots  et  quelques  phrases  » 
(Liouville).  Quant  aux  travaux  de  mathématiques  supérieures, 
nous  serons  forcés  de  refuser  ceux  qui,  par  leur  caractère  même, 
figureraient  mieux  dans  les  recueils  académiques. 

Entre  ces  deux  limites,  nous  accueillerons  avec  plaisir  tous 
les  articles  intéressants  qu'on  voudra  bien  nous  envoyer. 

E.  Catalan. 
P.  Mansion. 


(*)  Ce  grade  repond  à  ce  qu'on  appelle,  en  France,  la  Licence. 
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PROBLEME  SUR  LE  CERCLE. 


Décrire  une  circonférence  0^  qui  passe  par  un  point  donné  \, 
et  qui  touche  deux  droites  MN,  PQ  (*). 

1.  On  ramène  ordinairement  la  solution  de  ce  problème  à 
celle  du  problème  équivalent  :  Décrire  une  circonférence  0,  qui 
passe  par  deux  points  donnés  h.et  A',  et  qui  touche  une  droite  don- 
née MNy  A'  étant  le  point  symétrique  de  A,  par  rapport  à  Taxe 
de  symélrfe  CD  des  droites  données.  (Catalan,  Théorèmes  et 
problèmes  de  géométrie  élémentaire,  3*  édition,  livre  III,  51.) 
On  peut  aussi  ramener  cette  seconde  question  à  la  première ,  et 
résoudre  directement  celle-ci,  de  la  manière  suivante  : 

Construisons  une  circonférence  quelconque,  tangente  aux 
droites  MN,  PQ,  et  située  dans  Tangle  de  ces  droites  qui  contient 
le  point  A.  Soit  B  le  point  de  contact  de  cette  circonférence  avec 
la  droite  MN. 

Joignons  le  point  A,  au  point  de  rencontre  des  droites  MN,PQ. 
Supposons  que  cette  droite  rencontre  la  circonférence  auxiliaire 
en  deux  points Ë,  F.  Joignons  les  points  B  et  E,  B  et  F;  puis 


(*)  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure,  pour  tous  les  articles  on  elle 
n^accom pagne  pas  le  texte. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  8  — 

menons  AG  parallèle  à  BE  et  coupant  MN  en  G,  ÂH  parallèle  à 
BF  et  coupant  MN  en  H. 

Les  circonférences  passant  par  A  et  G,  ou  A  et  H,  et  tangentes 
à  MN  sont  f  chacune ,  une  solution  de  la  question. 

La  démonstration  est  trop  facile  pour  que  nous  nous  y  arrê- 
tions. 

9.  On  peut  résoudre,  de  la  même  manière,  une  question  beau- 
coup plus  générale  : 

Étant  donnés  une  figure  f  et  un  point  A ,  construire  une  figure  F 
passant  par  A,  semblable  à  f,  et  semblablement  placée  par  rapport 
à  un  certain  point  C,  pris  pour  centre  de  similitude. 

On  joint  le  point  A  au  point  C.  Soit  a  un  point  d*intersection 
de  AC  avec  f;  le  rapport  de  similitude  des  figures  /*  et  F  sera 
égal  à  ^. 

Ce  rapport  étant  connu ,  on  construira  facilement  la  figure  F. 

Comme  cas  particulier,  nous  signalons  au  lecteur  le  problème 
suivant  :  Construire  une  ellipse  semblable  à  une  ellipse  donnée  en 
grandeur  et  enposition^  tangente  à  deux  droites  données,  et  passant 
par  un  point  donné,  P.  Mansion. 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  FRACTIONS  PÉRIODIQUES  ('). 


1 .  Si  le  nombre  entier  n  n'est  divisible  ni  par  2,  ni  par  5,  ni  par 
3,  la  fraction  -J  est  équivalente  à  une  fraction  périodique  simple 
dont  la  période  abc.f /ôr/we  un  nombre  divisible  par  9. 


(')  Les  théorèmes  qui  suivent  sont  probablement  des  cas  particuliers  de 
théorèmes  démontrés  en  4842  par  M.  Catalan,  dans  les  NouvcUei  /innalesde 
Mathémaliquci,  Nous  les  publions  parce  qu'ils  sont  peu  connus  sous  leur 
forme  actuelle.  (P.  M.) 
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i       abc  ...  f 
n""999...9' 


ou 


999...9=n(a6c.../). 

Le  nombre  n  étant  premier  avec  9,  qui  divise  le  premier 
membre  de  cette  égalité,  abc... f  est  divisible  par  9. 

%.  La  somme  des  périodes  des  fractions  périodiques  équiva- 
letites  à  *  ,  2^,  est  999  ...  9. 
En  efiet, 

k      n~k_a'b'c\.,r       a''b"c"  ...f" 
*^n"*"      n  999...  9  999...  9 

si  a'b'c'  ..../■'»  o!'b"c" f"  sont  les  périodes  des  fractions  pério- 
diques ^,  î^;  ces  périodes  sont  respectivement  égales  à 
k(abc...f)  ei{n—k)(abc...f). 

S.  St  la  période  de  la  fraction  périodique  équivalente  à  {  con- 
tient (n  —  1)  chiffres  f  le  nombre  formé  par  la  première  moitié 
des  chiffres  de  la  période,  ajouté  au  nombre  formé  par  la  seconde 
moitié  de  ces  chiffres,  est  99 ...  9,  le  nombre  des  9  étant  ^^^, 

Exemple.  On  a  : 

1=0,142857  U!2857..., 
142  +  837  =  999. 

Démonstration.  Pour  plus  de  simplicité,  supposons  que  n  soit 
compris  entre  10  et  100. 

l""  Les  restes  partiels ,  dans  la  division  qui  donne  la  fraction 
périodique  y  seront ,  dans  un  certain  ordre  : 

i,2,3,...(n-i); 

les  dividendes  correspondants  sont  : 

10,  20,  50,...iO(n  — i). 
En  particulier,  le  premier  reste  est  10  et  le  dernier  est  1,  puis- 
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qu'en  multipliant  ce  dernier  reste  par  10,  on  doit  recommencer 
la  série  d'opérations  qui  a  conduit  à  la  première  période. 
^  Considérons  deux  dividendes  partiels  : 

40r,  iO(/i— r). 
Soient  : 

\0r  r'    mn—r)  r" 

n  n  n  n 

Il  est  clair  que  Ton  a  : 

lOr -H  10  (n—r)         ,        „       r' '^-r" 


n  H 

r',  r"  sont  plus  pelits  que  n  et  plus  grands  que  0;  ^—  est 
entier;  donc 

r'  -i-  r" 

n 
ou, 

r"==«n  — r',   q"  =  9  — 7'. 

3*  Supposons  que  les  restes  1,  2,  3, ...  (n  —  1),  se  présentent 
dans  Tordre  suivant  : 

r,  =  10,  r,,  r,,...,  r,_i  =  l, 

et  que  le  p'*^  de  ces  restes  soit  égal  à  n  —  1.  D'après  le  2**,  la 
série  des  restes  ; 

'•1,  r,,  ...  r,=r»  — 1, 

sera  suivie  de  la  série  des  restes  : 

n  — ri,  w  — r„  ...,n  — rp==n  —  (u  — 1)=  i. 

Le  (2p)'***  reste  est  donc  égal  à  1  ;  par  conséquent, 

2p  =  n-4, 
ou 

n  — \ 

P=-â— 

Les  quotients,  correspondant  aux  deux  séries  de  restes,  sont 
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respectivement  : 

9  — ?o  9— 9»,  ..,9  — 7p; 
craprès  le  2"".  On  a  donc  : 

7i  +  (9-7i)=9, 
?.-*-(9-?J==9, 


?P^-(9-?,)  =  9; 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

4.  Le  même  théorème  subsiste  pour  les  fractions  décimales 
périodiques  équivalentes  à  : 

2    5         n— i 


—  »      —  9 

n    n 


où  la  période  a  les  mêmes  chiffres  que  dans  la  fraction  périodique 
équivalente  ai  ;  les  chiffres  de  la  période  de  cette  dernière  frac- 
tion devant  seulement  être  permutés  circulairement,  pour  donner 
la  période  de  |,  î,  etc. 

(Extrait  d'une  lettre  de  M,  Th.  Schobbens.)  (*) 

1^.  On  peut  rapprocher,  du  premier  des  théorèmes  précédents, 
un  théorème  curieux  de  M.  «f.  Plateau,  notre  éminenl  physicien  : 

Un  nombre  impair  quelconque  n,  non  terminé  par  8,  a  un  mul- 
tiple de  la  forme  111....! ,  le  nombre  des  i  étant  convenablement 
choisi. 

Exemples  : 

7  X  1S873=:imt1, 

33  X  3367  =  mm. 

Supposons  d  abord  que  le  nombre  n  ne  soit  pas  divisible  par  3. 
Réduisons  i  en  fraction  périodique;  soit  abc....f  la   période. 


(*)  Docteur  en  mcilecine,  à  Anvers. 
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Nous  aurons  : 

1       abc  „.f 

n*^  999  ...9' 

n(a6c.../^  =999  ...9, 

abc ...  /* 

ce  qui  démonlre  le  théorème. 

Supposons^  en  second  lieu,  que  n  soit  divisible  par  3  ou  par  9  ; 
par  3,  par  exemple.  Représentons  par  P  la  période  oftc .../",  et 
supposons  qu'elle  ait  p  chiffres.  Nous  aurons  encore  : 

999...9==PXn. 

Puisque  n  est  divisible  par  3,  P  est  divisible  par  3;  par  suite 

N=  abc  „.f  abc ..,  f  abe .,.  f 

est  divisible  par  9.  En  effet,  P  a  pour  somme  de  ses  chiffres  un 

nombre  divisible  par  3;  donc  N  a  pour  somme  de  ses  chiffres  un 

nombre  divisible  par  9. 

On  aura  : 

\{^p^\  =Nxn; 

et,  par  conséquent, 

N 

Le  nombre  N,  formé  de  la  réunion  de  3  périodes  P,  divisé  par  9 
et  multiplié  parn, donne  donc  un  nombre  formé  d'une  suite  de  1. 

6.  Voici  renoncé  d'un  théorème  analogue  et  beaucoup  plus 
général,  dû  à  Crelle  (Journal  de  CrellCy  t.  V,  p.  296;  Annales 
de  Gergonne,  t.  XX,  pp.  349  et  304)  :  Un  nombre  donné  quel- 
conque est  toujours  diviseur  d'un  autre  nombre  exprimé. par  des 
périodes  de  chiffres  donnés,  suivies  d'un  certain  nombre  de  zéros. 

Soit,  par  exemple,  la  période  donnée  4813.  Il  n'est  aucun 
nombre  qui  ne  soit  diviseur  d'un  nombre  de  la  forme  : 

481 3  48 1 5 ...  48 1 3  48 1 3  0000  ..•  0000 . 

pourvu   qu'on   y  fasse   varier,  d'une  manière   convenable,  le 
nombre  dos  périodes  et  celui  des  zéros.  (P.  M.) 
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REMARQUE  SUR  L'INTÉGRALE  I  ^/''mI  —  2acosx  h-  a^x 


Les  valeurs  de  I  ont  été  trouvées  par  Poisson  (Jouiifial  de 
V École  polytechnique  ^  17"  Cahier,  p.  617);  mais  ce  grand  Géo- 
mètre a  commisy  dans  sa  démonstration^  une  singulière  inad- 
vertance : 

«  Soit  9  dit  Poisson, 

»  tis=sIog(l  —  2a  ces  X  H- a*);  .    ...         (I) 

»  d'où  Ton  tire  : 

du  1  —  a* 

»  — a-;-=- — ;— !• 

da       \ — 2ttC08a;-+-a' 

•  Pour  fixer  les  idées,  supposons  a  <  1  ;  nous  aurons,  en 
»  série  convergente 

=  1  -4-  a  cos  X  -*-  a'  cos  2x  -+-  a'  ces  ox  -♦-  ••• 


1  —  2a  cos  X  -4-  a' 


Or,  la  dernière  égalité  est  fausse.  En  effet,  la  multiplication 
par  le  diviseur  donne,  au  lieu  du  premier  membre,  1  —  acosx. 
On  peut,  comme  il  suit,  rectifier  le  calcul  de  Poisson  : 

,       1 

i cos  X 

du      ^       a  —  cos  X  2  a 

=  2 


da         i  —  2a  cos  X  -t-  o'       a         2  1 

1 cos  X  -♦-  — 

a  «' 

Si  a  surpasse  l'unité,  on  a,  par  ce  qui  précède  : 

1 cosx 

si  -♦-  -  cos  X  -t-  —  cos2x  -*-  --cos  ox  -4-  .  . 


1 cos  X  -4-  — ; 

a  a' 
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donc 


(lu 
(la' 


2    -  -H  —  cos  X  -4-  —,  cos  2x  -*-  —  cos  5x  4-  •  •  •    ; 
La       a'  a'  o*  J 


puis  : 


ti— .  C»2  la coso: ;Cos2x — —rCosSx -♦- •  •  I  .    (2) 

L  a  2o*  30*  J 

Pour  déterminer  la  conslanle  C,  supposons  «  =  1  ;  nous  au- 
rons : 

M  =  I  (2  —  2  cos  x)  =  2 1  (  2sin  -  X  j  » 

2l  (2sin-  X  )—  C=  — 2    cosx  -♦-  -cos2x-i-  -  cosox  4-  ••• 
\        2     /  12  3  J 

Mais^  par  une  formule  connue  {*), 

cos  X  -♦-  -  cos  2x  -♦-  -  cos  3x  -f-  •  ••  =  —  I  (  2sin  -  x  )  ; 
2  3  \        2    / 

donc  la  constante  C  est  nulle;  et  Ton  a  : 
/     tirfx  =  f      log (1  —  2a  cos  X  -*-  a')  dx  =  2rla.  .    .    (a> i  ). 

0  ô 

Le  reste  est  facile.  (E.  Catalan.) 


SUR  UN  NOUVEAU  MODE  DE  GÉNÉRATION  DES  CONIQUES, 

dû  ft  M.  AfiEL  TRAXSON. 


M.  Abel  Transon  a  publié,  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques  (1873,  pp.  5-20),  un  nouveau  mode  de  génération 
des  coniques,  que  nous  croyons  utile  de  faire  connaître  à  nos 

(•)   Traité  élémentaire  des  séries,  p.  iOC. 
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lecteurs.  La  démonstration  des  théorèmes  de  M.  Transon  peut 
se  faire  de  diverses  manières.  Nous  nous  contenterons  ici  de 
donner  une  idée  de  la  méthode  de  Tauteur  lui-même,  en  démon- 
trant le  dernier  de  ses  théorèmes.  Cette  méthode  prend  de  jour 
en  jour  une  extension  plus  grande,  sous  les  noms  de  :  géométrie 
directive^  méthode  des  équipollenceSy  théorie  des  quaternions. 


1.  Soient,  sur  une  droite  indéfinie  I«f,  deux  points  fixes  F 
et  G. 

On  peut  regarder  la  portion  de  la  droite  FG  comme  une  ellipse 
dont  les  foyers  et  les  sommets  sont  F,  G  ;  car,  pour  tout  point  M 
compris  entre  F  et  G,  on  a 

FM  -H  MG  =  constante. 

Les  droites  indéfinies  IF,  GJ  peuvent  être  regardées,  au  con- 
traire, comme  une  hyperbole  dont  les  foyers  et  les  sommets  sont 
F  et  G. 

Enfin,  si  0  est  le  milieu  de  FG,  la  droite  OJ  seule,  ou  la 
droite  01  seule,  est  une  parabole  dont  le  sommet  ou  le  foyer 
est  0,  et  dont  la  directrice  est  une  perpendiculaire,  en  0,  à  la 
droite  IJ. 

S.  Â  partir  du  point  M,  pris  sur  la  droite  FG,  et  sur  une  per- 
pendiculaire à  celle-ci,  portons  une  longueur  Mm,  égale  à  la 
moyenne  proportionnelle  entre  FM  et  MG.  Le  lieu  du  point  w 
est  un  cercle  ayant  OF  pour  rayon,  quand  le  point  M  parcourt 
FG;  une  hyperbole  équilatère  ayant  FG  pour  axe,  quand  M  par- 
court IF  et  GJ.  Les  points  F  et  G  sont  les  sommets  de  ces  deux 
coniques. 

Si  Ton  porte,  à  partir  de  chaque  point  M  de  01  ou  OJ,  sur 
une  perpendiculaire  à  IJ,  une  longueur  Mm  égale  à  la  moyenne 
proportionnelle  entre  MO  et  une  longueur  constante  2p,  le  lieu 
du  point  m  est  une  parabole  dont  le  sommet  est  0. 

Les  équations  : 


Digitized  by  VjOOQIC. 


—  16  -^ 

sont  la  traduction  analytique  de  celte  construction ,  pourvu  que 
FG=2a. 

S.  Si,  au  lieu  de  prendre,  comme  dans  le  numéro  précédent. 
Mm  égale  à  la  moyenne  proportionnelle  dont  on  a  parlé  plus  haut, 
on  prend  une  longueur  égale  à  k  fois  cette  moyenne  propor- 
lionnelle,  et  si  Ton  incline  cette  longueur  d*un  angle  constant  v 
sur  la  droite  IJ,  on  obtient,  pour  le  lieu  du  point  m,  une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole,  dont  les  équations,  en  coordon- 
nées obliques,  sont  : 

pourvu  que  Ton  fasse 

6*  2p 

Les  tangentes  aux  coniques  qui  correspondent  à  diverses  va- 
leurs de  k  et  de  v,  en  des  points  situés  sur  une  droite  Mm  issue 
du  point  M,  se  coupent  sur  U  (que  l'on  peut  regarder  comme  la 
tangente,  en  M,  au  lieu  primitif)  en  un  point  D,  qui  est  le  con- 
jugué harmonique  de  M,  par  rapport  à  F  et  G. 

4.  Considérons  maintenant  une  ellipse  quelconque,  ayant 
F,  G  pour  foyers.  Portons,  à  partir  de  chaque  point  M  de  cette 
ellipse,  sur  une  droite  faisant  un  angle  constant  t;  avec  la  nor- 
male à  la  courbe,  une  longueur  Mm  égale  à  k  fois  la  moyenne 
proportionnelle  entre  FM  et  GM.  Le  lieu  du  point  m  est  une 
ellipse  concentrique  à  la  première  ;  de  plus,  les  tangentes  à  des 
ellipses  correspondant  à  diverses  valeurs  de  k  et  de  v,  en  des 
points  situés  sur  une  droite  issue  du  point  M,  se  coupent  en  un 
point  D,  situé  sur  la  tangente  en  M  à  la  courbe  primitive,  et 
dont  la  position  ne  dépend  que  de  M,  F  et  G. 

Des  théorèmes  semblables  existent  pour  Thyperbole  et  la  pa- 
rabole. Ils  constituent,  avec  le  précédent,  le  nouveau  mode  de 
génération  des  coniques,  dont  celui  qui  est  donné  plus  haut,  aux 
numéros  2  et  3,  est  un  cas  particulier. 
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1^.  On  peut  encore  généraliser  ce  qui  précède.  Considérons  une 
courbe  plane  quelconque  et  deux  points  fixes^  F  et  G>  dans  son  plan. 
A  partir  de  chaque  point  M  de  cette  courbe,  et  sur  une  droite 
faFsant  un  angle  constant  t;  avec  la  bissectrice  de  Tangle  FMG, 
portons  une  longueur  égale  à  k  fois  la  moyenne  proportionnelle 
entre  FM  et  GM.  On  déduira  ainsi,  de  la  première  courbe,  au- 
tant de  transformées  que  Ton  voudra,  en  faisant  varier  k  et  r. 

Les  tangentes  à  ces  transformées,  en  des  points  correspondant 
au  point  M  de  la  courbe  primitive,  se  coupent  sur  la  tangente 
en  M  à  celle-ci,  en  un  point  D,  dont  la  position  ne  dépend  que 
de  M,  F  et  G. 

Nous  allons  donner  la  démonstration  de  ce  dernier  théorème 
par  la  géométrie  directive  ou  méthode  des  équipoUences. 


II 

fl.  Soient  (xj,  j/))et  (xj,  1/2)  les  coordonnées  rectangulaires  de 
deux  points  A,  B;  9,  Tangle  de  la  direction  AB  avec  Taxe  OX. 
On  a  : 

Xj  —  Xj  :=  AB  cosç,    y,  —  y,  =  ABsinf. 

Posons  : 


î  =  V^ —  i,    cosç  H-  t  sin9  =  c<p, 

ÂÏTs^  ABe'?  =  AB  ces  9  4-  t'AB  sinç 

=  (x,— x,)-t-i(y,  — y,). 

L'expression  AB  fera  connaître  AB  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. En  effet,  quand  cette  expression  est  donnée,  on  peut  en 
séparer  la  partie  réelle,  ÂBCOS9,  de  la  partie  imaginaire  fABsin9; 
puis  en  déduire  la  valeur  de  AB  et  celle  de  9,  c'est-à-dire  AB  en 
grandeur  et  en  direction. 

9.  11  est  clair  que 

ÂB  =  —  BA; 

car,  si  AB  fait  un  angle  9  avec  OX ,  BA  fait  avec  cette  direction 
I.  2 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  18  - 
un  angle  égal  à  tt  4-  9;  et,  par  suite, 

BA  =  BA  cos  (tt  -t-  <p)  H-  iBA  sin  (t  +  (p) 

=  —  ABCOS9 — iABsinç, 
ou 

15"=— âbT 

Pour  trois  points  A,  B,  C^  on  a  les  relations  suivantes,  faciles 
à  démontrer  : 

AB  +  B(r=ÀC, 

ÂB  «rÂC  —  BC  =  CB  -  CÂ. 

S.  Supposons  que  7,  ^,  9',  9'  soient  les  inclinaisons  de  AB, 
CD,  A'B',  CD'  sur  Taxe  des  x,  et  que  Ton  ait  : 

ABXCD  =  A'B' XCD',   9  +  ^  =  9+11;'. 

On  pourra,  au  lieu  de  ces  deux  égalités,  écrire  simplement  : 

ÂB  xCD  =  AnFxC^, 

d*après  les  règles  du  calcul  des  imaginaires. 
Il  résulte  de  là  que  la  relation  : 

ÂBXCD=(EFy« 

est  équivalente  à  celles-ci  : 

ABXCD=(EF)%  9-*.^{/  =  2o; 

e  étant  Tangle  de  EF  avec  OX.  Si,  en  particulier,  A,  C,  E  coïn- 
cident, ou  si 

ÂBxÂi5  =  (AF)«, 

AF  est  moyenne  proportionnelle  entre  AB  et  AD;  le  point  F  est 
sur  la  bissectrice  de  Tangle  DAB  et  sur  Tare  de  cercle  BC, 
capable  d*un  angle  égal  à  la  moitié  de  BAD  :  c'est  ce  que  Ton 
voit,  en  remarquant  que  les  triangles  ABF,  AFD  sont  semblables. 
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4.  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe  dont  Téquation 
est  yts=z(f(x).  On  aura,  en  posant  R:=3  0My  0  étant  Torigine  des 
coordonnées  ; 


R  =»x  -I-  iy  »x  -H  i(f{x) ,     —  =3  i  H-  t^\x). 


Soit 
.On  aura 


-_-  s=  se*  =  5  cos  <  -4-  w  sin  t. 
dx 


«  cos  (  :=:  i ,    s  sin  (  sa  (f'(x\  taog  I  es  (f\x). 

L'angle  t  donne  donc  l'inclinaison  de  la  tangente  à  la  courbe 
sur  Taxe  des  x. 

Portons,  à  partir  du  point  M,  une  longueur  MT  sur  la  tan- 
gente; cette  longueur  MT  fait  un  angle  t  avec  Taxe  des  x;  par 
suite,  si  Ton  suppose  MT=5L  : 

dK 


On  a  aussi 


dx 


0T  =  OM  4-  MT  =  R  +  L  -^ . 

dx 


La  dernière  expression  détermine  la  position  d'un  point  quel- 
conque T  de  la  tangente  MT  en  M,  à  la  courbe. 

5.  Considérons  maintenant,  sur  l'axe  des  x,  deux  points  F,  G 
dont  les  abscisses  soient  ( — c)  et  (-«-c).  Nous  aurons  (n""  2)  : 

GM'=ÔM*— ÔG  =  R  — c,  FM  =  Fo-*-OM=R -t-c. 

Soit  

Mm :=  /ce'"  i^FM  X  GM"=  ké" k^R*— c*: 

Mm  sera,  d'après  le  numéro  3,  une  longueur  égale  à  k  fois  la 
moyenne  proportionnelle  entre  FM  et  GM,  et  faisant  un  angle  t; 
avec  la  bissectrice  de  l'angle  FM  G. 
Posons 
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nous  aurons 


r  =  OM  -t-  Mm  =  R  +  /ce^'l/R*— c'. 


Soit  t  un  point  quelconque  de  la  (angenle  en  m,  au  lieu  du 
point  m.  D'après  le  numéro  i, 

—  dr 

dx 

l  étant  une  partie  de  mt.  Si  Ton  remplace  r  par  sa  valeur,  il 
vient 


Oe=R  +  /^  +  fce'« 
dx 


dx 


V/R* 


r      J 


Il  y  a,  sur  toutes  les  tangentes  analogues  h  mty  un  point  qui 
ne  dépend,  ni  (^e  la  valeur  de  A:,  ni  de  celle  de  Vy  et  qui  se  trouve 
par  conséquent  aussi  sur  MT.  C'est  le  point  D,  pour  lequel  le 
coeiBcient  de  fte*^  s'évanouit  :  pour  ce  point 


dx  dx       R 


et,  par  suite, 


ou  enfin, 


^^      ^     .dR 


OD  =  R-f^/ 


dx 


Rh--— R  =  ~, 
R  R 


ODxOM  =  c»  =  (OF)'  = 


(FG)« 


(E) 


Quand  les  points  M  et  D  sont  sur  FG,  on  dit  que  ces  points 
sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  F  et  G.  On  peut  em- 
ployer la  même  dénomination  pour  exprimer  la  relation  (E), 
entre  les  points  M,  D,  F,  G,  dans  le  plan  des  xy.  Il  est  d'ailleurs 
facile,  par  le  numéro  3,  de  construire  le  point  D.     (P.  M.) 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉOBÈHE  DE  LIOUVILLE. 


Dans  le  n^  de  février  1874  de  son  Journal  de  Mathématiques, 
M.LiouviLLE  a  énoncé,  sans  en  donner  la  démonstration,  un  théo- 
rème remarquable,  relatif  à  l'intégrale  définie 

>r»^  „  /  sin'x  \  , 

1=»/      F Wx, 

J  \  I  —  2a  cos  X  -♦-  a'/ 

0 

où  F  désigne  une  fonction  telle  que  I  ait  une  valeur  déterminée; 
et  a,  une  constante  réelle  quelconque.  Nous  nous  proposons  de 
démontrer  ici  ce  théorème.  Pour  cela,  nous  établirons  d'abord 
un  lemme  fondamental  ;  puis  nous  exposerons  les  divers  cas  du 
théorème  de  M.  Liouville;  enfin  nous  en  donnerons  quelques 
applications. 

I 

Lemme  fondamental. 

1.  Considérons  un  triangle  OâM,  dans  lequel  ON  =:  i , 
OA=a  =  cosa.  Appelons  a  langle  MOA, iz  Tangle  supplémen- 
taire de  MAO.  Je  dis  que  Ton  a  : 


0 

ou,  plus  explicitement, 


/^  r*^  dx 

F  (sin»z)dz=  /    F  (sin')  j  dz. 

0  0 

s.  Pour  démontrer  régalité(l),  exprimons  géométriquement 
la  différence 

dz  —  dxy 
en  fonction  de  dz. 
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Soit  m  un  point  voisin  de  M,  sur  la  circonférence  décrite  du 
point  0|  comme  centre»  avec  OM  comme  rayon.  On  a  : 

Ax  SB  angle  MOm  as  are  Mm, 
Az  =  angle  MAm. 

Ensuite,  dans  le  triangle  MAm, 

Mut  Af9t 

sin  MAm      sin  AMm  ' 

ou  encore,  successivement  : 

Mm  arc  Mm         angle  MAm  Am 


arc  Mm      angle  MAm        sin  MAm        sin  AMm 

Mm         Ax         Az  Am 

X  T-X  — 


arc  Mm      Az       sin  Az      sin  AMm 

Quand  le  point  m  se  rapproche  indéfiniment  de  M,  les  quan- 
tités 

Mm         Ax         Az 


arc  Mm       Az       sin  Az 
tendent  respectivement  vers  les  limites 


Am,  AMm 


dx  r 

{,—  i,  AH,  - +  OMA. 

dz  2 

La  dernière  égalité  donne,  par  conséquent , 

dx  _     AM 
dz       cosOMA 

Abaissons,  du  point  0,  une  perpendiculaire  OP  sur  MA;  nous 
aurons  : 

cos  (MX  »»  PM , 

dx      AM     ,        ,       PM— AM, 
-r-  =  ~.  -  >  dz  —  cix  =s  — —— —  dz, 
dz       PM  PM 
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Donc 

f"  F  (sin'z)  (rfz-  ix)  «/^F  (8iD«z)^îîpl^  rfz. 

S.  Considérons  deux  valeurs  de  z,  Tune  Z|,  inférieure  à  f , 
Faulre,  z^^  égale  à  w — z^.  Soient  M^,  Mj  les  points  correspon- 
danlSy  sur  la  eireonférence  ayant  OM  pour  rayon  ;  P^  et  P^  les 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées,  de  O,  sur  AM^i  et  AMj. 

Il  est  facile  de  voirqueP^  Mi^^^Ps  M^»  comme  moitiés  de  cordes 
égales.  Mais  P^Mf^AMi  ■+-  APi,  P2Mj=AM2— APj. 

De  plus^ 

AP,  =  AP,. 

Donc: 

P,M,  —  AM|  _  APt 

p^si    ""piisr/ 

PaM,-AMa       --AP, APt 

P^M^  PiM,  ""       PiS^' 

On  a  aussi  : 

sin'  jji  =  sin'  (tt  —  «i)=  sin*«„ 

F(sin*Z|)  =  F(sin»«,). 
-*.  .L'intégrale 

/•^D  /  •  f  V  PM  —  AM 

peut  donc  se  décomposer  en  deux  autres,  égales  et  de  signes 
contraires,  comme  limites  de  sommes  d'éléments  égaux  deux  à 
deux  et  de  signes  contraires  ;  savoir  : 


£  PjM,  ^  F|Mi 

L'égalilc  (1)  est  donc  vérifiée. 
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5.  On  peut  remplacer,  dans  régalité  (1),  F(sin'z)  par 
F(eos*z),  F(sinz),  etc.;  bref,  par  une  fonction  quelconque  de 
Zy  qui  prenne  la  même  valeur  pour  z=r,  et  pour  z=7c — z^. 
Mais  cette  remarque,  en  apparence  très-féconde,  ne  donne,  en 
réalité,  rien  de  plus  que  Fégalilé  (1),  comme  on  peut  le  démon- 
trer. Toutefois  elle  est  utile,  pour  transformer  rapidement  cer- 
taines intégrales,  que  Ton  pourrait  ramener  à  la  forme 

rV(sWz)[dz'^dx), 

mais  qu'il  vaut  mieux  étudier  directement.  Ainsi ,  par  exemple, 

y*'F[z(T  — z)](dz  — rfx)«0, 

0 

quelle  que  soit  la  fonction  F. 

II 

Démonstration  du  Théorème  de  M.  Liouville. 

6.  On  peut  toujours  supposer  a  positif.  En  effet,  on  a  : 

J         \1— 2aco8x-i-aV         J         \i  H-2acosx-t-aV 

0  0 

comme  on  peut  le  voir,  en  posant 

puis  remplaçant  v!  par  x,  ce  qui  est  permis. 

7.  Premier  cas  :  a  positif  et  inférieur  à  Vunité.  Dans  le 
triangle  MOA,  abaissons,  du  point  M,  la  perpendiculaire  MQ 
sur  OA,  ou  sur  son  prolongement.  Nous  aurons  : 

MQ  =:  MA  sin  z,    MQ  =  OM  sin  x  ==  sîn  x, 

Mâ'=  ÔM*—  20M .  OA  ces  X  +  Ôâ'cs  \  -.  2a  cosx  h-  a\ 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  25  — 
Par  conséquent  : 


1  —  2a  C08  X  -+-  a'       Uâ" 


-   ^____  —  cm*  Il 

ma' 


„  /          sin'x  N  .  , 

F ;  =  F  (s  n'z) , 

/"f  (  ""•'' )  dx  =  r  F  (sin«z)  dx. 

J  \1  —  2a  cos  X  -^  a V  ^        ^        ' 

Quand  x  varie  de  0  à  a,  puis  de  a  à  tt,  z  varie  de  0  .'i  |,  puis 
de  f  à  TT.  D'après  le  lemnie, 

/'  F  (sin'z)  rfx  =:/^  F  (sin«  z)  ^  dz  =  f"  F  (sin*x)  dz  ; 
et  enfin, 

r%  [-r—J—~ i)  àx  =/^F(sin«z)  dz  : 

e/  \1— 2aco8x-^aV  /        ^        * 

0 

celte  égalité  est  le  théorème  de  Liouville.  On  peut  donc  sup- 
poser,  dans  Tiniégrale  I,  la  constante  a=:0,  quand  a,  en  valeur 
absolue,  est  inférieur  à  Tunité. 

8.  Second  cas  :  a  égal  à  l'unité.  Dans  ce  cas,  on  trouve  que 
2Ajz  =  Ax  et  que  z  varie  de  f  à  ïï,  quand  x  varie  de  0  à  tt.  On  a 
donc  : 

1  ^'fF  (sin*  z)  dx  =  2/'F  (sin*«)  dz 


^r^  (sin'z)  dz^  pF  (sin« z)  dz. 
I  î 

Si  Ton  fait,  dans  l'une  de  ces  dernières  intégrales,  2=71— z', 
elle  devient 

f^F  (siu'z')  dz'  =y*ïF(sin»z)rfz; 
0  0 

en  rajoutant  à  Tautre,  il  vient 

I=y^F(sin»z)f/z. 
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Le  thëorème  de  Liouville  est  donc  vrai  pour  a=3 1 . 
On  arrive  au  même  résultat,  sans  considération  géométrique, 
en  faisant  directement  a=l  dans  Fintégrale  I. 

•.  Troisième  cas  :  a  supérieur  à  l'unité.  Soit  a  =s  ^,  6  étant 
plus  petit  que  Funité.  On  a,  successivement  : 

f'r  i ^^ ]  dx=  r^  Ib* "— ]  dx 

J         \l  —  2acosx-^a»/  J  \    i  —  26 ces  x -+- 6v 

0  0 

=/'F(6*.siii««)rfz; 

ou,  en  remplaçant  6  par  sa  valeur  ^: 
P^  ^  /sin'jj\   , 

0 

On  peut  observer  que,  si  l'on  fait  asaj,  dans  la  dernière 
formule  on  arrive  à  un  résultat  exact,  identique  à  celui  que  Ton 
a  trouvé  au  n""  précédent,  dans  le  second  cas. 

10.  En  résumé  : 


(A) 


(B) 


r^  (- -J^ ,]  dx  =.  /"'f  (sin'x)  rfx,    a« <  I. 

J         \i  — 2acosx-t-a7  J        ^         ' 

0  0 

/^^  I  sin'x  \   ,  /»^^  /sin'x\  ,         .      . 

\   —  2ttcosx-t-oV  ./         \   a»   / 


0  0 

Nous  avons  mis  x,  à  la  place  de  2,  dans  le  second  membre, 
parce  que  cela  n'a  aucune  influence.  Les  deux  formules  sont 
vraies  et  deviennent  identiques,  quand  a*=l. 

III 

Applications. 
11.  Soit  à  déterminer  l'intégrale, 

/^  sin'^x  ,         , 

(i  —  2acosx -4.a»)«  ^ 

0 

qui  a  été  trouvée  autrefois  par  Poisson. 
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D'après  le  théorème  de  Liouville,  elle  est  égale  à  celle  que  Ton 
obtient  en  faisant  a^^O^  c'est-à-dire,  à 


/' 


.In-.*.^'-'-»-'*-'»"- 


2.4.6...2n       2' 

0 

valeur  donnée  dans  tous  les  manuels  de  calcul  intégral  (Frenet. 
Exercices  de  calcul  infinitésimal^  1"  édition,  n*  384). 

\%.  Soit  encore  à  calculer  (Frenet,  n*»  341) 

1=  y^/  (i  —  2a  ces  x-\-a*)dx,    o  ^  1. 

On  a,  d'après  les  propriétés  des  logarithmes, 

'=  /""^/f- -^ -)  rfx=  /^/(8in»x)rfx  -  1; 

J        Vi  —  2a  ces  «  -♦-  aV  J       ^         ' 

0  0 

et,  d'après  le  théorème  de  Liouville, 

J  =^f^  l  (sîn*  jc)  dx. 

0 

Donc  l'intégrale  I  est  nulle,  comme  l'a  trouvé  Poisson,  par 
d'autres  considérations.  P.  Mansion. 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


flVR  LE0  BIStlECTRICKli  DBA  ANGIiES  D*VIi  TRIANGIiB; 

par  M.  Désiré  André. 
(Afottv.  /Inn.,  janvier  1874,  p.  10.) 


Supposons  connus  ces  théorèmes  : 

La  bissectrice  intérieure  d'un  angle  d'un  triangle  partage  le 
côté  opposé  en  segments  proportionnels  aux  cotés  adjacents. 
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Le  carré  de  la  bissectrice  d'un  angle  intérieur  est  égal  au  rec- 
tangle  des  deux  côtés  de  cet  angle,  moins  le  rectangle  des  deux 
segments  du  côté  opposé. 

Par  le  procédé  suivant,  nous  pourrons  déduire,  immédiate- 
ment, les  propositions  analogues ,  relatives  à  la  bissectrice  exté- 
•  ieure. 

Soient  le  triangle  ABC  et  la  bissectrice  AD  de  Tangle  extérieur 
A.  Prenons,  sur  BA  prolongé,  une  longueur  AE  égale  à  AG; 
puis  tirons  DE.  Dans  le  triangle  ainsi  obtenu  DBE,  la  bissectrice 
intérieure  de  langlc  D est  DA,  les  côtés  de  cet  angle  sont  égaux 
aux  segments  de  la  base  de  ABC,  et  les  segments  de  la  base  BE 
égalent  les  côtés  de  Tangle  BAC. 

Appliquons  à  ce  triangle  les  théorèmes  énoncés  ci-dessus,  etc. 

II 

On  donne  deux  circonférences  0  et  0'  se  coupant  en  D  e^  C  ;  par 
D,  on  mène  une  sécante  qui  rencontre  0  en  B  e^  0'  en  B'.  Trouver 
le  lieu  du  point  d'intersection  M  de^  droites  OB  et  O'B'  (*).  Solu- 
tion par  M.  Beaujeux.  (Nouv.  Ann.,  janvier  1874,  p.  35.) 

Les  angles  OBD,  O'B'D  sont  respectivement  égaux  à  OBD  et 
O'DB';  donc  Tangle  OMO'  est  égal  à  ODO';  par  suite,  le  lieu  de 
M  est  un  arc  de  circonférence  OCO'. 

III 

On  inscrit,  à  un  cercle  donné  0,  tous  les  triangles  ABC  dont 
deux  côtés  AB,  AC  sont  respectivement  parallèles  à  deux  direc- 
tions fixes  ;  on  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  inscrits  et 
ex -inscrits  à  ces  triangles.  Solution  par  M.  Raphaël  Henrique  Y 
DiAZ,  étudiante  l'Université  de  Liège {**).  (Nouv.  Ann.,  janvier 
1874,  p.  31.) 


(*)  Question  du  Concours  général  de  1875,  classe  de  troisième  (Prancu). 
('*)  Question   du    Concours   général  de  1873,  classe  de  Philosophie 
{France). 
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Soient  HH',  KK'  les  diamètres  de  O  perpcndieulaires  à  ÂB, 
AC;  et  soit  I  le  centre  du  eercle  inscrit  à  ABC.  Quand  le  point 
A  parcourt  Tare  HK  (supposé  moindre  qu'une  demi-circonfé- 
rence), les  droites  BI,  CI  passent  toujours  par  les  points  fixes  K 
et  H  ;  et  comme  les  triangles  HIK,  HAK  sont  égaux^  le  point  I 
décrit  un  arc  de  cercle,  symétrique  de  Tare  HK  par  rapport  à  la 
droite  HK.  En  considérant  les  autres  positions  du  point  A,  et  les 
centres  des  cercles  ex-inscrits,  on  prouve  aisément  que  le  lieu 
complet  se  compose  des  quatre  circonférences  symétriques  de  O 
par  rapport  aux  droites  HK,  HK',  H'K,  H'K'. 

IV 

Question  de  mathématiques  élémentaires.  Par  un  point  donné 
A,  dans  Vintétieur  d'un  cercle  donné  0,  mener  deux  cordes  BC, 
DE,  qui  se  coupent  sous  un  angle  donné  BAD  =  2a,  et  dont  le 
produit  soit  maximum  ou  minimum.  On  examinera,  en  particu- 
lier,  le  cas  oii  le  point  donné  est  à  l'extérieur  du  cercle  (*). 

(Concours  général  de  1873.  France.) 

Soient  |x  Tinclinaison  de  la  bissectrice  de  Tangle  BAD  sur  AD, 
a  la  distance  OA,  r  le  rayon  de  la  circonférence  0,  B  le  produit 
des  cordes  BC  et  DE,  H  et  K  les  milieux  de  ces  droites. 

On  a  : 

BH'=  Ob'—  Ôh'=  r«  —  a*  sin*  (f*  —  a), 

DR  =  OD  —  ■ÔK*=  r'  —  a*  sin«  (ft  -*-  a). 

Multipliant  ces  valeurs  Tune  par  Paulre  et  tenant  compte  des 

relations  : 

sin-  (fx  -f-  a)  -H  sin'  (fx  —  a)  =  1  —  cos  2a  ces  2fA, 

cos  2a  —  cos  2yU 
sin  (ft  -+-  a)  siii  (p  —  a)  = » 


(*)  La  solution  de  M.  Brillouin,  qui  a  remporté  le  premier  prix,  a  été 
publiée  dans  les  Nouveîles  AnnaleSy  jnnylcr  1874,  p.  25. 

Celle  que  nous  donnons  ici  n'en  diffère  que  par  quelques  simplifica- 
tions. 
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on  trouve 

M'  =  4r'  (r*  —  o*)  sin»  2a  ■+•  [o*  cos  2fi  -+-  (2r*  —  o')  cos  2a]*. 

Lorsque  le  point  A  est  à  rintérieur  du  cercle,  on  obtient  la 
variation  complète  de  M*  en  faisant  croiure  p  de  0  à  ISO"*;  alors 
cosSfx  varie,  d'abord  de  +  1  à  — 1,  puis  de  —  1  à  -4- 1.  Par  con- 
séquent, si  i*on  pose 

P  =  o*  cos  2/*  -4-  (2r'  —  o*)  cos  2«, 
P,  =  o'  ■+•  (2r'  —  a')  cos  2a, 
P,  =  ^  a*  ^  (2r*  —  a»)  cos  2a, 

la  quantité  P  varie  de  P^i  à  P^,  puis  de  P2  à  P^.  Comme  M  dépend 
du  carré  de  P,  il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  suivant  que  Ps 
est  positif  ou  négatif. 

Premier  cm  :  cos  2a  > 


2r«  —  a« 


La  variable  P  étant  toujours  positive,  le  maximum  et  le  mini- 
mum de  H  ont  lieu  en  même  temps  que  ceux  de  P  et  correspon- 
dent, respectivement,  à  fx«=:0  et  à  fx=»90*. 

Second  cas  :  cos  2a  <  • 


2r«~a' 

Comme  P  change  de  signe,  cette  quantité  s'annule  lorsque 

2r'  -  a'       ^ 

cos  2ft  = —  cos  2a. 

a 

Celte  équation  donne,  pour  (x,  deux  valeurs  moindres  que  360'; 
soient  180'' — 2pi-|  et  180*-4-2jui^,  ces  angles.  Nous  pouvons 
former  le  tableau  suivant  de  la  variation  de  P^  : 

^  =  G,     90°  —  f£, ,     90^    90»  +  ft.,     180», 
P*  =  PÎ,        0  Pî,  0,  PJ. 

Concluons  de  là  que  M  passe  par  deux  maximums,  lorsque 
jxasO  et  fji=90%  et  par  deux  minimums,  lorsque  (jL=90*=FfX|. 
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Supposons  maintenant  le  point  A  extérieur  au  cercle.  Soit  2^ 
Tangle  des  deux  tangentes  issues  de  A.  Pour  que  deux  droites, 
menées  par  A  et  faisant  entre  elles  l*angle  Sa,  rencontrent  toutes 
deux  la  circonférence,  on  doit  avoir  a<Pet  f^^P — a;  par 
conséquent,  nous  ne  ferons  varier  fx  qu^entre  0  et  P — a.  Quand 
^=P — a,  on  a 

p  =  o*  ces  2  (p  —  a)  +-  (Sr*  —  a*)  cos  2a  ; 

ou,  à  cause  de  r=sa  sin  ^  : 

P  ==s  a*  sin  2p  sin  2a. 

Ce  résultat  montre  que  P  est  toujours  positif.  Donc  M  est  maxi- 
mum pour  fx  =  0,  minimum  pour  p  =  p —  «. 

(Neuberg.) 


sua  LB  THÉORÈME  DE  DANDELIN. 

t.  Leiime.  «  Soit  une  circonférence  de  rayon  r,  dont  le  centre 
0 est  a  la  distance  a>r  d*une  droite  donnée;  toutes  les  circon- 
férences qui  ont  leurs  centres  sur  la  droite  et  qui  coupent  ortho- 
gonalement  la  première,  se  rencontrent  en  un  même  point  placé 
sur  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  0  sur  la  droite  et  &  une 
distance  de  celle-ci,  égalée  V a^  —  r*.  »  Cette  propriété  s*é(end 
sans  peine  à  la  sphère. 

%.  Cela  posé,  considérons  un  cône  de  révolution,  coupé  par  un 
plan  S,  suivant  une  conique  C.  Les  sphères  inscrites  au  cône,  de 
manière  à  toucher  le  plan  S,  ont  pour  lignes  de  contact  avec  le 
cône  des  circonférences  dont  les  plans  P  et  P'  coupent  S  suivant 
les  directrices  d  et  d'  de  la  conique,  et  pour  points  de  contact 
avec  S,  les  foyers  fei  /"'.  (Théorème  de  Dandelin,  Briot,  G.  A. 
n*  266.  sq.,  Salmon,  Conte  Sections,  §  367.) 

S«  Généralisation.  Si  une  sphère  inscrite  au  cône  coupe  le 
plan  S  suivant  un  cercle  c,  et  si  son  plan  de  contact  avec  le 
cône  coupe  S  suivant  cT',  on  peut  appeler  c  le  cercle  focal  de  la 
conique  et  d"  la  directrice  correspondante.  La  distance  tangen- 
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tielle  d'un  point  m  de  G  au  cercle  c,  est  à  la  distance  de  ce  point 
à  d!\  dans  un  rapport  constant. 

4.  Autre  généralisalion.  Soit  une  sphère  de  rayon  r,  et  de 
centre  0,  inscrite  au  cône,  la  distance  a  de  0  a  S  étant  >  r.  Soit 
F  un  point  situé  sur  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  S  à  une 
distance  de  S  égale  à  l/a*  —  r^  Soit  enfln  D  l'intersection  du 
plan  S  avec  le  plan  de  contact  de  la  sphère  inscrite  et  du  cône. 

Gela  posé,  on  voit  sans  peine,  au  moyen  du  lemme,  que  la 

portion  de  génératrice  du  cône,  comprise  entre  un  point  m  de  G 

et  le  plan  de  contact,  est  dans  un  rapport  constant  avec  la  distance 

de  m  à  D;  que  cette  portion  de  génératrice  est  égale  à  Fm;  de 

sorte  que  F  et  D  peuvent  élre  regardés  comme  un  foyer  et  une 

directrice  de  la  conique.  Pour  une  autre  sphère,  il  y  a  un  autre 

foyer  F'  ;  et  Ton  a  F'm  =b  Fwi  =  constante^  selon  que  les  sphères 

ne  sont  pas  ou  sont  du  même  côté  de  S.  On  retrouve  ainsi  là 

propriété  fondamentale  des  foyers  d'une  conique ,  extérieurs  à 

son  plan. 

(A.  Transon,  Nouv.  i4nn.,  1873,  pp.  21-22.  —  Extrait.) 
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I 

Éléments  de  géométrie  tHlinéaire,  par  A.  Gambier,  professeur 
de  mathématiques  supérieures  h  l'Athénée  royal  de  Mons.  Mons, 
Hector  Manceaux.  Bruxelles,  Henri  Manceaux,  1874,  48  pages 
in-8*.  Prix  :  2  fr. 

Les  ouvrages  adoptés  en  Belgique,  pour  l'enseignement  de  la 
géométrie  analytique,  ne  contiennent  pas  la  théorie  des  coor- 
données trilinéaires,  quoique  cette  théorie  ait  été  introduite 
depuis  un  demi-siècle  dans  la  science,  par  Bobillier  et  Plûcker,  et 
que  les  ouvrages  de  Salmon  l'aient  popularisée  en  Angleterre  et 
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en  Allemagne,  depuis  vingt  ans.  M.Gambier  a  eu  Theurcuse  idée 
de  publier  des  Éléments  de  géométrie  trilinéaire  pour  remédier, 
sous  ce  rapport,  à  l'insuffisance  des  manuels  officiels.  II  existe, 
depuis  longtemps,  en  Allemagne  un  ouvrage  du  même  genre,  dû 
à  M.  Otto  Hesse,  et  intitulé  :  Vorlesungen  aus  der  analytischen 
Géométrie  der  gerade  Linie,  des  Punktes  und  des  Kreises  in  der 
Ebene  (Leipzig,  Teubner).  Mais  le  plan  du  manuel  de  M.  Gam- 
bîer  est  très-différent  de  celui  de  M.  Hessc.  Ce  dernier  se  con- 
tente de  traiter,  avec  le  plus  grand  soin,  les  principales  questions 
relatives  au  point,  à  la  droite  et  au  cercle.  M.  Cambier,  au  con- 
traire, consacre  un  petit  nombre  de  pages  aux  principes  et  à  la 
ligne  droite,  puis  il  aborde,  aussitôt  que  possible,  la  théorie  des 
coniques,  en  général,  et  du  cercle  en  particulier. 

Une  bonne  partie  des  Éléments  de  M.  Cambier  est  empruntée 
à  Touvrage  de  M.  Salmon  sur  les  coniques  —  à  notre  avis,  il  au- 
rait fallu  en  avertir  le  lecteur  —  et  le  reste  est  écrit  dans  le 
même  esprit  que  le  traité  anglais.  C'est  assez  dire  que  cet  opus- 
cule contient  un  très-grand  nombre  de  questions  intéressantes 
dont  la  solution  est  seulement  ébauchée.  De  cette  manière ,  le 
lecteur  peut,  sans  trop  de  peine,  faire  marcher  de  front  la  théorie 
et  la  pratique.  Sous  ce  rapport,  le  manuel  de  M.  Cambier  est 
plus  utile  que  celui  de  M.  Hesse,  particulièrement  pour  les  élèves 
de  première  scientifique  et  pour  les  personnes  qui  veulent  s'ini- 
tier rapidement  à  la  nouvelle  géométrie. 

Les  Éléments  de  M.  Cambier  ont  un  défaut.  Ils  ne  contiennent 
ni  la  théorie  des  coordonnées  trilinéaires  générales,  ni  celle  des 
coordonnées  tangentielles.  Il  en  résulte  que  le  principe  de  dtuilité 
n'y  figure  pas  et  que  les  propriétés  métriques  des  figures  y  tien- 
nent une  trop  grande  place. 

Ce  défaut,  au  reste,  n'est  pas  propre  à  l'ouvrage  de  M.  Cam- 
bier :  il  existe,  à  un  moindre  degré,  dans  beaucoup  de  traités  de 
géométrie  analytique,  publiés  récemment,  et  même  dans  les 
Conte  Sections  de  Salmon  (*).  (P.  Mansion.) 


(*)  Nous  apprenons  que  M.  Cambier  se  propose  de  publier  plus  tard  un 
I.  3 
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II 


Les  mathématiques  en  Belgique  j  en  1872,  par  le  docteur 
P.  Maission,  professeur  à  rUniversité  de  Gand.  (Extrait  du  But- 
letiino  di  bibliografia  e  distoria  délie  scienzematematiche  e  fisicMy 
t.  VI,  juillet  1875.  Rome.)  Mons,  Manceaux,  1874;  60  p.  in-8'. 
Prixrl  fr.50. 

Voici  la  table  des  matières  de  ce  petit  écrit,  qui  est  une  sorte 
d'introduction  à  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique  : 

Liste  des  écrits  relatifs, à  Thistoire  des  mathématiques  en  Belgique 
(p.  5-5).  Chapitre  /.  Analyse.  Sur  une  nouvelle  formule  d'intérêt  composé, 
par  M.  Catalan  (p.  5-6).  Sur  une  formule  de  Botesu,par  M.  Catalan  (p.  6-9). 
Cours  d'analyse  iu6nitésimale,  de  M.  Gilbert  (p.  9-12).  Sur  Pemploi  des 
imaginaires  dans  la  recherche  des  différentielles  d'ordre  quelconque,  par 
M.  Gilbert  (p.  43-13).  Sur  la  théorie  des  solutions  singulières,  par  M.  Man- 
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Cours  de  géométrie  analytique,  par  M.  Carnoy  (p.  48-49).  Chapitre  liL 
Mécanique.  Tcrmodynamique.  Nouvelle  démonstration  du  second  principe 
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et  la  Géométrie  pratique  de  M.  de  Vylder.  (P.  M.) 


petit  écrit  sur  les  coordonnées  tangentielles,  si  ses  Éléments  de  géométrie 
trilinéaire  sont  bien  accueillis.  Le  défaut  que  nous  signalons  n'est  donc  que 
momentané. 
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QUESTIONS  PROPOSEES. 


1.  Si  un  quadrilatère,  plan  ou  gauchc/a  deux  côtés  opposés 
égaux  :  1*  ces  côtés  sont  également  inclinés  sur  la  médiane  des 
deux  autres  côtés;  S""  la  projection  de  chacun  des  premiers  côtés-, 
sur  la  médiane,  est  égale  à  la  médiane. 

%.  Éliminer  a  et  6  entre  les  équations  : 

X  =  m  sin  a  ces  a  ces  6,    y  =  fn  sin  6  ces  6  ces  a,    a  -^  b  =  e , 

0  étant  Fangle  des  axes  de   coordonnées.  Discuter  Téquation 
résultante. 

S.  On  prend,  sur  les  côtés  d*un  triangle  ABC,  trois  points 
C,  A',  B',  que  Ton  joint  aux  sommets  opposés  G,  A,  B.  Démon- 
trer, par  la  géométrie  élémentaire,  que  AA',  BB',  CC  sont  les 
hauteurs  du  triangle  ABC,  si  ces  droites  sont  les  bissectrices  des 
angles  du  triangle  A'B'C. 

4.  Théorème.  Un  ellipsoïde  étant  donné,  on  prend  pour 
tableau  un  plan  diamétral  AOB;  et,pour  point  de  vue,  une  extré- 
mité C  du  diamètre  conjugué  de  AOB.  Cela  posé,  les  perspectives 
de  toutes  les  coniques  tracées  sur  lellipsoïde  sont  semblables  à 
la  section  diamétrale  AOB. 

Corollaire.  Si  AOB  est  une  section  circulaire,  auquel  cas  C 
est  un  ombilic^  les  perspectives  de  toutes  les  coniques  tracées  sur 
Tellipsoïde  sont  des  cercles. 

5.  Théorème.  Les  mêmes  choses  étant  posées  que  dans  le 
corollaire  précédent,  soit  D  une  droite  quelconque,  et  soit  D'  la 
droite  conjuguée  de  D'  {*).  Soient  E  les  ellipses  dont  les  plans 


(*}  Deux  droites  D,  D'  sont  dites  conjuguées  ^  relativement  h  une  surface 
du  deuxième  ordre,  quand  le  pôle  de  tout  plan  passant  par  Tune  est  situé 
sur  Pautre. 
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passent  par  D,  et  E'  les  ellipses  dont  les  plans  passent  par  D'; 
soient  enfin  C  les  perspectives  des  ellipses  E,  et  G'  les  perspec- 
tives des  ellipses  E'  :  ces  deux  séries  de  cercles  forment  un  sys- 
tème orthogonal.  (E.  C.) 

S  .  Bacchus  et  Silène. 

Bacchus,  ayant  vu  Silène 
Auprès  de  sa  cuve  endormi, 
Se  mit  à  boire  sans  gène 
Aux  dépens  de  son  ami. 
Ce  jeu  dura  pendant  le  triple  du  cinquième 
Du  temps  qu'à  boire  seul  Silène  eût  employé  : 
Il  $*cveille  bientôt,  et  son  chagrin  extrême 
Dans  le  reste  du  vin  est  aussitôt  noyé. 
S'il  eût  bu  près  de  Bacchus  même, 
Ils  auraient,  suivant  le  problème, 
Achevé  six  heures  plus  tôt; 
Alors  Bacchus  eût  eu,  pour  son  écot. 
Deux  tiers  de  ce  qu'à  l'autre  il  laisse. 
Ce  qui  maintenant  m'intéresse 
Est  de  savoir,  exactement. 
Le  temps  qu'à  chaque  drôle  il  faut  séparément 
Pour  vider  la  cuve  entière , 
Sans  le  secours  de  son  digne  confrère  (*). 


(*)  Ce  curieux  énoncé  m*a  été  communiqué,  il  y  a  bien  des  années,  par 
le  savant  professeur  et  philologue  Vincent.  On  en  trouve  une  version^  diffé- 
rente de  celle-ci,  dans  la  troisième  édition  des  Problème»  plaissanls  et  délec- 
talde8,de  Baciibt,  que  vient  de  publier  M.  Labosne.  Vers  1848,  un  élève  du 
lycée  Charlcmagne,  à  Paris,  fit  la  jolie  réponse  suivante  : 

Dans  celte  occasion  Silène  eut  tout  Thonneur. 

En  quinze  heures  Bacchus  acheva  la  besogne; 

Il  n'en  fallut  que  dix  au  digne  précepteur  : 

J'en  conclus  qu'il  était  de  moitié  plus  ivrogne! 

(E.  C.) 
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SUR  L'INTÉGRALE    f''  ( Y  dx. 

J       Vl  -  2a cos.a;  -♦-  av 

0 

(  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Gh.  Hermite.) 


«  Pcrmeltez-moi  de  vous  adresser  une  seconde  délern)îna(ion 
de  rintégrale  de  Poisson, 


J       \\  —  2a  C08  X  +  aV 


qui  offre  {application  la  plus  importante  du  théorème  de  M.  Liou- 
ville,  dont  vous  avez  donné  la  démonstration. 
Soit,  pour  abréger, 


/•(X): 


i  —  2a  cos  X  +  a' 
Je  désigne  par  i  une  constante  telle  que  la  série 

f/'(x)  4-  £*/■*  (X)  -^  ...  -^  É^/"-  (x)  -^  ... 

soit  convergente  :  elle  aura  pour  somme 

ce  qui  conduit  à  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

r  ^mdx 

J   ~i-ef{x)' 

dont  il  suffira  ensuite  d'cfTcctucr  le  développement  en  série,  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  e.  Or,  en  faisant  pour  un 
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moment  cosx=»z,  la  décomposition  en  fractions  simples  de  la 
fraction  rationnelle  : 

sf{x)     ^  i(\-s?) 

donne  immédiatement  le  résultat;  car,  en  écrivant 

€{i^z^)  ^  G  H 

■  =  —  I  -^ 


i  -  2az  -f-  o'  —  e  (I  —  jy«)  9  —  «       h  —  z 

vous  voyez  que  nous  sommes  ramenés  h  l'intégrale  connue 

dx  n 


9  — cosx      V/p-H* 

Cela  posé,  on  obtient,  en   résolvant  Téquation  du  second 
degré 

i  —  2oz  -♦-  o*  —  £  (I  —  «•)  =  0  : 


a-*-V/i— f)(a«— f)       ^       a  — 1/(1— 0(o"-f) 
g  = 9      A  ES . 

e  i 

On  a  ensuite  : 

g-h  h-g 

et: 


l/^3T^±-*^^^-^°'-'. 


v/j?:rT=±îlll:il±J^ZEZ 


comme  il  est  facile  de  le  vérifier  en  élevant  les  deux  membres 
au  carré.  Mais  il  est  nécessaire,  avant  d'employer  ces  formules, 
de  choisir  les  signes  =i=  de  manière  que  les  radicaux  aient  bien 
les  déterminations  qui  leur  conviennent  dans  les  relations  : 

dx  tr  /»^  ■    dx  n 


/^   dx        '^       r 
flf  -  cos  X  "^  V/g*  —  1  '   •/ 


flf  -  cos  X      v/yi  _  I     ./      A  —  cos  X      v/A'  —  1 
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Reven«nnt,  6  cctelTet,  à  la  condition  de  convergence  de  la  série 
2^/*"(x) ,  j'observe  que  le  maximum  de  f(x)  est  l'unité  pour 
a  <  1 ,  et  -^  pour  a  >  1  ;  on  doit  donc  supposer  e  <  1  dans  le 
premier  cas,  e<a'  dans  le  second;  de  manière  à  avoir  6/'(a:)  <  1, 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable.  De  Tinégalité  1 — e/*(x)  >  0, 
il  résulte  que  Téquation 

1— f/*(x)  =  0 

n  admet  aucune  racine  réelle  par  rapport  à  x;  cependant  on  peut 
toujours  supposer  (/  et  h  réels,  en  prenant  dans  les  deux  cas^  ce  qui 
est  permis,  e  moindre  que  la  plus  petite  des  quantités  1  et  a'. 
Effectivement,  le  radical  1/(1  — e)(a*  —  e)  sera  réel;  el,  si  Ion 
admet  que  a  soit  positif  ainsi  que  e,  lëquation 

J  —  2oz  -^  o»  —  f  (i  -  z»)  =  0, 

fait  voir  que  les  racines  seront  Tune  et  Tautre,  positives.  De  là 
résulte  que,  dans  les  relations  précédentes  : 


J  — COSX        \/fl«  _  i  '    J        i 


dx 


[/^rzn    J      A  — cosx      1/F3T 
les  radicaux  ont  le  signe  +;  par  suite,  on  doit  prendre  : 

e 

si  Ton  suppose  a  <  1  ;  et 


,/-5 —   i/^m— oi/r^ 

l/jf'  — i  = , 

dans  le  cas  de  a  >  1.  Ayant  toujours  d'ailleurs  : 


.  J a  l/l  — t  -♦-  l/a*  —  e 


on  obtient,  dans  le  premier  cas, 
*^  6  sin'x  dx 


r 


i  —  2a  C08 X  -^  a*  —  f  sin'x 


„[_l+(|_,)-i]; 
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et,  dans  le  second , 

p- çsin^xdx ^.^^    r_^^^_0-h 

J      i  —  2a  cos  X  •+-  a'  —  t  sin'x         |  V        oV      J 

0 

Vous  voyez  que  ces  formules  donnent  bien  le  résultat  de 
Poisson,  en  faisant  usage  du  développement  : 

,.1      ,      i         1.3  ,  i.5.5...(2m  — 0  ^ 

^  ^  2         Î.4  2.4.6...2JH 


NOTE  SUR  LES  AXES  INSTANTANES  GLISSANTS 

ET  LES  AXES  CENTRAUX  p 

DANS  UN  CORPS  SOLIDE  EN  MOUVEMENT; 

par  H.  DE  TiLLT,  officier  d'Artillerie. 

(Extrait  des  BviU  de  VAt,  royale  de  Btlg,,  1873»  t.  XXXIIl,  p.  U  30.) 


Note  préliminaire.  M.  de  Tilly,  en  nous  autorisant  à  repro- 
duire cette  curieuse  démonstration  d'un  théorème  fondamental 
de  la  Cinématique,  nous  fait  connaître  comment  il  y  est  arrive 
et  quelle  forme  il  lui  avait  d*abord  donnée  : 

Si  un  corps  solide  se  meut,  un  point  quelconque  a  de  ce  corps 
est  remplacé  par  un  point  fr,  dans  la  position  qu'il  occupe;  le  point 
6  par  un  point  c,  et  ainsi  de  suite.  Il  résulte  de  là  que,  dans  le 
mouvement  du  corps,  la  ligne  rigide  a6c...  glisse  sur  elle-même. 
Or  la  seule  ligne  qui  puisse  glisser  sur  elle-même  est  rhélice.  Donc, 
dans  tout  corps  solide  en  mouvement,  il  existe  une  hélice  dont  le 
mouvement  actuel  est  un  glissement  sur  elle-même.  Dès  lors  Taxe 
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du  cylindre  de  révolution»  auquel  appartient  cette  hélice,  glisse 
sur  lui-même,  pendant  le  mouvement  du  corps  ;  le  corps  tournant 
en  même  temps  autour  de  cet  axe,  qui  est  Taxe  instantané  glissant. 
On  démontre  ainsi  rexistence  de  Taxe  instantané,  mais  en 
's*appuyant  sur  un  lemme,  savoir  :  la  seule  ligne  qui  puisse  glisser 
sur  elle-même  est  l'hélice.  Pour  éviter  ce  lemme,  Tauteur  a  mo- 
difié sa  démonstration,  et  c*est  Texistence  de  Taxe  central  qu'il  a 
établie  en  premier  lieu. 

t.  Depuis  que  la  notion  de  Yaxe  instantané  glissant,  et  la  no- 
tion plus  générale  deTax^  central  de  deux  positions  quelconques 
d'un  corps  solide  en  mouvement,  ont  été  introduites  dans  la 
science,  on  a  démontré,  de  plusieurs  manières,  Texistence  de  ces 
axes,  et  indiqué  diverses  constructions  qui  peuvent  servir  à  les 
déterminer,  lorsque  Ton  possède  des  données  suffisantes. 

J'ignore  toutefois  si  Ion  a  déjà  observé  que  ces  notions  et 
quelques  autres,  ordinairement  précédées,  dans  les  traités  de 
Cinématique,  d'un  assez  grand  nombre  de  propositions  prélimi- 
naires, peuvent  être  établies  dès  le  début  et  a  priori^  au  moyen 
des  considérations  suivantes,  qui  me  paraissent  simples  et  natu- 
relles C), 

S.  Lorsqu'un  corps  solide  passe  d'une  position  à  une  autre, 
un  point  quelconque  a,  lié  au  corps,  est  remplacé,  dans  la  posi- 
tion primitive  qu'il  occupait  dans  l'espace,  par  un  autre  point  b; 
le  point  b  est  remplacé,  dans  la  sienne,  par  un  point  c,  etc.,  et 
l'on  a,  évidemment  :  a6=6c=...;  donc,  lorsqu'un  corps  solide 
passe  d'une  position  à  une  autre  position  quelconque,  il  existe, 
pour  chaque  point  a,  appartenant  au  corps  ou  lié  au  corps,  une 
ligne  polygonale,  indéfinie  et  régulière  (plane  ou  gauche) ,  qui 
revient  dans  sa  position  primitive  après  le  déplacement,  chaque 
sommet  ayant  avancé  d'un  rang.  Parmi  toutes  les  lignes  poly- 


{*)  L'axe  instantané  glissant  étant  un  cas  particulier  de  Taxe  central,  je 
m'occuperai  uniquement  de  ce  dernier;  il  suffira  de  changer  quelques  mots 
pour  que  le  raisonnement  se  rapporte  à  Tautre. 
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gonales  correspondant  aux  différents  points  tels  que  a ,  choisis- 
sons celle,  ou  Tune  de  celles,  dont  rélément  rectiligne  est  un 
minimum.  Soit  a'b'c',..  cette  ligne  polygonale  régulière. 

J'exclus  pour  le  moment,  et  sauf  à  y  revenir  tout  à  Theure,  le 
cas  particulier  où  l'élément  a'b'  de  cette  ligne  serait  nul,  c'est- 
à-dire  le  cas  où  un  pointa'  du  corps  serait  revenu  dans  sa  position 
primitive.  Alors  je  dis  que  a'b'c'd'...  est  une  ligne  droite.  Soient, 
en  effet,  a'\  6",  c'',...  les  milieux  respectifs  des  côtés  a'6',  6'c', 
&d\  ...  ;  si  la  ligne  a'b'c'd'...  est  droite,  on  a  : 

o"6"  =  a"6'-^6'6"  =  a'6'; 

^  si,  au  contraire,  a'b'dd' ...  n'était  pas  une  ligne  droite,  on  aurait  : 

o"6"  <  a!'b'  -f-  6'6", 

ou 

a"6"<o'6'} 

or  ceci  est  contre  Thypothèse;  car,  lorsque  la  ligne  polygonale 
a'b'c'd'..,  sera  revenue  dans  sa  po'sition  primitive,  les  milieux  a",  6", 
c",...  de  ses  côtés  se  seront  remplacés  deux  à  deux,  de  manière  que 
chacun  de  ces  milieux  ait  avancé  d'un  rang;  donc  a"b"c".,.  est 
la  ligne  polygonale  du  point  a";  et,  par  conséquent^  on  ne  peut 
avoir  a"b"  <a'b'fCe  dernier  côté  étant  supposé  minimum  parmi 
tous  ceux  des  lignes  polygonales  des  divers  points. 

Donc,  si  Ton  considère  un  même  corps  solide  dans  deux  posi- 
tions différentes  quelconques,  il  y  a  toujours,  dans  ce  solide,  une 
droite  dont  la  position  n'a  pas  changé  et  qui  est  placée  comme 
si  elle  n'avait  fait  que  glisser  sur  elle-même,  de  sorte  que  le  corps 
peut  passer,  de  la  première  position  à  la  seconde,  par  un  mou- 
vemement  hélicoïdal,  autour  de  cette  droite  comme  axe.  C'est 
l'axe  central  des  deux  positions  du  solide. 

S.  J'ai  exclu,  il  est  vrai,  le  cas  où  un  point  du  corps  n'aurait 
pas  changé  de  placC;  ou  serait  revenu  à  sa  place  primitive;  mais 
je  vais  montrer  maintenant,  par  une  méthode  tout  à  Tait  analo- 
gue^ que  le  théorème  s'applique  aussi  à  ce  cas;  seulement  alors 
le  mouvement  hélicoïdal  se  réduit  à  un  mouvement  de  rotation. 
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Pour  cela»  autour  du  point  qui  n*a  pas  changé  de  place,  décri- 
vons une  sphère  de  rayon  quelconque.  Tous  les  points  apparte- 
nant à  la  sphère,  dans  la  première  position»  se  trouveront  encore 
sur  la  sphère,  dans  la  seconde;  et»  à  chaque  point  a  de  la  sphère, 
correspondra,  pour  le  même  motif  que  plus  haut,  une  ligne  poly- 
gonale régulière  a^ ....,  dont  les  côtés  seront  des  arcs  de  grands 
cercles,  et  qui  reviendra  dans  sa  position  primitive  après  le  dépla- 
cement, chaque  sommet  ayant  avancé  d'un  rang.  Si,  parmi  toutes 
ces  lignes  polygonales,  il  s'en  trouve  une  qui  se  réduise  à  un 
point,  ce  point  sera  revenu  dans  sa  position  primitive;  et,  en  le 
joignant  au  centre  de  la  sphère,  on  obtiendra  une  droite  qui  sera 
aussi  revenue  sur  elle-même.  Si,  au  contraire,  aucune  ligne  poly- 
gonale n'avait  un  côté  nul,  celle  dont  le  côté  serait  minimum 
devrait  se  réduire  à  un  grand  cercle  de  la  sphère,  pour  une  rai- 
son déjà  expliquée;  mais  ceci  est  contradictoire,  car  alors  les 
deux  pôles  de  ce  grand  cercle  occuperaient  leurs  places  primi- 
tives. Donc,  enfin,  le  théorème  relatif  à  Taxe  central,  énoncé  plus 
haut,  se  trouve  établi  pour  tous  les  cas. 

4.  Lorsqu'un  solide  passe  d'une  position  à  une  autre,  le  dépla- 
cernent  rectiligne  total  d'un  point  quelconque  est  représenté  par 
l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle,  dont  un  côté  de  l'angle  droit 
est  égal  au  déplacement  commun  de  tous  les  points,  par  la  trans- 
lation le  long  de  l'axe  central,  et  dont  l'autre  côté  est  la  corde  de 
l'arc  décrit  par  le  point  considéré,  dans  sa  rotation  autour  du 
même  axe.  Donc,  pour  que  les  déplacements  totaux  de  deux 
points  soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que  les  cordes  en  question 
soient  égales  ;  et,  comme  Tangle  au  centre  est  le  même  pour  tous 
les  points,  cette  condition  revient  à  celle  de  l'égalité  des  rayons, 
c'est-à-dire  que  le  lieu  des  points,  dont  le  déplacement  rectiligne 
total  est  égal  à  une  longueur  donnée,  est  un  cylindre,  dont  l'axe 
de  révolution  coïncide  avec  l'axe  central  des  deux  positions  du 
solide. 

y  Par  un  point  quelconque,  menons  des  droites  respective- 
ment parallèles  et  égales  à  celles  qui  représentent  les  déplace- 
ments rectilignes  totaux  de  tous  les  points  du  corps  et,  de  plus. 
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dirigées  dans  le  même  sens  que  ces  déplacements.  Toutes  ces 
droites  devront  se  projeter  suivant  une  seule  et  même  longueur 
sur  Taxe  central  ;  donc  leurs  extrémités  sç  trouveront  toutes  dans 
un  même  plan  perpendiculaire  à  cet  axe. 

Cette  remarque  permet  d'obtenir  la  direction  de  Taxe  central, 
lorsque  Ion  connaît  les  déplacements  totaux  de  trois  points  du 
corps. 

®.  Considérons  un  même  point  du  solide,  qui  soit  en  A  dans 
la  position  initiale  et  en  B  dans  la  position  finale.  Le  solide  peut 
évidemment  être  amené,  de  la  première  position  à  la  seconde, 
par  une  translation  rectiligne  pure,  qui  amène  de  A  en  B  le 
point  considéré  (que  j'appellerai,  dans  la  suite,  point  directeur)^ 
suivie  d'un  autre  mouvement,  dans  lequel  le  point  directeur  ne 
changerait  plus  de  place,  et  pour  lequel  on  peut  choisir,  d'après 
ce  qui  précède,  une  rotation  pure  autour  d'un  axe  BC. 

y.  Or,  le  raisonnement  du  §  5  s'applique,  sans  modification, 
aux  axes  de  rotation,  tels  que  BC,  ainsi  obtenus.  Soit,  en  efF<:t> 
A'  la  position  initiale  d'un  point  quelconque,  lequel  est  amené 
en  B'  par  la  translation  AB,  et  dont  la  position  finale  est  C\  H 
est  évident  que  les  points  B'  et  C  se  projettent  en  un  seul  et 
même  point  sur  l'axe  de  rotation  BC;  donc  la  projection  du  dépla- 
ment  total  A'C,  sur  BC,  est  la  même  que  celle  de  A'B',  ou  de 
AB,  sur  le  même  axe.  Ainsi  les  déplacements  totaux  de  tous  les 
points  se  projettent,  sur  BC,  suivant  une  seule  et  même  lon- 
gueur. Donc  la  construction  du  §  5  peut  être  employée  pour  trou 
ver  la  direction  de  cet  axe  ;  et,  comme  cette  construction  donne 
un  résultat  unique,  on  en  conclut  que  les  divers  axes  de  rotation, 
obtenus  en  prenant  les  divers  points  du  corps  comme  points 
directeurs,  sont  parallèles  entre  eux  et  à  l'axe  central. 

S.  De  plus,  il  est  facile  de  voir  que  les  déplacements  angu- 
laires, autour  de  chacun  de  ces  axes,  sont  tous  égaux.  En  eflet, 
considérons,  dans  la  position  initiale,  une  droite  perpendiculaire 
à  l'axe  central  et,  dans  la  position  finale,  une  droite  homologue  à 
la  premièro.  Soit  «  l'angle  de  ces  droites  homologues,  ou  de 
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deux  parallèles  menées  à  ces  droites,  par  un  point  quelconque. 
Amenons  le  solide,  de  la  première  position  dans  la  seconde,  par 
une  translation  empruntée  à  Fun  quelconque  des  points,  suivie 
de  la  rotation  nécessaire.  Pendant  la  translation,  Tangle  a  reste 
invariable.  Si  alors,  par  un  point  de  la  droite  qui  va  servir  d'axe 
à  la  rotation  qui  doit  compléter  le  déplacement,  on  mène  deux 
parallèles  aux  droites  homologues  considérées,  elles  seront  toutes 
deux  perpendiculaires  à  Taxe  de  rotation  et  feront  entre  elles 
Tangle  a.  Or  la  rotation,  devant  faire  coïncider  les  droites  homo- 
loguesy  doit  aussi  faire  coïncider  leurs  parallèles  ;  donc  le  dépla- 
cement angulaire  correspondra  à  Tangle  a,  c*est-à-dire  qu'il  sera 
indépendant  du  point  choisi  comme  point  directeur. 

•.  La  direction  de  Taxe  central  étant  connue,  on  peut  obtenir 
la  position  de  cet  axe  en  construisant  les  triangles  rectangles 
dont  il  est  question  au  §  4,  et  pour  chacun  desquels  on  connaît 
rhypoténuse  et  la  direction  d'un  côté  de  l'angle  droit  (parallèle 
à  l'axe  central).  Par  vérification,  la  longueur  de  ce  côté  sera 
la  même  dans  tous  les  triangles.  Dans  chacun  de  ceux-ci,  on 
mènera,  par  le  milieu  du  troisième  côté  (corde  de  l'arc  décrit 
autour  de  l'axe  central),  un  plan  perpendiculaire  à  ce  troisième 
côté.  Tous  les  plans  ainsi  obtenus  se  couperont  suivant  une 
même  droite,  axe  central  cherché. 

10.  Les  déductions  des  §§  7  et  9  peuvent  se  remplacer,  tout 
aussi  simplement,  par  les  suivantes  : 

A  étant,  comme  plus  haut,  le  point  directeur;  AB,  la  transla- 
tion rectiligne  ;  BC,  l'axe  de  la  rotation  qui  complète  le  déplace- 
ment; tous  les  points  de  la  parallèle  AD  menée,  par  le  point  A, 
à  la  droite  BC,  subissent  un  déplacement  rectiligne  total  égal  à 
AB;  donc  AD  est  une  génératrice  du  cylindre  de  révolution,  lieu 
des  points  dont  le  déplacement  total  est  AB.  De  plus,  BC  est  une 
autre  génératrice  de  ce  même  cylindre;  donc  l'axe  du  cylindre, 
c'est-ù-dire  l'axe  central,  est  parallèle  à  BC.  Ainsi  les  divers  axes 
de  rotation  que  Ton  obtient^  en  prenant  les  divers  points  du  corps 
comme  points  directeurs,  sont  parallèles  entre  eux  et  à  l'axe 
central. 
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Puisque  I  on  coDDait  les  points  A»  B  et  la  direction  de  Taxe 
central  (S  S),  on  peut  tracer  les  génératrices  AD,  BC;  et  la 
connaissance  de  ces  deux  génératrices  d'un  cylindre  permet  de 
construire  un  plan,  perpendiculaire  à  celui  qu'elles  déterminent, 
et  contenant  Taxe  du  cylindre,  c*est-à-dire  Taxe  central. 

Répétant  la  construction  pour  autant  de  points  qu'on  voudra  , 
tous  les  plans  obtenus  se  couperont  suivant  Taxe  central. 


QUESTIONS  DE  MAXIMUM  ET  DE  MINIMUM. 


Les  questions  suivantes  se  résolvent  assez  simplement  par  un 
artifice  de  calcul  dont  les  traités  d'Algèbre  feraient  bien  de  don- 
ner au  moins  un  exemple. 

1.  Par  un  point  donné  A,  situé  à  l'intérieur  de  Vangle  XOY, 
mener  une  sécante  telle  que  la  somme  des  segments  OB,  OC,  qu'elle 
détermine  sur  les  droites  OX,  OY,  soit  minimum. 

Posons  : 

OB»x,    OC  =  y,    x-^y  =  u (I) 

Soient  (a,  (3)  les  coordonnées  du  point  A  ;  on  a 

a      â 

--^-  =  i; («) 

X       y 
d'où,  en  multipliant  les  égalités  (1)  et  (2)  membre  à  membre, 

w  =  «H-p  +  !!^H-^. (3) 

Jc       y 

On  voit  que  le  minimum  de  u  a  lieu  en  même  temps  que  celui 
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de  la  somme  des  quantités  ^ ,  ^,  dont  le  produit  est  constant; 
par  suite  il  faut  poser  : 


X        y 


ou 


?n- '*> 


Les  variables  x,  y  étant  essentiellement  positives  dans  la 
question  donnée,  nous  prendrons  : 


d^où 

X 

Vf 

a 
X 

1 

_!/;_ 

=î5= 

>/; 

+\/p 

Vl-^ 

\/p 

X 

y 

t« 

c'est- 

■ènlire, 

u=(i/;:-^i/p>. 

De  réquation  (4),  on  peut  aussi  tirer  : 
X  ^—Vi 

y""  »/p  ' 
et  cette  proportion,  combinée  avec  la  relation  (2),  donne  : 

x«l/;?(V/;-V/p),    j/  =  \/p(l/p-V/I)    .    .    (5) 

Si  Ton  suppose  a  >  P,  on  a  x  >  0,  y  <  0  :  en  changeant  le  signe 
de  y  dans  les  égalités  (1),  (2)  et  (3),  on  reconnaît  facilement  que 
les  valeurs  (S)  déterminent  une  sécante  qui  rencontre  le  prolonge- 
ment de  OY  et  pour  laquelle  la  différence  OB — OC  est  maximum. 

On  peut  démontrer,  sans  calcul,  Texistence  de  ce  minimum 
et  de  ce  maximum,  en  observant  que  la  somme  OB  -f-  OC  est 
infinie,  lorsque  la  sécante  est  parallèle  à  OX  ou  à  OY,  et  que  la 
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différence  OB — OC  s'annule,  lorsque  la  sécante  se  confond  avec 
OA  ou  lorsqu'elle  est  parallèle  à  la  bissectrice  de  Tangle  XOY. 

S.  Trouver  le  minimum  d'une  tangente  à  Fellipse^  comprise 
entre  les  axes. 

Soit  u  la  longueur  de  la  tangente  au  point  (x,  y)  de  la  courbe; 
on  a  les  équations  : 

a'       6'  x'      y' 

Si  on  les  multiplie  mcnobre  à  membre,  un  raisonnement  ana- 
logue à  celui  que  Ton  a  employé  dans  la  première  question  fait 
voir  que  le  minimum  cherché  est  (a  -4-  6)  et  correspond  au  point 
pour  lequel 

x|_o» 

S.  Trouver  le  maximum  de  la  distance  du  centre  d'une  ellipse 
à  une  normale. 

Soit  i;  la  distance  du  centre  à  la  normale  menée  par  le  point 
(x,j/);ona: 

x'       t/'       .  c*x'v' 

o«       6'  ay  -+-  6  V 

La  dernière  équation  peut  être  écrite  ainsi  : 

t.  —  -      - 
v*~x^'^if 

En  la  combinant  avec  la  première,  on  trouve,  pour  le  maxi- 
mum, 

,      X»      a' 

La  relation  uv  ==  c^  explique  immédiatement  pourquoi  Ton 
obtient  le  même  point  de  I  ellipse,  dans  les  Questions  2  et  3  (*). 

(')  Pour  ces  questions,  consulter  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques, 
année  1873,  pages  44-47. 
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4.  TrouveVy  sur  la  ligne  des  centres  de  deus  sphères  0  et  0', 
un  point  C  tel,  que  la  somme  des  deux  zones  vues  de  ce  point  soit 
maximum. 

Désignons  par  R,  R'  les  rayons  des  deux  sphères,  par  d  la 
distance  de  leurs  centres,  par  x,  y  les  dislances  CO,  CO'.  Les 
deux  zones,  ayant  pour  mesures  : 

,.»(B-i'),    ..«■(«■-^), 

le  maximum  de  leur  somme  correspond  au  minimum  de   la 
quantité 

R»      R' 

it  =  — \ 

X        y 

En  multipliant  par 

d  =  x  -+-  y, 

on  voit  que  le  point  cherché  est  défini  par  la  relation 


J.    \F.LBEnG. 


QUESTION  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES. 


On  considère  les  cercles  ex-inscrits  à  un  triangle  ABC,  et  l'on 

joint  les  points  de  contact  de  chacun  de  ces  cercles  avec  les  deux  côtés 

qui  ont  été  prolongés  ;  on  forme  ainsi  un  nouveau  triangle  A'B'C. 

On  demande  :  1"  d'évaluer  les  angles  du  triangle  A'B'C;  2"*  de 

démontrer  que  les  droites  AA',  BB',  CC'  sont  les  hauteurs  du 

I.  4 
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triangle  ABC;  3**  de  déterminer  le  centre  et  le  rayon  du  cetxle  cir^ 
conscrit  au  triangle  A'B'C. 

{Coneoun d'agrégalion  de$  tcieneei  tnathémaltques,  —  Paris,  1873.) 

Une  solution  trigonométrique  de  cette  question,  duc  à 
M.  Gambey,  a  paru  dans  les  Nouvelles  Annales,  }&n\\er  1874,  p.  43. 
Nous  allons  développer  une  solution  géométrique,  qui  nous 
donnera  quelques  propriétés  intéressantes  du  triangle  A'B'C 

Soient  (*)  0,  0|,  O2,  O5  les  centres  du  cercle  inscrit  et  des 
cercles  ex-inscrits  au  triangle  ABC;  (M,  N,  P),  (M|,  N|,  P|),...., 
leurs  projections  sur  les  droites  BC,  CA,  AB;  (r,  r|,  rj,  rj)  les 
rayons  de  ces  cercles.  Les  droites  N^P|,  P2Mâ,  M3N3  forment  le 
triangle  A'B'C.  Désignons  par  R,  R'  les  rayons  des  cercles  cir- 
conscrits aux  triangles  ABC,  A'B'C,  et  par  X,  Y,  Z,  a  les  points 
d'inlersection  des  droites  (O2O5,  A'C),  (OA.  A'B'),  (0^0^  A'C), 
(A0|,  BC). 

1.  Rappelons  d'abord  quelques  propriétés  connues.  Les  bis- 
sectrices intérieures  de  ABC  sont  les  hauteurs  du  triangle 
O^OjOs  formé  par  les  bissectrices  extérieures.  Par  suite,  les  cir- 
conférences décrites  sur  O^Os,  OjO^,  OjOj,  comme  diamètres, 
passent  respectivement  par  les  points  B  et  C,  C  et  A,  A  et  B.  II 
en  résulte  que  les  couples  de  droites  O^Os  et  BC,  O3O1  et  CA, 
0^02  et  AB  sont  anti-parallèles  par  rapport  aux  angles  0^,  03,03, 
et  que  les  triangles  0|BC,AOsC,  ABO3  sont  semblables  à  O1O3O3. 
Remarquons  aussi  que  les  angles  Of,  O2,  Os,  respectivement 
égaux  à  CAO3,  CBOi,  ACO2,  sont  les  compléments  de  ^ ,  ? ,  ^. 

S.  Les  droites  M2P2)  OsOi  sont  parallèles,  comme  perpendi- 
culaires à  la  même  droite  BO^;  de  même,  PjNj,  OS1O3  sont  paral- 
lèles; MsNs,  OiOs  sont  parallèles.  Donc  les  triangles  A'B'C, 
0|0s03  sont  homothétiques;  ainsi 


C)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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S.  Dans  les  triangles  semblables  OoÂ^C  et  OsO^Os,  N2  et  B 
sont  des  points  homologues.  Les  triangles  AN2X  et  ÂP^X,  GN2Z 
el  CMc^Z  étant  égaux^  on  a 

angle  AN,X  =  AP,X  =  CBO. , 

angle  CNiZ  =  CNjZ  =  ABO5; 

par  conséquent,  les  droites  N^X  et  N^Z  sont  aussi  les  homo- 
logues de  BC  el  AB.  Il  en  résulte  que  CX  et  AZ  sont  perpendi- 
culaires à  AO29  CO2.  Ainsi  : 

Les  côtés  des  triangles  A'B'C,  O1O2O3  se  coupent,  deux  à  deux, 
aux  pieds  des  hauteurs  des  triangles  O^BC,  O2CA,  O3AB. 

4.  Les  triangles  A'MjMs,  O1O2O3,  A'YX,  0-iBC  sont  sem- 
blables entre  eux,  comme  étant  équiangles.  De  plus,  dans  les 
deux  premiers,  YX  et  BC  sont  des  lignes  homologues  ;  car  on  a 
la  proportion 

YX_M,M3 

BC""5Â" 

qui  résulte  de  ce  que  les  antécédents  sont  les  projections  des 
conséquents.  On  en  peut  conclure  que  M5X  et  M^Y  sont  deux 
hauteurs  du  triangle  A'MjMs,  et  comme  ces  droites  sont  per- 
pendiculaires sur  O^Os  et  O1O2,  elles  passent  par  P3  et  N^.  La 
troisième  hauteur  est  AA';  car,  dans  les  triangles  semblables 
-  A'YX  et  O^BC,  les  points  A  et  a  sont  homologues,  à  cause  de  la 
proportion 

AY      oB 

ÂX™^' 

qui  résulte  du  parallélisme  des  droites  BY,  A0|,  XC. 
On  a  donc  la  proposition  suivante  : 

Les  polaires  des  points  B,  C,  par  rapport  aux  circonférences 
O3,  O3,  forment  un  quadrilatère  dont  deux  sommets  sont  sur  la 
ligne  des  centres,  et  les  deux  autres  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
de  A  sur  BC. 
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6.  Les  ilroiies  AA',  BB',  CC,  étant  les  hauteurs  du  triangle 
ABC,  se  coupent  en  un  même  point  H;  et,  comme  les  triangles 
HA'B',  HB'C',  HA'C'  sont  isoscèles  (les  angles  en  sont  égaux 
deux  à  deux),  on  voit  que  : 

Le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  ABC  est  le  centre 
du  cercle  circonscrit  à  A'B'C. 

6.  Menons,  par  A,  une  parallèle  à  BC,  qui  rencontre  k'C 
en  U.  Le  triangle  PjAU,  semblable  à  P2BM2,  est  isoscèle;  de  plus 
AU  =  AP2  =BM^;  par  suite,  les  triangles  reclangles  A'AU, 
OfMiBi  sont  égaux;  et  Ton  a  A'A=O^M|.  Ainsi  : 

Les  distances  A  A',  BB',  CC'  sont  égales  aux  rayons  des  cetxles 
ex-inscrits  à  ABC. 

7.  D'après  un  théorème  connu, 

AH=:2R-+-r  — ;v 

On  vient  de  trouver 

AA'=r,; 
par  conséquent 

R'  «=  A'H  =  2R  -+-  r. 

Si  Ton  lient  compte  de  In  relation 

4R  ==  r,  -*-  rt  -+-  rs  —  r, 
on  arrive  aussi  à 

r  -f- 1\  -f-  r,  -+- 1\ 


R  ==- 


2 

c'esl-à-dire  que  : 

Le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  AB'C  est  égal  à  la  demi- 
somme  des  rayons  des  quatre  cercles  tangents  aux  côtés  de  ABC. 

Comme  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  O1O2O5  est  égal  à 
2  R,  le  rapport  de  similitude  des  triangles  A'B'C,  O1O2O3  est 
^^^-  Les  droites  A'0| ,  B'O^,  C'Os  passent  par  un  même  point 
K  et  se  divisent  mutuellement  dans  ce  même  rapport. 

S.  Soit  x'  le  point  d'intersection  de  BC  et  A'O^  Ce  point  étant 
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le  oenlre  d'Iioniothéthie  des  triangles  A'MaMs  et  O^BC,  on  a 

a'B       a!M^  __  a'B  +  a'M, 
croù,  à  cause  de  BMj=CM3  : 

a'B  =  a'C. 

Par  conséquent:  1*  les  droites  A'0|,  B'O,^,  C'Os  passent  par  les 
milieux  des  côtes  du  triangle  ABC;  2*  le  point  K  est  le  centre  des 
médianes  anti-parallèles  des  triangles  A'B'C,  OiO^Oj  (*). 

Remarque.  La  propriété  des  circonférences  Oi,  0^,  que  nous 
avons  trouvée  au  §  4,  peut  encore  èlre  énoncée  ainsi  (après  un 
changement  de  notations)  : 

Étant  données  deux  circonférences  0  et  0',  les  deux  tangentes 
communes  intérieures  (ou  extérieures)  AA',  BB',  et  une  tangente 
commune  extérieure  (ou  intérieure)  CC  : 

1"  Les  cordes  CA,  C'A'  sont  perpendiculaires  et  se  coupent  sur 
la  ligne  des  centres;  il  en  est  de  même  de  CB,  C'B'; 

T  La  droite  qui  joint  les  points  d'intersection  des  cordes  Cket 
C'B',  CA  et  Ck',  passe  par  le  centre  de  similitude  interne  (ou  ex- 
terme) f  et  est  perpendiculaire  sur  CC. 

Ce  théorème,  appliqué  aux  circonférences  0,  0^,  montre  que 
les  droites  MP,  MiP|  se  coupent  sur  AïO^,  et  que  MP,  M|N|  se 
rencontrent  sur  AH.  (Neuberg.) 

Note  de  la  Réd<iction.  Le  problème  dont  M.  Neuberg  vient  de 
donner  une  élégante  solution,  figurerait  très-bien  dans  une 
composition  en  Mathématiques  élémentaires.  Mais  dans  un  con- 
cours A^ Agrégation  des  Lycées!  Si  nous  avons  bonne  mémoire, 
voici  quelles  étaient  les  questions  proposées,  en  1847,  aux  Aspi- 
rants à  l'Agrégation  : 


(')  Sur  le   centre  des  médianes  anti-parallèles,  voir   un   article   de 
Bl.  Lbhoinb,  dans  les  Nouvelles  Annales,  année  1873,  page  364. 
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1®  Démontrer  la  formule 

f(x)=st-    r     f    sinax  sinap/'(p)dadp; 

W    0  0 

2**  Déterminer  le  mouvement  d'un  projectile^  en  ayant  égard  à 
la  rotation  de  la  Terre. 

Il  est  vrai  qu'en  1847,  MM.  Levcrrier,  Fortoul  clC*'  n'avaient 
pas  encore  ré/brfwérEnseignemcnt!  (E.  C.) 


SUR  CERTAINES  COURBES,  QUARRABLES  ALGÉBRIQUEMENT. 


M.  Hermite,  dans  son  Cours  d'Analyse  (*)  (pp.  401-406),  a 
donné  quelques  notions  sur  les  cubiques  unicursales,  quarrables 
algébriquement.  La  méthode  qu'il  a  suivie  suppose  la  décompo- 
sition efFcctive  d'une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples ,  et 
exige  des  calculs  assez  compliqués ,  qui  ne  permettent  pas  de 
l'étendre  facilement  aux  courbes  de  degré  supérieur.  Nous  expo- 
sons, dans  cette  Note,  une  méthode  plus  simple,  applicable  à 
toutes  les  courbes  unicursales  d'ordre  n,  ayant  un  point  multiple 
d'ordre  (n — 1).  Cette  méthode  n'introduit  d'autres  calculs  que 
la  résolution  d'équations  linéaires. 

I 
Formule  fondamentale. 
t.  Formule  pour  la  q^^adrature  des  aires  planes.  La  mesure  de 

(*)  Cours  d'Analyse  de  l'École  polytechnique,  par  M.  Ch.  Hbrmitb.  Première 
partie.  Paris,  Gauthier -Villars,  1873.  Voir,  plus  loin,  notre  compte-rendu 
de  cet  ouvrage. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  55  — 

Taire  d'un  triangle  ayant  pour  sommets  deux  points  dont  les 
coordonnées  rectangulaires  sont 

(or,  y),  (ar  +  Aa?,  y  +  Ay), 
et  Torigine  0  des  coordonnées,  est,  en  valeur  absolue, 

4(xAy— yAx). 

Considérons  un  point  M,  mobile  sur  une  courbe  quelconque. 
Supposons  que  les  positions  extrêmes  de  M  soient  le  point  G, 
dont  les  coordonnées  sont  Xq,  j/q»  ^^  '^  P^î"^  ^f  ^^^^  '^^  ^^^^' 
données  sont  X,  Y.  La  somme  des  aires  décrites  par  le  rayon 
vecteur  OiM,  quand  le  point  M  passe  de  G  en  F,  est  donnée  par 
la  formule 

2S  =f{xdy  —  ydx). 

Les  limites  de  Tintégrale  relative  à  x  sont  Xq,  X;  les  limites  de  la 
seconde  intégrale  sont  yo>  Y'  '^  ^^^  ^'"^  somme  algébrique  :  les 
aires  décrites  par  OM,  en  allant  de  OX  vers  OY,  étant  positives, 
et  les  aires  décrites  en  sens  inverse,  négatives. 

Si  Ion  choisit  pour  variable  indépendante  la  quantité  ^===^> 
rintégralc  2S  prend  une  forme  très-simple,  qui  n  a  peut-être  pas 
été  remarquée.  On  a,  en  effet, 


e»,  par  conséquent  ^o  ^^  T  étant  les  valeurs  de  t  correspondant  à 
Xq  et  X  : 

'*''  m (A) 


/'•- 


C'est  cette  formule  qui  va  nous  servira  étudier  certaines  courbes 
unicursales,quarrables  algébriquement,  après  que  nous  en  aurons 
montré  Fusage,  en  général. 

^.  Vsage  de  la  formule  (A).  Soit  une  courbe  dont  les  coordon- 
nées sont  exprimées,  en  fond  ion  d'im  paramètre  variable  /,  de  la 
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manière  suivante  : 


Lw^         uy/K 


N         ''  N 

L,  R  et  N  étant  des  fonctions  entières,  quelconques,  de  t.  D'après 
(A),  l'aire  d'un  secteur  de  la  courbe  sera  donnée  par  la  formule 

On  peut  toujours  trouver  cette  intégrale,  comme  Ton  sait,  au 
moyen  de  fonctions  algébriques  rationnelles,  d arcs-tangentes  et 
de  logarithmes,  puisque  la  quantité  sous  le  signe  d^intégration 
est  rationnelle.  En  particulier,  si  R=1  (et  dans  beaucoup  d'au- 
tres cas  encore),  la  courbe  est  unieursale. 

S.  Exemple.  Considérons,  avec  M.  Hermite,  le  folium  de  Des- 
carleSf  dont  Téquation  est 

et  dont  Tasymptote  est  représentée  par 
X  -H  y  -V-  a  =  0. 

Appelons  0  Torigine,  A  le  point  de  la  feuille  où  x  est  maxi- 
mum, B  celui  où  y  est  maximum,  P  le  point  où  Tasymptotc 
coupe  Taxe  des  x,  Q  le  point  où  elle  coupe  Taxe  des  y.  La  courbe 
est  tangente,  en  0,  aux  deux  axes. 

Posons  ys=tx.  On  trouve,  pour  la  courbe, 

et,  pour  Tasymptote, 


Aux  points  0,  A,  B,  0,  P,  Q,  et  aux  points  à  Finfini  sur 
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lasymploie  et  sur  la  courbe,  les  valeurs  de  /,  sont  respective- 
ment : 

0,  V^ï,  l^,  -^00,  0,-00,  -i. 

L'intégrale  de  x^d/,  pour  la  courbe,  est 
et,  pour  Tasymptote, 


i^t 


Par  suite,  on  trouve,  pour  Taire  comprise  entre  OA  e(  la 
courbe,  pour  Taire  OAB^  pour  Taire  comprise  entre  OB  et  la 
courbe,  enfin  pour  Taire  OPQ,  la  même  quantité  •^. 

L'aire  comprise  entre  la  courbe  et  Tasymptote,  dans  le 
second  et  le  quatrième  angle  des  coordonnées,  a  pour  valeur 
générale 

i^  I  —  a«        5a'    )  _  a^      2  — < 

2  (m"*'i-»-tM  ""2    i  —  t-v-l*' 

Si,  dans  cette  expression,  Ton  fait  t^= — oe,l= — i,  qu'on 
retranche  le  premier  résultat  du  second,  on  trouve  Taire  OQoo , 
en  désignant  ainsi  Taire  indéfinie  comprise  entre  Taxe  des  y, 
la  courbe  et  Tasymptote.  Si  Ton  fait,  au  contraire,  f==— 1,  ^=0, 
et  qu'on  retranche  le  premier  résultat  du  second,  on  trouve 
Taire  oo  OP,  comprise  entre  Taxe  des  x,  la  courbe  et  Tasymptote. 
Ces  deux  aires  sont  encore  égales  à  celle  du  triangle  OPQ. 

En  résumé,  on  a  donc 

OPQ  =  OKA  =  OABb=OBG  =  OPoo«OQoo, 

K  étant  un  point  de  Tare  OA,  6  un  point  de  Tare  OB. 

La  plupart  des  auteurs  cherchent  Taire  totale  OKABGO,  et 
celle  des  surfaces  indéfinies  OPoo,  OQoo,  sans  signaler  la 
curieuse  égalité  des  trois  parties  de  la  feuille  du  folium.  (Voir 
Hermite,  Cours  d'Analyse,  pp.  404-406;  Serret,  Calcul  iniégraly 
pp.  238-240,  n^  253.) 
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II 


Méthode  pour  reconnaître  si  une  courbe  du  n*  ordre,  ayant  un 

POINT  MULTIPLE  D  ORDRE  H —  1 ,  EST  QUARRABLE  ALGÉBRIQUEMENT. 

^.  Détermination  de  la  partie  transcendante  de  l'aire  d'une 
courbe  d'ordre  n,  à  point  multiple  d'ordre  n  — 1.  Pour  plus  de 
simplicité,  nous  nous  contenterons  de  considérer  une  cubique  à 
point  double  (ou  point  isolé,  ou  point  de  rebroussement),  ce  qui 
permettra  de  comparer  nos  résultats  à  ceux  de  M.  Hermilc.  Le 
point  double  étant  pris  pour  origine,  Téquation  aura  la  forme  : 

(cox*  -V-  OiX^y  -h  a,x/  -i-  Ojj/')  h-  {b^x*  -♦-  b^xy  -4-  6^*)  =  0. 

En  posant  y  =  tXy  on  trouve,  A,  B,  C,  a,  P,  y,  étant  des  con- 
stantes, 

6o  H-  bit  -f-  6,(«  /ro         A  B  C 

do  -♦-  Oit  H-  «,('  -*-  a,('       F(0       '  —  «       ^  — P       ^  '^  '^ 
Par  suite: 

2S  =  rx'dl=  fi  —  +  -^  +  —  Vrf(==2S'  -*.  2S", 
/•r    A*  B»  C«    1  , 

/•[•  AB  BC  CA  -j 

A  cause  de 

f r=  -^  \{l-m)  +  — î-  !((_„), 

J    (t—m)(t-n)      tn-n   *  '       n—m   ^ 

il  est  clair  que 

„„       /  AB  AG    \  , ,         ,       /   BA  BC   \ , ,       ^^ 

s"= — - -4- — n  «-«)+  s — »-^ — '0—? 

Va  — p       a  — y/    ^  '       \p  —  »       p  —  yl 

/   CA  CB    \,, 

+      + l((_y). 

\y  — «        y  — p/ 
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5.  Première  méthode.  Pour  que  Tintégrale  S  soit  algébrique, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  S"=0,  c'est-à-dire  que  les  coeffi- 
cients de 

log(«-«),  Iog(«-p),  Iog(«— r) 

soient  nuls.  Ces  conditions  se  réduisent  à  : 

AB  AC         ^  BA  BC 

=  0, +  - =  0; 


a  —  p        a — y  p  —  a        p  —  y 

parce  que  la  somme  des  trois  coefficients  est  identiquement  nulle. 

Les  équations  auxquelles  nous  venons  d'arriver  sont,  sous 
une  forme  plus  simple  et  plus  symétrique,  celles  de  M.  Ilermite. 
La  méthode  précédente  peut  être  aisément  étendue  à  des  courbes 
de  degré  quelconque,  même  dans  le  cas  où  la  fraction  ration- 
nelle a  un  dénominateur  ayant  des  facteurs  multiples;  mais  elle 
a,  comme  celle  de  M.  Hermite,  Finconvénient  d'exiger  la  décom- 
position effective  de  cette  fraction  rationnelle. 

La  méthode  suivante,  basée  sur  la  détermination  dirocle  de 
la  partie  algébrique  de  Tintégrale,  conduit  plus  simplement  au 
même  résultat,  sauf  dans  le  cas  où  le  dénominateur  delà  fraction 
a  des  facteurs  multiples. 

•.  Seconde  méthode.  On  a 
(f(t)  étant  une  fonction  de  la  forme 

C|  -H  Ctt  -4-  Cst*. 

Si  la  courbe  est  quarrable  algébriquement,  on  doit  avoir  : 
2S  =  2S', 


ou 


/...._/(£)•.,. |. 
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On  lire  de  là,  en  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  ty 

//•y       F.f-F.cp 
\F/  (F)« 

ou 

(/)«=F.cp'-F.(p. 

Celle  égalité  permet  de  trouver  la  fonetion  cp  et,  en  même 
temps,  les  conditions  d'intégrabilité  algébrique  de  x^dl.  Il  suffit, 
pour  cela ,  d'égaler  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  <, 
dans  les  deux  membres.  On  obtient  ainsi  cinq  équations  linéaires 
en  c,,C2,C5,  dont  trois  servent  à  trouver  les  valeurs  de  ces  coeffi- 
cients inconnus,  et  dont  les  deux  autres,  après  élimination  de 
^1»  ^2»  ^si  donnent  les  deux  conditions  d'intégrabilité  algébrique 
cherchées. 

Voici  les  équations  auxquelles  ont  est  conduit  dans  le  cas 
actuel  (*), 

6Î  =  a^Ct  —  GiCi ,    bj)i  ==  OoCj  —  «jC, ,    6'  =  —  CjC,, 

6,6,  =  —  asf, ,    6Î  -♦-  26o6t  =  OiCi  —  a^Ct  —  ^a^Ci . 

La  théorie  des  déterminants  donne  immédiatement  les  équa- 
tions de  condition;  mais  leur  forme  ne  semble  avoir  rien  de 
remarquable,  non  plus  que  les  valeurs  de  c^,  Cj,  et  C3.  On  peut 
appliquer  la  théorie  précédente  au  folium  de  Descartes. 

(P.  Mansion.) 


(*)  On  peut  donner  à  ces  équations,  dans  le  cas  le  plus  général,  une 
forme  très-remarquable,  sur  laquelle  nous  reviendrons  plus  tard. 
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SUR    LA   THÉORIE 

DES  TRANSFORMATIONS  BIRATIONNELLES  PLANES 

EN  GÉNÉRAL  (*). 


1.  Définition  des  transformations  birationnelles  (S.  323,331). 
Il  existe  un  grand  nombre  de  procédés  pour  déduire,  d'une 
figure  plane  donnée,  une  autre  figure  plane;  ou,  comme  Ion  dil 
maintenant,  pour  transformer  la  première  figure  dans  la  seconde. 
Ainsi,  en  géométrie  élémentaire,  on  déduit,  d'une  courbe  don- 
née, une  courbe  semblable  et  semblablement  placée,  en  agran- 
dissant, dans  un  rapport  donné,  tous  les  rayons  vecteurs  de  la 
première,  qui  émanent  d'un  point  choisi  comme  centre  de  simi- 
litudc.  En  géométrie  descriptive  et  en  perspective,  on  déduit, 
d'une  courbe  plane  donnée,  une  autre  courbe  qui  lui  corres- 
pond, point  par  point,  en  projetant  la  première  sur  un  plan. 

Entre  toutes  les  transformations  des  figures  planes,  il  y  en 
a  qui  ont  une  importance  spéciale.  Ce  sont  celles  qui  ont  reçu 
le  nom  de  transformations  rationnelles  ou  mieux  birationnelles. 
Elles  sont  caractérisées  analytiquement  par  la  propriété  sui- 
vante lies  coordonnées rectilignes, cartésiennes  ou  trilineairesd'un 
point  d'une  première  figure,  peuvent  s'exprimer  rationnellement , 
en  fonction  des  coordonnées  du  point  correspondant  d'une  seconde 
figure;  ety  réciproquement,  les  coordonnées  des  points  de  la  seconde 
peuvent  s'exprimer  rationnellement,  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  correspondant  de  la  première.  Il  est  clair  que  cette  pro- 


(*)  Cette  notice  est  rédigée  principalement  diaprés  Salmon,  ^  Ireatise  on 
tfœ  higher  plane  curves.  Second  édition.  Dublin,  Ilodges,  Fosler  and  €"> , 
1873;  400  p.  in'8^  Les  renvois  à  cet  ouvrage  sont  indiqués  par  la  leUre  S, 
suivie  du  n«  de  Tarticlc.  Nous  donnons  plus  bas  (n"  6)  d'autres  indications 
bibliographiques. 
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priélé  subsiste  quand  on  effectue  un  changement  quelconque  de 
coordonnées  dans  l'une  ou  Tautre  Dgure,  ou  dans  toutes  deux 
à  la  fois,  puisque  les  formules  de  transformation  sont  linéaires 
par  rapport  à  toutes  les  coordonnées. 

D'après  ce  qui  précède  :  en  général,  à  un  point  variable  de  la 
première  figure,  en  correspond  un  seul  de  la  seconde;  et,  récipro- 
quement, à  un  point  variable  de  la  seconde  figure,  en  correspond 
un  seul  de  la  première.  Celle  propriété  est  la  base  de  la  théorie 
purement  géométrique  des  transformations  birationnelles.  Ces 
transformations  sont  dites,  pour  cela,  monodromes  (en  allemand 
eindeutig),  ou  doublement  monodromes  (eindeutig-eindeutig) ,  ou 
encore  unicursales. 

Si  au  point  M,  considéré  comme  appartenant  à  la  première 
figure,  correspond  le  point  M'  dans  la  seconde,  et  qu'au  point 
M',  considéré  comme  appartenant  à  la  première  figure,  corres- 
ponde le  point  M  dans  la  seconde,  la  transformation  est  dite 
réversible.  La  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  est 
une  transformation  birationnelle  réversible.  Il  en  est  de  même 
de  toutes  les  transformations  arguesiennes,  de  M.  Saltel. 

H.  Équation  d'une  transfi)rmation  birationnelle  (S.  351,  352). 
Soient  (X,  Y)  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  de  la  pre- 
mière figure;  (x,y,  z)  les  coordonnées  trilinéaires  du  même 
point,  par  rapport  à  un  certain  triangle  de  référence;  (X',  Y'), 
(x',  y',  z')  les  coordonnées  du  point  correspondant  de  la  seconde 
figure,  par  rapport  à  d'autres  axes  et  à  un  autre  triangle  de  réfé- 
rence. Nous  entendons  ici,  par  coordonnées  trilinéaires  d'un 
point,  les  distances  de  ce  point  aux  trois  côtés  du  triangle  de 
référence,  multipliées  par  des  constantes  quelconques.  Les  dis- 
tances sont  prises  positivement  dans  un  sens  quelconque,  sur  la 
perpendiculaire  au  côté  considéré,  négativement  dans  l'autre. 
Les  constantes  qui  multiplient  les  distances  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  points  de  l'une  des  figures,  à  un  moment  donné; 
mais  elles  peuvent  être  différentes  pour  l'autre  figure;  de  plus, 
elles  peuvent  changer,  pour  chacune  des  deux  figures,  pendant 
le  cours  des  calculs. 
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Par  définiton,  on  a  simultanément  : 

X  =  F.(X',Y'),    Y«F,(X',Y%    .    .     .    .    (1) 

X'=/;(X,Y),     Y'=/;(X,Y);     ....(«) 

^i9  P39  fh  fi  désignant  des  fonctions  rationnelles  telles,  que  Ton 
puisse  rendre  les  équations  (2)  identiques  en  y  substituant  pour 
X  et  Y  leurs  valeurs  (1);  et  inversement.  Les  fonctions  F-i,  F^, 
f\7  /a  "^  sont  pas  arbitraires. 

Remplaçons,  dans  les  équations  (1),  Xet  Y  par  leurs  valeurs 
en  Xf  y,  z;  X'  et  Y'  par  leurs  valeurs  en  oc',  y',  z'.  Les  équations 
que  Ton  obtiendra  par  cette  substitution  seront  homogènes  en 
^^  Vf  ^y  et  en  a?',  y\  z';  et,  de  plus,  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 
On  pourra  donc  en  déduire  les  valeurs  des  rapports  7»  |>  en 
fonction  rationnelle  et  homogène  de  x'^  y',  z\  On  aura  ainsi  : 

U',    v     w' ^^ 

U',  V,  W  étant  des  fonctions  entières  et  homogènes  en  x\  y\  z'. 
On  déduira  de  même,  des  équations  (2),  des  relations  de  la 
forme  : 

îr=v=w' w 

U,  V,  W  étant  des  fonctions  entières  en  x,  y,  z.  Les  fonctions 
U,  V,  W  d'une  part,  les  fonctions,  U',  V\  W  de  l'autre,  sont 
loin  d'être  arbitraires,  parce  que  les  équations  (3)  doivent  êire 
équivalentes  aux  équations  (4),  et  inversement. 

Quand  on  se  donne  les  coordonnées  (rr,  y,  2:)  d'un  point  variable 
M  de  la  première  figure,  les  équations  (3),  ou 

U'y-V'x  =  0,    U'iJ  — W'ar  =  0  ....    (5) 

représentent  deux  courbes  de  degré  n,  ayant  n?  points  d'inter- 
section, distincts  ou  coïncidants,  en  supposant  U'  de  degré  n  en 
^'9  y\^\  et  V  et  W,  de  degré  égal  ou  inférieur  à  n.  Par  hypo- 
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llièse,  à  un  seul  point  variable  M,  de  la  première  figure,  en  cor- 
respond un  seul  M',  dans  la  seconde.  Donc  (n* —  1)  des  points 
d'intersection  des  courbes  (5)  doivent  être  fixes,  quels  que  soient 
X,  y,  z.  Les  courbes  représentées  par  les  équations 

U'=0,    V'  =  0,    W'  =  0 

ont  donc  (n' —  1)  points  d'intersection  fixes,  distincts  ou  coïnci- 
dants. Les  fonctions  U',  V,  W  satisfont  à  d  autres  conditions, 
dont  nous  n'avons  pas  à  nous  occuper  ici  (S.  3«^2  et  suiv.)* 
Si  kj  l,  m  sont  des  constantes,  on  déduit,  des  équations  (3), 

X        y        z  kx  -^  ly  -^  mz 


C       V      W       ilU'-+-/V'-4-wiW' 

Donc,  en  général,  à  la  droite  dont  Téquation  est 

kx  -^  ly  -^  mz  =  0, 

correspond  la  courbe  représentée  par 

kV  -f-  ir  ^  mW  =  0, 

et  inversement;  et  cette  courbe  passe  par  les  (u* — 1)  poinls 
fixes  de  la  seconde  figure. 

S.  Classification  des  transformations  birationnelles  (S.  3o1).  Il 
est  clair,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  sur  les  points 
d'intersection  des  courbes  dont  les  équations  sont 

U'  =  0,    V'  =  0,    W'=0, 

que  les  fonctions  U',  V,  W  sont  toutes  de  degré  n.  Mais  on  peut 
enoorc  le  démontrer  comme  il  suit.  Admettant  que  (fc|,  l^,  iw,) 
(A-j,  /2,  wîj)(A5,  /j,  ms)  soient  des  constantes  quelconques, 
posons 

x"  =  kiX  -f-  /,y  H-  m,z,     U'"  ==  A,U'  -*- 1,\'  h-  »>i,W', 
if  =  A^  -^  /^  -^  m^z,     \'"  =  fc,U'  -^  /.V  -\-  fw,VV', 
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On  déduira,  des  équations  (3), 

^  =  11= -i"-.  m 

U'"       Y'"       \y'"  ' ^  ' 

par  la  théorie  des  proportions.  II  est  clair  que,  si  n  est  le  degré 
de  celle  des  fonctions  U',  \\  W,  qui  est  de  degré  le  plus  élevé, 
les  fondions  U'",  V'",W'"  peuvent  ê(re  supposées  toutes  trois 
de  degré  n,  en  ac',  j/',  z'.  Si  donc  Ton  prend  pour  nouveau  triangle 
de  référence,  dans  la  première  figure,  celui  dont  les  côtés  ont 
pour  équations  : 

x"«0,    î/"  =  0,    z"  =  0, 

réquation  (6)  exprimera  la  relation  qui  existe  entre  les  coordon- 
nées (x",  y",  z")  d'un  point  M  de  la  première  figure,  et  les  coor- 
données (x',  y' y  z')  d'un  point  de  la  seconde  :  comme  on  le  voit, 
les  trois  fonctions  U'",  V",  W" sont  de  même  degré.  Les  points 
d'intersection  des  courbes  représentées  par  les  équations  (3)  ou 
(5),  dont  (n*  —  i)  sont  fixes  et  le  dernier  variable,  se  trouvent 
également  sur  les  courbes  représentées  par  les  équations  (6), 
parce  que  ces  équations  sont  une  suite  des  premières  :  la  réci- 
proque est  vraie,  attendu  que  les  équations  (3)  ou  (5)  peuvent 
se  déduire  des  équations  (6). 

Les  dénominateurs  U,  V,  W,  dans  les  équations  (4),  sont 
aussi  de  degré  n,  si  U',  V,  W  sont  de  degré  n.  En  effet,  aux  n 
points  d'intersection  de  la  droite  représentée  par  l'équation 

kx'  -♦-  ly*  -f  »Mz'  =  0, 

avec  la  courbe  d'ordre  n,  donnée  par  la  relation 

doivent  correspondre,  dans  la  première  figure,  n  points  d'inter- 
section des  lignes  dont  les  équations  sont 

ax  -^  by  -^  cz  =  0, 
kl]  ^l\  ^  twW  =  0. 
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La  fonction*  lJ-fr-/V-fr- m W doit  donc  èlrc  de  dogré  «,  quels 
que  soient  A:,  /,  w,  c'esl-à-dire  que  U,  V,  W  doivent  être  de 
degré  n. 

Le  degré  n  des  fonctions  U,  V,  etc.,  permet  de  classer  les 
transformations,  en  transformations  linéaires,  quadratiques ^ 
cubiques,  qtuxrtiques^  etc.,  selon  que  n  =  l,  n=2,  n==3, 
n=4,  etc.  Dans  les  transformations  linéaires,  à  une  droite  de  la 
première  figure,  correspond  une  droite  dans  la  seconde  figure. 
Dans  les  transformations  quadratiques,  ce  sont  des  coniques, 
ayant  trois  points  fixes,  qui  correspondent  aux  droites  ;  et  ainsi 
de  suite.  En  particulier,  on  a  appelé  transformations  circulaires 
celles  où  des  cercles,  dans  la  seconde  figure,  correspondent  à  des 
droites  de  la  première. 

4.  Réduction  des  transformations  birationnelles  quelconques 
aux  transformations  linéaires  et  quadratiques.  Théorème  de 
NoETHEB  (S.  562).  Déduisons  une  figure  F^  d'une  auire  F,,  par 
une  transformation  birationnelle,  puis  une  figure  F^de  la  figure 
F2,  aussi  par  une  transformation  birationnelle;  et  ainsi  de  suite, 

de  manière  à  obtenir  une  série  de  figures  F^,  Fj, Fp,  dont 

chacune  soit  une  transformée  birationnelle  de  la  précédente.  Il 
est  visible  que  Ton  peut  déduire  directement  la  dernière  figure 
de  la  première,  par  une  transformation  birationnelle  unique. 

NoETHER,  et  presque  en  même  temps  que  lui,  d'autres  géo- 
mètres, ont  découvert  un  théorème  réciproque,  exirèmement 
remarquable.  Ce  théorème,  que  Ton  n'a  pu  étendre  aux  transfor- 
mations dans  l'espace,  est  le  suivant  :  Toute  transformation 
birationnelle  peut  être  remplacée  par  une  série  de  transformations 
linéaires  et  de  transformations  quadratiques. 

Ces  dernières  transformations,  à  cause  de  ce  théorème,  ont 
acquis  une  extrême  importance  en  géométrie  supérieure,  puis- 
qu'elles peuvent  remplacer  les  transformations  birationnelles 
quelconques.  Leur  importance  est  d'autant  plus  grande  qu'elles 
sont  susceptibles,  non-seulement  d'une  exposition  analytique 
très-simple,  mais  aussi  d'une  interprétation  géométrique  remar- 
quable. On  démontre,  en  effet,  que  la  transformation  linéaire 
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est,  au  fond,  é(|iiiva!enleà  la  transformation  par  projection  coni- 
que, et  que  la  transformation  quadratique  est  équivalente  à  la 
transformation  arguesienne,  étudiée  récemment  par  Saltel. 

5.  Conservation  du  genre  dans  les  transformations  biration- 
nelles.  Théorème  de  Riemann  (*).  Clebsch  a  appelé  genre  (Ge- 
schlecht)  d*unc  courbe  d'ordre  n,  ayant  d  points  doubles  (dans 
le  sens  général  de  cette  expression) ,  le  nombre 

(n-1)(n-^2) 

p^ 2": ^• 

Si  la  courbe  a  un  point  multiple  d'ordre  A:,  il  faut  le  compler 
pour  ^^  g"'^  points  doubles.  Le  nombre  p  a  été  appelé,  par 
Cayley,  déficience  (deficiency)  de  la  courbe,  parce  qu'il  indique 
le  nombre  de  points  doubles  qui  manquent  à  la  courbe,  pour 
en  avoir  le  nombre  maximum  ^(n — l)(n — 2),  qu'une  courbe 
il'ordre  n  peut  avoir. 

Riemann  a  démontré  que  le  genre  d'une  courbe  est  le  même  que 
celui  de  toutes  ses  transfonnées  birationnelles.  Le  même  théo- 
rème a  éié  prouvé  autrement  par  Clebsch,  Zeuthen,  Bertini 
(Voir  S.  364,  Math.  Ann.,  t.  III,  p.  ISO),  Clebsch  et  Noether 
ont  ensuite  étendu  la  notion  de  genre  aux  surfaces  et  aux  fonc- 
tions algébriques  à  un  nombre  quelconque  de  variables.  —  Il 
résulte  évidemment,  du  théorème  de  Nœther,  énoncé  au  n**  pré- 
cédent, que  si  le  théorème  de  Riemann  est  établi  pour  les  trans- 
formations linéaires  et  les  transformations  quadratiques,  il  sera 
prouvé  pour  toutes  les  transformations  birationnelles. 

Grùce  au  théorème  de  Riemann,  Clebsch  a  pu  classer  les 
courbes  par  genres.  Il  a  démontré  que  les  courbes  d'un  même 


(*)  Nous  empruntons  ceci  h  noire  opuscule  :  Les  Mathématiques  en  Bel- 
gique en  1872,  p.  51.  Nous  y  avons  analysé  avec  soin,  en  ne  nous  appuyant 
que  sur  la  géométrie  élémentaire,  la  transformation  arguesienne  de  M.  Saltel. 
CVst  une  transformation  cubique,  d'une  grande  simplicité ,  équivalente  h 
deux  transformations  arguesiennes  triangulaires,  c'est-à  dire,  à  deux  trans- 
formations quadratiques  générales. 
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genre,  par  exemple  celles  qui  sont  transformées  biralionnelles 
les  unes  des  autres,  jouissent,  en  général,  des  propriétés  analo- 
gues, et  que  leur  élude  présente  des  difficultés  de  même  ordre. 
Ainsi,  les  courbes  de  genre  zéro,  ou  courbes  unicursales  (droite, 
coniques,  cubiques  avec  un  point  double,  quartiques  avec  un 
point  triple,  ou  trois  points  doubles),  sont  telles,  que  les  coor- 
données de  leurs  points  peuvent  s'cxprirner  en  fonction  ration- 
nelle d'un  paramètre  variable  t,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
en  fonction  rationnelle  de  ce  paramètre  variable  t  et  d'un  radi- 
cal carré,  portant  sur  une  fonction  entière  du  premier  ou  du 
second  degré  en  t.  Par  conséquent,  Taire  de  ces  courbes  s'ex- 
prime au  moyen  des  fonctions  élémentaires  (fractions  ration- 
nelles, ares-tangentes  et  logarithmes).  Les  courbes  de  genre  un 
(cubiques  sans  point  double,  quartiques  avec  deux  points  dou- 
bles, etc.)  sont  telles,  que  les  coordonnées  de  leurs  points  peu- 
vent s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'une  variable  /  et  d'un 
radical  carré,  portant  sur  une  fonction  entière  du  troisième  ou 
du  quatrième  degré  en  t;  par  conséquent,  leur  aire  dépend  des 
fonctions  elliptiques.  Les  courbes  de  genre  deux  (quartiques 
avec  un  point  double,  etc.)  sont  telles,  que  les  coordonnées  de 
leurs  points  peuvent  s'exprimer  en  fonction  rationnelle  d'une 
variable  t  et  d'un  radical  carré,  portant  sur  une  fonction  en- 
tière du  cinquième  ou  du  sixième  degré  en  t;  leur  aire  dépend 
des  fonctions  hyperellipliques  les  plus  simples.  Les  courbes  de 
genre  plus  élevé,  par  exemple,  les  quartiques  quelconques  qui 
sont  de  genre  trois,  jouissent  de  propriétés  communes,  beaucoup 
plus  compliquées  (Clebscu  und  Goudan.  Théorie  des  Abelschen 
Functionen,  A.  III). 

•.  Hisloire  de  la  théorie  des  transformations  birationnelles. 
Glebsgh,  dans  sa  Notice  sur  Plûckery  et  F.  Klein  dans  VAnr 
nuaire  mathématique  de  Berlin  (Forcliritte  der  Mathematik,  t.  III, 
pp.  47  et  426)  ont  donné,  sur  l'histoire  des  transformations  bi- 
rationnelles,  des  détails  intéressants,  que  nous  croyons  devoir 
résumer  ici. 

C'est  PoNCELET  (Traité  des  propriétés  projectiles^  1822,  p.  198) 
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qui  s'est  occupé^  le  premier,  de  la  transformation  où  une  eonique 
correspond  à  une  droite,  c  est-à-dire  de  la  transformation  qua- 
dratique. Tout  son  ouvrage  d'ailleurs ,  comme  plus  tard  le  Mé- 
moire de  Chasles  sur  V homographie  (1830,  publié  en  1837),  est 
en  réalité  une  élude  approfondie  de  la  transformation  linéaire. 
A  son  tour  Plugker  parle  de  la  transformation  quadratique,  dans 
un  court  passage  d'un  article  inséré  au  Journal  de  Crelle  (t.  V, 
1829);  puis  Magnus  en  expose  la  théorie  avec  soin,  en  la  ratta- 
chant à  ses  premiers  principes  (1831,  Journal  de  Crelle^  t.  VIII). 
Stelner  étudiait  aussi  ces  questions  vers  la  même  époque,  comme 
on  peut  le  voir  dans  la  préface  des  Systemaîische  Entwkkelungen 
(1832).  MoEBius  et  Plûcker  lui-même  [Journal  de  Crelle j  t.  II, 
p.  21 9)  s  occupèrent,  en  particulier,  de  la  transformation  circulaire. 
En  1863  et  1865,  Gremona  donna  la  théorie  générale  des 
transformations  birationnelles  générales,  de  façon  qu'il  est  re- 
gardé comme  le  vrai  créateur  de  cette  théorie;  toutefois  Riemann 
avait  déjà  démontré,  en  1857,  à  propos  des  fonctions  abéliennes, 
le  théorème  qui  porte  son  nom.  Le  théorème  de  Noetuer 
(voir  ci-dessus  n"  4)  fut  publié  par  celui-ci,  en  1870  (Nachrich- 
len  de  Goetlingue,  puis  Math,  Annalen^  t.  III.)  Clifford  et  Ro- 
SANES  étaient  arrivés,  de  leur  côté,  au  même  théorème.  Les 
recherches  du  premier  de  ces  géomètres,  et  une  théorie  générale 
des  transformations  birationnelles,  se  trouvent  dans  un  Mémoire 
de  Cayley  (Proceedings  ofLond.Math,  Soc,  t.  in,pp.  127-180)  ; 
celles  du  second  dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  LXXIII,  pp.  97- 
111).  Les  travaux  plus  récents  de  Clebsch,  Cremona,  Cayley, 
NoBTHER,  Roberts,  Zelthen,  ctc,  sur  ce  sujet,  ont  pour  but  de 
compléter  la  théorie  générale  des  transformations  planes,  et 
surtout  de  créer  une  théorie  analogue  pour  les  transformations 
dans  Tespacc  (*).  (P.  Mansion.) 


(')  M.  Dbwulf  a  résumé  les  travaux  de  Cremona  et  de  quelques  autres 
géomètres  (Bulletin  de»  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  novembre 
1875,  t.  V,  pp.  206-240);  un  travail  analogue  forme  la  majeure  partie  du 
chapitre  Vlll  de  Salsion,  Higlier  plane  curves  (pp.  501-327). 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  70  - 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


SIR   LES    PARABOLES   CUBIQUES. 

Les  paraboles  cubiques,  représentées  par  Téqualion 

y  s=  x*  +  ox'  -i-  bx  -»-  c, 

ont  un  point  d'inflexion,  dont  I*abscisse  est  —  | .  Il  est  en  même 
temps  le  centre  de  la  courbe.  Toute  parabole  cubique  est  déter- 
minée par  son  centre  et  un  autre  point  quelconque.  Si  Tordonnée 
y  de  la  courbe  passe  par  un  maximum,  elle  passe  aussi  par  un. 
minimum;  et  les  points  correspondants  sont  en  ligne  droite  avec 
le  centre  (Stoekly,  Ard^ives  de  Cninertj  L  LVI,  pp.  180-187). 
Ces  divers  tliéorèmes  se  démontrent  sans  peine  si  Ton  place 
Forigine  des  coordonnées  au  point  de  la  courbe  dont  Fabscissc 
est  —  2 .  L*équation  de  la  courbe  devient 

y  —  kx  =  x*. 

La  tangente  d'inflexion  a  pour  équation  y^^kx^  et  il  n'y  a  de 
maximum  ou  de  minimum,  pour  Tordonnée,  que  si  k  est  négatif. 

va 

SUR  UNE   QUARTIQUB   UNIGURSALE. 

1.  Si  deux  des  sommets  d'un  triangle  se  meuvent  sur  des 
lignes  droites^  tandis  que  les  côtés  tournent  autour  de  trois  points 
situés  en  ligne  droite,  le  troisième  sommet  décrit  aussi  une  ligne 
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droile  (Pappus),  ei  le  centre  de  gravité  décrit  une  cubique  uni- 
cursale. 

S.  Si  les  trois  côtés  du  triangle  tournent  autour  de  trois 
|M)ints  qui  ne  soient  point  en  ligne  droite,  le  lieu  décrit  par  le 
troisième  sommet  est  une  conique  (Mac-Lacrin)^  et  le  centre  de 
gravité  décrit  une  quartique  unicursale  (Zahradnik,  ArMves 
de  Grumn,  t.  LVI,  pp.  11-15). 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  !• 

Si  un  quadrilatère^  plan  ou  gauche,  a  deux  côtés  opposés 
égaux  : 

1^  Ces  côtés  sont  également  inclinés  sur  la  médiane  des  deux 
autres  côtés;  2®  In  projection  de  chacun  des  premiers  côtés,  sur 
la  médiane,  est  égale  à  la  médiane. 

Soit  ABGD  le  quadrilaière  donné.  Par  C,  je  mène  CF  égale  et 
parallèle  à  AB;jc  tire  FD,  FA;  puis  j  abaisse  C6  perpendicu- 
laire sur  FD.  Par  G,  je  fais  passer  une  parallèle  GH  à  AF,  qui 
renconire  AD  en  son  milieu  H.  Une  parallèle  HI  à  GG  rencontre 
BCcn  I.  Le  parallélogramme  IHGC  donne  IC^^HG  ;  Or  HG  est 
moitié  de  ÂF;doneIG  est  moitié  de  BG.  Ainsi,  la  médiane IH  est 
égale  et  parallèle  à  GG,  et  fait  des  angles  égaux  avec  les  côtés 
donnés.  Le  reste  de  la  démonstration  découle  immédiatement 
de  ce  qui  précède. 

Scholie.  Dans  tout  paraboloïde  hyperbolique,  les  quatre  géné- 
ratrices (deux  de  chaque  mode),  qui  se  trouvent  à  une  même 
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distance  de  Taxe  de  la  surface»  font»  avec  cet  axe,  des  angles 
égaux  (*).  (P.  S.,  abonné.) 


Question.  3* 

On  prendy  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  trois  points  C,  A', 
B',  que  l'on  joint  aux  sommets  opposés  C,  A,  B.  Démontrer^  par 
la  géométrie  élémentaire^  que  AA',  BB',  CC  sont  les  hauteurs  du 
triangle  ABC,  si  ces  droites  sont  les  bissectrices  des  angles  du 
triangle  A'B'C 

Dans  le  quadrilatère  complet  AB'OC,  la  diagonale  BC  est 
coupée  harmoniquement  par  les  deux  autres,  en  A'  et  D.  Les 
droites  CB',  A'B',  BB',  DB'  forment  donc  un  faisceau  harmo- 
nique. Mais  BB'  étant,  par  hypothèse,  bissectrice  de  Tangle 
A'B'G,  GB'  est  la  bissectrice  de  Tangle  adjacent  à  A'B'D  ;  donc 
BB'C  est  un  angle  droit,  ou  BB'  est  perpendiculaire  à  AG.  Par 
la  même  raison,  AA'  est  perpendiculaire  à  BG,  et  GG'  perpendi- 
culaire à  AB.  (L.  Van  den  Broeck.) 

Note  de  la  Rédaction.  La  question  précédente  peut  être  géné- 
ralisée ainsi  :  Étant  donnés  un  triangle  A'B'G'  et  un  point  0, 
trouver  un  triangle  ABG,  dont  les  côtés  passent  par  les  sommets 
A',  B',  G',  et  dont  les  sommets  A,  B,  G,  soient  situés  y  respecti- 
vement, sur  les  droites  A'O,  B'O,  GO'.  (E.  G.) 


Question.  4* 


Théorème.  Un  ellipsoïde  étant  donnée  on  prend  pour  tableau 
un  plan  diamétral  AOB;  et,  pour  point  de  vue,  une  extrémité  G 
du  diamètre  conjugué  de  AOB.  Cela  posé,  les  perspectives  de 

(*)  M.  L.  Van  den  Brocck  démontre  le  ihéorème  d'une  manière  plus  simple, 
eu  menant,  par  les  points  A,  D,  I,  les  droites  AK ,  IK,  DL,  IL,  respcclivc- 
ment  parallèles  à  BC,  BA,  BC,  CD,  et  obsen'anl  que  LHK  est  une  ligne 
droite  j  etc. 
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toutes  les  coniques  tracées  sur  l'ellipsoïde  sont  semblables  à  la 
section  diamétrale  AOB. 

Corollaire.  Si  AOB  est  une  section  circulaire,  auquel  cas  G  est 
un  ombilic,  les  perspectives  de  toutes  les  coniques  tracées  sur 
l'ellipsoïde  sont  des  cercles.  (E.  C.) 

Il  me  semble  qu'on  ne  peut  pas  trouver  de  démonstration 
plus  simple  que  celle  qui  consiste  à  faire  subir  successivement, 
à  la  figure  donnée,  les  trois  transformations  suivantes  :  l""  pren- 
dre le  plan  AOB  comme  plan  horizontal,  et  changer  de  direction 
toutes  les  ordonnées  primitivement  parallèles  à  OC,  de  manière 
à  les  rendre  verticales.  On  aura  ainsi  un  ellipsoïde  dont  AOB 
sera  une  section  principale^etC  le  sommet  opposé;  S""  augmenter, 
dans  la  nouvelle  figure,  les  ordonnées  perpendiculaires  à  Tun 
des  plans  principaux  passant  par  OC,  dans  le  rapport  du  petit 
axe  au  grand,  de  manière  à  changer  le  nouvel  ellipsoïde,  en  un 
ellipsoïde  de  révolution  ;  5^  changer  ce  dernier  en  sphère ,  par 
une  augmentation  analogue  des  ordonnées  relatives  au  plan  hori- 
zontal. Dans  chacune  de  ces  transformations,  les  points  de  la 
figure,  primitivement  placés  dans  un  même  plan,  le  seront 
encore;  de  sorte  qu'une  section  plane  reste  une  section  plane. 

Dans  la  seconde  transformation,  des  ellipses  semblables  à 
AOB,  et  situées  dans  le  plan  horizontal,  seront  transformées  en 
cercles;  et  réciproquement,  si  Ton  revient  de  rdlipsoïde  de 
révolution  à  Tautre.  Ces  indications  suflisent,  je  pense,  pour  ne 
pas  écrire  tout  au  long  la  démonstration.     (P.  S.,  abonné.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


7.  Soit  BfB^Bs  le  triangle  formé  par  les  polaires  des  trois 
points  AfyA^,  A3  relativement  à  une  conique.  On  sait  que  les 
droites,  A^B^,  A^B^,  A3B3  se  coupent  en  un  même  point  P,  et 
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que les  côtés  des  triangles  A  |  As  A3,  BiB^Bs  se  rencontrent 
deux  à  deux  sur  une  même  droite  P';  on  peut  donner  au  point 
P  et  à  la  droite  P'  les  noms  de  pôle  et  de  polaire  du  triangle 
AfAsAs,  par  rapport  à  la  conique.  Cela  posé,  trouver  le  lieu  des 
pôles  et  Tenveloppe  des  polaires  d'un  triangle  fixe,  par  rap|>ort  : 

1**  aux  paraboles  inscrites; 

2**  aux  paraboles  circonscrites; 

3**  aux  hyperboles  équilatères  inscrites  ; 

4°  aux  hyperboles  équilatères  circonscrites  ; 

5^  aux  coniques  circonscrites  à  un  même  quadrilatère; 

&"  aux  coniques  inscrites  à  un  même  quadrilatère. 

».  Trouver  les  axes  d'une  conique  inscrite  à  un  triangle  fixe  et 
ayant  son  pôle  en  un  point. donné. 

O.  Trouver  les  axes  d*une  conique  circonscrite  h  un  triangle 
fixe  et  ayant  son  pôle  en  un  point  donné. 

10.  Si  l'on  considère  la  série  des  coniques  circonscrites  à  un 
quadrilatère  fixe  ABCD,  chaque  courbe  de  la  série  est  déter- 
minée par  le  rapport  anharmonique  des  droites  joignant  un  cin- 
quième point  aux  sommets  du  quadrilatère. 

Soient  p,  p',  p"  ces  rapports  pour  les  coniques  représentées  par 

/•{x,y)=0,   F(x,y)==0,   /'(x,»)  +  KF(x,y)  =  0  : 
exprimer  K  en  fonction  de  p,  p',  p''. 

11.  Par  un  point  donné,  mener  une  sécante  telle,  que  le  seg- 
ment intercepté  entre  les  côtés  d'un  angle  donné  soit  vu,  d'un 
autre  point  donné,  sous  un  angle  connu. 

lît.  A  un  triangle  isoscèle  donné,  inscrire  un  hexagone  éqiii- 
latéral. 

la.  Le  nombre  (2a)  (26)  (2c)  abc  est  divisible  par  23  et  29, 

(E.  IIain.) 

1^.  Déterminer  x  et  y  de  manière  que  le  nombre  1234x// 
soit  divisible  par  8  et  par  9.  (K.  Hain). 

15.  On  joint  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  aux  points 
A|  et  Aj,  B^  et  B^,  G^  et  Cj,  qui  divisent  en  trois  parties  égales 
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les  côtés  opposés.  Les  droites  ÂÂ^»  BB^»  CC^  se  coupent  en  trois 
points  A',  B',  C;  les  droites  AAj,  BBj,  CCj,  en  trois  autres 
points  A",  B",  C".  Démontrer  que  chacun  des  triangles  A'B'C, 
A"B"C"  est  le  ^  du  triangle  ABC.  (E.  Hain.) 

16.  Soient  menées,  dans  un  triangle  ABC,  par  les  sommets 
et  le  centre  de  gravité  S,  les  droites  AS,  BS,  GS  rencontrant  les 
côtes  opposés  en  a,  b,  c.  Formons,  avec  les  droites  Aa,  B6,  Ce 
comme  côtés,  un  triangle  MNP.  Les  rayons  R,  r,  r',  r",  r'"  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC,  MNP,  BCS,  CAS,  ABS 
satisfont  à  la  relation. 

3RV«4r'rV". 

(E.  Hain.) 

17.  Soient  P,  Q,  R,  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées, 
du  centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC,  sur  les  côtés  de  celui-ci. 
L  aire  du  triangle  PQR  est  égale  à 


9  \      a'bV       I     ' 


T  étant  Taire  de  ABC,  et  a,  6,  c,  les  longueurs  des  trois  côtés. 

(E.  Hain.) 
IS.  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  de  contact  du  cercle 
inscrit  à  ABC,'  a  pour  mesure 

a*6V(a-*-6  +  c)*' 

T  étant  l'aire  du  triangle  ABC,  et  a,  &,  r,  les  longueurs  des  trois 
côtés.  (E.  Hain.) 

10.  Les  médianes  d'un  triangle  forment,  avec  les  côtés  qu'elles 
divisent  en  deux  parties  égales,  des  angles  dont  les  cotangentes 
ont  une  somme  nulle.  (Bermann.) 

90.  Si  l'on  abaisse,  d'un  point  O,  les  perpendiculaires  OD, 
OÊ,  OF  sur  les  côtés  du  triangle  ABC,  on  a 

col  ADC  -4-  col  BEA  -♦-  cotCFB  =  0- 

(Bretschneider.) 
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21.  Soit  un  triangle  ABC.  Par  A,  menons  AD»  coupant  BC, 
en  D;  par  D,  DE  parallèle  à  AB,  coupant  AC  en  E;  par  E,  EF 
parallèle  à  BG,  coupant  AD  en  M.  Le  lieu  du  point  M,  quand 
AD  se  déplace,  est  une  parabole  passant  par  G»  tangente  en  A  à 
AB,  et  dont  Taxe  est  parallèle  à  BG.  (Silldorf.) 

99.  Étant  donnés  (rois  points  fixes,  trouver  le  lieu  d'un  qua- 
trième point  tel,  que  les  axes  des  deux  paraboles  passant  par  ces 
quatre  points,  forment  entre  eux  un  angle  donné. 

(Concours  d'admission  à  l'Ëcole  polytechnique.  —  4874.) 

M.  On  donne,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  oppo- 
sées. Déterminer  les  deux  dernières  arêtes,  de  manière  que  le 
tétraèdre  ait  un  volume  maximum. 

(Concours  général  des  Lycées  de  France.  —  Mathématiques  élémentaires.  —  i874.) 

94.  a,  6  étant  deux  nombres  entiers»  décomposer,  en  trois 
carrés  entiers , 

(1  -4-  a  -4-  6  -^  o'  -t-  a6  4-  5')'. 

(E.  C.) 

95.  Trouver  une  circonférence  qui  rencontre  cinq  droites 
données,  parallèles  entre  elles,  et  non  situées  dans  un  même 
plan.  (E.  C.) 

96.  Si  p  est  un  nombre  premier,  qui  ne  divise  pas  le  nombre  n. 

Par  exemple, 

14.13.12. M 

^'**=  7727^71  ==*'"'  =  ' '*-^-'- 

(E.  c.) 

9T.  Un  quadrilatère  ABGD,  articulé  en  A,  B,  G,  D,  a,  pour 
axe  de  symétrie,  la  diagonale  AC.  De  plus,  le  côté  AB  est  fixe. 
Cela  étant,  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  cotés  AD,  BG  est  ufie 
ovale  de  Descartes.  (E.  C.) 

98.  1»  Discuter  la  courbe  représentée  par 

x  =  e*9  y=e~^y  z=ti/2, 

2**  Prouver  que  celte  courbe  est  une  hélice  caténoïdique. 
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3*  Prouver  que  Vombre  de  celte  hclîee,  sur  un  cerlain  plan, 
est  une  hyperbole  équilalère.  (E.  C.) 


CORRESPONDANCE. 


Monsieur  le  rédacteur. 
Désirant  être  reçu  bientôt  à  FÉcole  de  Cureghem,  je  tâche 
d*acquérir  les  connaissances  mentionnées  au  programme  oHiciel. 
Malheureusement  pour  moi,  certains  articles  de  ce  programme 
me  paraissent  obscurs;  et  je  serais  fort  embarrassé  pour  y  répon- 
dre convenablement.  Par  exemple,  qu'est-ce  qu'une  fraction 
périodique  à  chiffres  décimaux  fractionnaires?  Que  signifie  le 
symbole  o"?  Comment  peut-on  prouver  que  a"**  =  ^  ?  «'c-  J'ai 
déjà  demandé  ces  explications  h  notre  professeur;  mais  il  se 
déclare  aussi  incompétent  que  moi  et  mes  camarades  de  classe. 
Si  vous  pouviez,  Monsieur  le  Rédacteur,  donner,  dans  votre 
journal,  quelques  éclaircissements  sur  ces  articles  du  programme, 
vous  obligeriez  infiniment 

Votre  dévoué  serviteur, 

Emile  Van  Pott, 

élève  de  rAthénée  de  T. 

Note  de  la  Rédaction.  —  La  lettre  de  notre  jeune  correspon- 
dant m'a  fait  songer  à  lire  le  Moniteur  belge^  du  6  avril  1874.  Je 
croyais  savoir,  depuis  longtemps,  de  quoi  sont  capables  les  fabri- 
cants de  programmes  :  j'étais  dans  une  erreur  complète;  et, 
même  en  ce  genre,  j'ai  beaucoup  à  apprendrel 

Voici  quelques-uns  des  articles  du  Programme  dont  il  s'agit  : 

1 .  Reconnaître  les  fractions  ordinaires  gtit,  étant  réduites  en 
décimales,  fournissent  ou  des  fractions  exactes  ou  des  fractions 
périodiques. 

2.  Savoir  écrire  la  génératrice  d'une  fraction  périodique,  même 
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quand  cet^tains  chiffres  décimaux  sont  fractionnaires  (0,  1  |, 

11. ..00). 

3.  Formation  d'une  table  de  nombres  premiers, 
i.  Système  métrique  complet. 

5.  Décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs  premiers;  dire 
le  nombre  de  ses  diviseurs. 

6.  Extraire  les  racines  carrée  et  cubique  d'un  nombre  à  une 
approximation  décimale  donnée. 

7.  Établir  la  règle  des  signes  pour  la  multiplication. 

8.  Les  quatre  opérations  sur  les  monômes  et  les  polynômes. 

9.  Étude  des  symboles  a®,  o®. 

10.  Prouver  que  sr^^-^  et  prouver  directement  que  tjfi=~. 

1 1 .  Quand  un  polynôme  devient  0,  en  y  remplaçant  x  par  a, 
démontrer  qu'il  est  divisible  par  x  —  a. 

12.  Reconnaître  si  les  divisions  ^'^^'2^^  j  ...  sont  exactes. 

13.  Discussion  de  la  racine  fournie  par  l'équation  ax  —  b  =0. 

14.  Géométrie  de  l'espace.  Connaître  l'expression  de  la  surface 
et  du  volume  des  différents  polyèdres  qu'on  y  étudie.  On  s'abstien^ 
dra  de  toute  démonstration.  Les  élèves  devront  pouvoir  figurer  au 
tableau  tous  ces  polyèdres  et  appliquer  à  des  cas  particuliers  leurs 
formules  des  volutnes  et  des  surfaces. 

Laissant  de  côté,  pour  un  instant,  les  questions  ineptes,  on 
peut  déjà  conclure,  de  cet  extrait,  que  les  auteurs  du  programme 
ne  connaissent,  ni  la  grammaire  française,  ni  les  premières 
notions  des  mathématiques  élémentaires.  En  eiïeX,  on  ne  dit  pas  : 
les  racines  carrée  et  cubique;  on  ne  dit  pas  :  quand  un  polynôme 

devient  zéro...,  démontrer ;  on  ne  dit  pas  :  la  racine  fournie  : 

une  équation  n'est  pas  ime  fournisseuse  de  racinesl  on  ne  dit 
P^^  qu€  ^^Zg*  ^^l  ^^^  division;  on  ne  dit  pas,  surtout  :  appli- 
quera des  cas  particuliers  leurs  formules  :  leurs  se  rapporte-t-il  à 
polyèdres  ou  à  élèves?  etc.,  etc.  Voilà  pour  la  forme  :  voyons  le 
fond. 

A  en  juger  par  Tordre  général  des  questions,  il  semble  que 
conformément  à  Tusage,  ce  programme  d'examen  est,  en  même 
temps,  un  programme  de  cours.  S'il  en  est  ainsi,  comment  la 
réduction  des  fractions  ordinaires  en  fractions  décimales  est-elle 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  79  — 

placée  avant  la  théorie  des  nombres  premiers?  Pourquoi  le  sys- 
tème métrique  figurc-t-il  enlre  la  formation  d'une  table  de  nom- 
bres premiers  et  la  décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs 
premiers?  Que  signifie  cet  énoncé  :  dire  le  nombre  de  ses  divi- 
seurs? Peut-on,  à  Tinspeclion  d  un  nombre,  deviner  combien  il 
admet  de  diviseurs?  Comment  les  honnêtes  vétérinaires  (*), 
rédacteurs  de  ce  grotesque  programme,  établiraient-ils  la  règle 
des  signes,  avant  d'avoir  parlé  de  la  multiplication?  etc.,  etc. 

Arrivons  aux  questions  ineptes,  et  d'abord  à  celle-ci,  qui  pro- 
voquera rhilarité  chez  tous  les  professeurs  d'arithmétique  : 

2.  Savoir  écrire  la  génératrice  d'une  fraction  périodique^  même 
quand  certains  chiffres  décimaux  sont  fractionnaires  (0,  1  |, 

M  00). 

Gomment  un  chiiïrc  peu l-il  être /"rac/tonnotrc?  Se  représentc- 
l-on  un  morceau  de  chiffre^  un  fragment  de  chiffre  ?  L'invenleur 
de  la  question,  aussi  fort  en  français  qu'en  arithmétique,  a  sans 
doute  voulu  dire  :  quand  cetHains  chiffres  décimaux  sont  rem- 
placés par  des  fractions.  Mais  ce  n'est  pas  tout.  Que  signifie  ce 
00  placé  à  la  fin  de  la  parenthèse?  Est-ce  que  Vinflni  est  un 
chiffre?  En  résumé,  si  Ton  a  voulu  faire  sommer  la  série 

\         i  i  \ 


\0      200      1000       20000 

pourquoi  parler  en  style  d'oracle  et  en  mauvais  français?  La 
Bruyère  a  toujours  raison  :  «  Vous  voulez  dire  qu'il  fait  chaud; 
dites  :  il  fait  chaud.  » 

9.  Étude  du  symbole  o". 

Depuis  plus  de  quarante  ans,  j'enseigne  les  diverses  parties 
des  mathématiques;  et,  je  le  déclare,  il  me  serait  impossible  de 
répondre  à  cette  question.  A  priori^  le  symbole  o®  ne  signifie 
rien  y  pas  plus  que  le  symbole  5  ,  inventé  autrefois  par  Libri. 

(')  Je  serais  fàchc  que  Ton  se  méprit  sur  le  sens  de  cette  expression. 
Comme  tous  les  travailleurs,  les  médecins-vélcrinaires  sont  des  hommes 
utiles  :  je  n'ai  donc  pas  voulu  railler  une  profession  respectable. 
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Si  u,  V  étant  des  fonctions  de  x,  qui  s'annulent  avec  cette  variable^ 
on  a  l'équation  y  ==  u^  ,  on  peul  se  proposer  de  chercher  vers 
quelle  limite  tend  y,  quand  x  tend  vers  zét^o?  Mais  la  solution  de 
ce  problème  exige  la  connaissance  du  calcul  différentiel;  et  Ton 
demande,  à  de  futurs  vétérinaires,  V étude  de  o°!  Il  n'y  a  qu'un 
mot  pour  qualifier  cet  article  du  programme  :  ineptie! 

10.  Prouver  que  a"''''=^  .  Si  les  rédacteurs  anonymes  possé- 
daient les  premières  notions  de  l'algèbre  (*),  ils  sauraient  que 
V égalité  a"**  =ije«<  une  définition.  Or,  on  ne  démontre  pas  une 
définition! 

Assez,  pour  aujourd'hui,  sur  ce  ridicule  Programme  officiel, 
qui  donne  une  idée  si  exacte  de  l'état  où  se  trouve,  en  Belgique, 
l'enseignement  des  Mathématiques  élémentaires.  Une  autre  fois, 
nous  parlerons  des  questions  proposées  dans  les  Concours  géné- 
raux. De  cette  manière,  le  tableau  sera  complet.         (E.  C.) 


BIBLIOGRAPHIE. 
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Cours  d'Analyse  de  l'École  polytechnique,  par  M.  Ch.  HEnniTE, 
membre  de  Tlnstitut,  professeur  à  l'École  polytechnique  cl  à  la 
Faculté  des  sciences.  Première  partie.  Paris.  Gaulhier-Villars, 
1873;  466  p.  in-8®.—  Mons.  Hector  Manceaux.  Prix  :  14  francs. 

Compte  rendu  analytique,  par  M.  P.  Mansion,  professeur  à 
l'Université  de  Gand.  (Extrait  du  Bullettino  di  bibliografia  et  di 
storia  délie  scienze  matematiche  e  fisiche,  l,  VI,  septembre  1873, 
Rome)  Gand,  Iloste,  1874;  80  p.  in-8^  Prix  :  2  francs. 


(•)  Depuis  mon  retour  à  Liège,  j'ai  appris  que  l'inventeur  des  questions 
analysées  ci-dessus  est  un  Professeur  de  mathéfnaiiques.  Triste!  Triste! 
comme  dit  Hamlcl. 
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L'ouvrage  de  M.  Hermite,  dont  nous  venons  de  transcrire  le 
titre,  suppose^  chez  le  lecteur,  la  connaissance  de  ralgèbre  et  des 
éléments  de  la  théorie  des  intégrales  indéfinies. 

De  tous  les  manuels  analogues,  c'est  celui  qui  contient  le  plus 
de  recherches  originales  et  qui  prépare  le  mieux  à  la  lecture  des 
grands  géomètres  contemporains.  Nous  allons  en  donner  une 
analyse  succincte. 

Introduction  (pp.  1-46).  Propriétés  des  fonctions  algébriques 
qui  conduisent  à  la  classification  des  intégrales  abéliennes  et  à  la 
transformation  des  fonctions  elliptiques;  notions  sur  les  fonctions 
simplement  et  doublement  périodiques. 

Calcul  diffh^entieL  Premiers  principes  (pp.  47-89).  Développe- 
ment des  fonctions  en  séries  :  exemples  remarquables.  Différen- 
tielles. Changement  de  variables  indépendantes,  avec  application 
à  des  équations  différentielles  célèbres. 

Applicalions géométriques  (jp^,  90-1 98).  Principes  de  la  méthode 
des  infiniment  petits  et  application  à  Taire  et  à  Tare  d'une  courbe. 
Théorie  du  contact  géométrique  des  courbes  planes  ou  gauches, 
des  courbes  et  des  surfaces,  ou  des  surfaces  entre  elles.  Toute 
cette  théorie  est  exposée  avec  le  plus  grand  soin,  et  divers  cas  sin- 
guliers sont  signalés  et  discutés.  —  Théorie  de  la  courbure  des 
courbes  planes  ou  gauches,  et  des  lignes  tracées  sur  une  surface. 
—  Courbes  et  surfaces  enveloppes. 

Applications  analytiques  (pp,  199-229).  Applications  du  théo- 
rème de  Taylor  à  la  recherche  des  vraies  valeurs  des  expressions 
indéterminées  et  à  la  théorie  des  maxima  et  minima. 

Formation  des  équations  différentielles.  Ce  dernier  sujet  est 
traité  avec  plus  d'étendue  que  les  précédents.  L'auteur  fait  con- 
naître diverses  équations  différentielles  remarquables. 

Calcul  intégral.  Premiers  principes  (pp.  231-280).  Dans  cette 
section,  l'ouvrage  de  M.  Ilermite  surpasse  tous  les  autres  traités 
connus,  à  cause  des  belles  recherches  originales  qu'il  y  a  fait 
entrer.  En  voici  le  contenu  : 

Remarques  sur  la  notion  d'intégrale  définie.  Théorie  des  cour- 
bes unicursales.  Détermination  directe  de  la  partie  algébrique  de 
L  6 
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rinlégrale  d'une  fraciion  rationnelle.  Classification  des  intégrales 
hyperelliptiques.  Détermination  directe  de  la  partie  algébrique  et 
de  la  partie  transcendante  de  Tintégrale  d'une  différentielle  irra- 
tionnelle où  entre  un  seul  radical  carré,  portant  sur  une  expres- 
sion du  second  degré.  Intégration  directe  des  différentielles 
transcendantes  qui  pourraient  devenir  algébriques  et  s'intégrer 
au  moyen  des  fonctions  élémentaires.  Chaque  théorie  est  accom- 
pagnée d'exemples  extrêmement  bien  choisis. 

Applications  géométriques  (pp.  381-439).  Les  matières  traitées 
sont  les  mêmes  que  celles  des  autres  manuels,  mais  on  y  trouve, 
en  outre  :  1®  de  nouveaux  détails  sur  les  courbes  unicursales  et 
sur  le  calcul  de  Taire  de  celles  de  ces  courbes  qui  sont  du  troi- 
sième ou  même,  dans  certains  cas,  du  quatrième  degré;  S*'  une 
notice  sur  les  courbes  du  genre  vn,  du  troisième  et  du  quatrième 
degré;  3®  une  exposition  très-simple  de  la  théorie  des  courbes  de 
Serret,  dont  l'arc  s'exprime  par  la  première  intégrale  elliptique. 
L'ouvrage  est  terminé  par  un  chapitre  sur  l'évaluation  des  inté- 
grales définies  (pp.  439-455).  C'est  un  exposé  élémentaire  de  la 
célèbre  méthode  de  Gauss.  M.  Hermite  fait  connaître,  en  parti- 
culier, une  méthode  nouvelle  pour  déterminer  la  valeur  appro- 
chée des  intégrales  de  la  forme 

'•"*'*      ç  (x)  dx 


f 


V/T 


Ce  qui  précède  suffira,  nous  l'espérons,  pour  donner  aux  lec- 
teurs une  idée  des  richesses  que  M.  Hermite  a  condensées  dans 
son  Cours  d'Analyse  (*).  {P.  M.) 


(*)  Nous  en  avons  publié  un  résumé  étendu,  où  toutes  les  théories  princi- 
pales sont  suffisamment  ébauchées  pour  qu'un  lecteur  attentif  puisse  les 
reconstruire  sans  trop  de  peine.  Ce  résumé  peut  servir  de  recueil  d'exer- 
cices pour  les  bons  élèves  de  nos  écoles  spéciales,  surtout  pour  les 
candidats  en  sciences  mathématiques.  (P.  M.) 
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SUR  L'INTÉGRALE    /"^  f, :-^^ X  dœ, 

J       V 1  —  2a  cos  a?  +  a*  / 

0 

par  J.  L.  W.  Glaisher,  M.  A.,  F.  R.  A.  S.,  professeur  à  l'Université  de  Cambridge. 


La  présente  Noie  nous  a  été  suggérée  par  la  belle  démon- 
stration de  M.  Hermite,  relative  à  celte  intégrale,  insérée  à  In 
page  37  de  la  Nouvelle  Correspondance. 

Considérons  Tinlégrale 

/T  sin'  xdx 

{a  —  CCS  x)'  —  Ç'  sin'x 

0 

a  étant  supposé  >  1  ;  et  développons  la  quantité  sous  le  signe 
intégral,  suivant  les  puissances  croissantes  de  -.  On  a  : 


(a  —  ces  x)'  —  f 4  sin'  x 

sinxf  .  \  \ "j 

2?    [^a  — cosx  — fsinx      a — cosx -4-$sinx  J 

Dans  le  second  membre,  le  coelficient  de-^  est 

.0" 

sinx 

—T-  f  (ces  X  -+-  ê  sin  x)"~*  —  (ces  x  —  §  sin  x)"~*l. 

Si  n  est  impair,  tous  les  termes,  dans  le  développement  de 
celte  expression,  contiennent  des  puissances  impaires  de  cosx; 
et,  après  l'intégration  entres  les  limites  0  et  tt,  le  coefTicient  de 
^  s'évanouit.  Ainsi,  il  suflit  de  considérer  les  puissances  paires 
de-,  comme  on  peut  le  démontrer  très-simplement  aussi,  par 
la  méthode  de  M.  Mansion,  en  écrivant  t  —  x  à  la  place  de  x 
dans  rintégrale. 
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Menons  donc  2n  à  la  place  de  n  ;  nous  voyons  que  le  coefli- 
cient  de  Ç^**,  dans  le  développemenl  de 

?îîî^[(cosx-f-Çsîna:f-*-(cosx-Çsinx)«--«], 


est 


C2n-4)  (2n-2).,.  (2n^2r  ~1)  _,,.,^_,  ^^,^^,^ 


l.2...(2r-Hl) 

Cette  quantité,  multipliée  par  dx,  puis  intégrée  entre  les 
limites  0  et  «■,  devient 

(2/i-1)...(2n-2r-1)     2n-2r-D  2n-2r-5        4  2r-^1   2r~4     1 

""       >l.2...(2rH-i)       ^        2ÏÏ  2n-2     "'2r-^4  ^  2r-*-2'    2r     "s 

__    2^|(n-1)(n~2)...(n^r)][l.5...(2n-i)][l.3...(2r-i.i)] 

""''  2'[i.2...r][1.3...(2r-+-4)][2.4...2«] 

"""^      1.2...r  2.4...  2»  1.2...r       / 

C'est  pourquoi  le  coefficient  de  ^  est  éjçal  à 

(i  +  ^y-'f  sin*»xrfx. 
Par  conséquent 

/jr  sin'xdx  _    /^rrsin'x       (1 -*- Ç*)sin*x  1 

(a-cosx)*~ê'sin'x""y      L    a'     '*^  ô*  J 

0  0 

/T        sin'xdx  "Il  ^  1  . 

a'-(iH-?)sin»x^rrçL'~    ■^'i/a^-il^'J' 

0 

ce  qui  donne,  en  posant  1  -4-  f*  ==  s,  le  résultat  de  M.  Hermite 
(iV.  C,  p.  40)  : 

/^?r  sin'xdx  wF  fl        I 

,/       1  — 2acosx-Ho* — fsin*x       ?[_  l/a'  — fj 
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En  écrivant  ^  à  la  place  de  a,  ci  ^  à  la  place  de  e,  nous 
trouvons  que  Ton  a,  dans  le  cas  où  à  <  1, 

/*r  sin^xdx  *'r     I  ^       T 

i  H-SacosxH-a'  —  tsin'x       eL  V/F^  1 

ce  qui  est  Tautre  résultat  de  M.  Hermite. 

En  égalant,  avec  M.  Hermite,  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  e,  dans  le  développement  des  deux  membres  de 
cette  égalité,  nous  voyons  que,  pour  a  <  1, 

(  — A  rfar=      ^  ;    ^ — ^  n  =  f   sin*"  xdx . 

\i-2ttcosaT+a7  2.4...  2n  •/ 

0 

La  proposition  de  M.  Liouville  (iV.  C.y  p.  24)  est  donc  démon- 
trée, dans  le  cas  où 

F(x)=  Ao  -♦-  A,x  -♦-  AjX*  -t-  •••,  . 

qui  contient  presque  toutes  les  formes  utiles  de  F,  logx  excepté, 
cette  fonction  ne  pouvant  pas  être  développée  suivant  les  puis- 
sances croissantes  de  oc. 

Il  est  remarquable  que^  de  Tintégràlc 

/^  sin'xrfx  n 

(a  —  ces  xy  -k-  §  sin'x  ^  S-h  i/& '    ^^       ^ 

nous  déduisons,  en  intégrant  par  rapport  à  $, 

f   log  [(a  —  cosx)' -H  Çsin'x"]  dx  =  271  log • 

Londres,  12  janvier  1875. 
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ÉQUATION  FOCALE  DES  CONIQUES, 
EN  COORDONNÉES  TANGENTIELLES. 


1.  Pour  exprimer  qu*ime  droite  et  une  conique,  respective- 
ment représentées  par 

Ax4-By-4- C  =  0, (1) 

(x— «)«  +  (y  — p)«  =  (mxH.ny  +  p)',  .    .     .    (2) 

sont  tangentes  Tune  à  Tautre,  il  suffit  d*identifier  1  équation 
(1)  avec  celle  de  la  tangente  à  la  conique,  au  point  (x',  y')»  ^^ 
d'éliminer  x\  y' y  entre  les  équations  de  condition  obtenues  et  la 
relation 

(x'  -  ay  +  {y'  -  p)«=  (fitx'  4-  ny'  +  p)\ 

Si  k  désigne  un  facteur  indéterminé,  on  trouve  d*abord  : 

x'—  a  — m(iîtx'  -4-ny'  h-  p)  =  fcA, 

y'  —  p  —  n  ('mx'  -♦-  wy'  +  p)  =  fc  B , 

a{x'  —  a)  H-  p (y'  —  p)  -f-  p{wx'  -f-  ny  H- p)  =  —  A  C; 

d'où  en  considérant  x' — a,  y'  —  (3,  wwc'  -h  ny'  -h/)  comme  des 
inconnues,  et  en  posant 

Aa  +  Bp  -f-  G  =  H,    ma  -♦-  wp  H-  p  =  N  : 

iwx  -♦■  ny'  -•-  p  =  —  fc  — - , 

Par  conséquent,  la  relation  cherchée  est 
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ou 
N'(A*-*-B^  — 2MN(Am  +  Bn)+M'(m'+n«— i)  =  0.     .    (3) 

Nous  allons  en  faire  l*appliea(ion  à  deux  problèmes  qui,  traités 
par  le  calcul,  présentent  certaines  difficultés. 

9.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  tangentes  à  trois 
droites  données. 

Soient  : 

X  cos  f*i  -♦-  y  siii  fii  —  pi  =  0, 

xcosfAi-*-  y  sin  f*^  —  p,  =  0, 
X  cos  f*3  -*-  y  sin  f*s  —  Pi  =  0 

les  équations  des  droites  données.  Si  Ton  représente,  par^léqua- 
tion  (2),  la  parabole  variable,  les  conditions  du  problème  sont  : 

m*  -fr-  /i'  =  I , 

\        m  cos  ACi  -f-  n  sin  /U| 
^""  N~  ' 

i        m  cos  fA,  4-  n  sin  A<i 
^""  N 

1        m  cos  fA,  +  n  sin  f^, 


N 


.     W 


d,,(Î2,  <Î3  représentant  les  quantités  acosfX|  -+-  Psinfxi  —  p,,  eic. 
L'élimination  de  ^,  ^,  entre  les  équations  (4),  donne,  pour 
le  lieu  cherché , 


sin  (ft,  —  /K,)       sin  (fxg  —  f*i)       sin  (f*|  —  fi^) 


cT, 


(^5 


=  0; 


ce  qui  est  Téquation,  bien  connue,  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
formé  par  les  droites  données  (*). 


(*)  Ce  résultat  est  évident  a  priori  si  l'on  se  rappelle  les  deux  théorèmes 
suivants  : 

\^  Le  lieu  des  projections  du  foyer,  sur  les  tangentes  à  la  parabole,  est  la 
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•.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données,  et  dont  le  cefitre  est  donné. 
Soient  (a,  6)  les  coordonnées  du  centre^  ci 

X  ces  Al  -H  y  sin  /*!  —  p,  =  0, 

X  COS  /U,  H-  y  SÎn  fX, p,  sa  0, 

les  équalions  des  droites  données.  Les  conditions  du  problème 
s'expriment  par  : 

a  —  «  =  m(tna  H- n6 -»-p),  .....     (5) 

6  —  p=  n{ma'^  nb -^  p)^ (6) 

N*  —  2N(?i(mcosA«i  -^  »sinfA,)-t-  <îî(m'-t-n'—  i)  =  0,  ) 

N'  —  2Ncîi(m cosfA,  h-  n  sin  fAj)  -h  ^  (m*  -h  n*  —  I )  =  0.  ) 

Pour  obtenir  Téqualion  du  lieu,  il  suffit  d'éliminer  m,  n,  p 
entre  les  relations  (5),  (6),  (7).  Posons 

ma -f- n6 -♦-psss  X, (8) 

l  étant  une  inconnue  auxiliaire. 

Des  équations  (5),  (6)  et  (8),  Ton  tire 


par  conséquent  : 
m' H-  »*  —  i  = 


(«-«)*-»- (6 -p)' 


<= 


R'-i'      \ 


N  s=  ma  H-  n^  -f-  p  : 


R'-a* 


m  COS  Pi  -*-  «  sin  /«j  s= 


^-<ri    ^ 


m  COS  /Ut  +  n  sin  /u«  =- 


(9) 


tangente  au  sommet  (Manuel  de*  eandidtU*  à  l'École  polytechnique,  tome  I, 
p.  423); 

2<>  Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées,  d'un  point  d'une  circonférence^ 
sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit^  sont  sur  utic  même  droite  {Théorèmes  et  pro^ 
blêmes  de  Géométrie  élémenlairey  p.  30).  (E.  C.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  89  — 

R2 ,  d'^ ,  d'j  désignant (o — «)^  -h  (6 — (3)',  acos/ji^  -+-  6sinfji|  — p^ , 
o  cos  fXj  H-  6  sin  /xj  —  pj. 
Au  moyen  des  valeurs  (9),  les  équations  (7)  deviennent  : 

R^  ^  X*  -^  [Ut  —  ât)âi=0; 
et  i  élimination  de  l^  donne  : 

2(<y,(r,-^cîi<r,)-(c^-(îî)=o, 

ou 

(J,-cr,)'-(<r,-cr,)'=^î-^în.   ...  (A) 

On  peut  eonsidérer  5|,  (îj  eomme  les  coordonnées  du  foyer  (**), 
et  S^,  ^2  comme  celles  du  centre;  alors  on  conclut  facilement, 
de  réquation  précédente  (A),  que  le  lieu  cherché  est  une  hyper- 
bole équilatère,  concentrique  avec  toutes  les  coniques,  et  admet- 
tant un  système  de  diamètres  conjugués  parallèles  aux  droites 
données. 

4.  Remarque.  Le  problème  est  résolu,  pour  le  cas  de  deux 
tangentes  rectangulaires,  dans  le  Manuel  des  candidats  à  l'École 
polytechnique.  La  méthode  employée  par  M.  Catalan,  et  repro- 
duite par  M.  Falisse  (***),  me  paraît  fautive,  bien  que,  par  suite 
d'un  hasard  heureux,  le  résultat  final  soit  exact.  En  effet.  Fau- 
teur ramène  la  recherche  du  lieu  à  Félimination  de  X  et  p  entre 
les  équations 

>'  —  px  —  [a{a  —  a)  -h  6(6  -  p)]  =  0, 

(p«  — P')>'4-2ap(tt-«)X  +  (a'-*-p')(a  — a)'  =  0,}    .     .     (P) 

(p»  —  ««)X'  -4-  2pp(6  —  p)  X  -4-  (a'  -H  f){b  —  p)*  —  0. 


(*)  On  arrive  immédiatement  à  la  relation  (A),  et  par  suite  h  Téquation 
du  lieu,  en  s^appuyant  sur  ce  théorème  :  Le  lieu  des  projections  du  foyer,sur 
les  tangentes  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole^  est  une  circonférence,  et  en 
construisant  te  lieu  par  points  {Manuel  des  candidats,  tome  I,  p.  481). 

(E.C.) 

(**)  Ce  sont  les  distances  de  ce  point  aux  droites  données.       (J.  N.) 

(***)  Cours  de  Géométrie  analytique» 
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«  Or,  dit-il,  les  équations  (P),  dans  lesquelles  X  est  l'inconnue, 
doivent  être  identiques  ;  donc 

<tp(a—a.)      ^3p(6  — P) 


P'-P'  P* 


■  a 


et  réiimination  de  p,  entre  les  équations  (Q),  donne  la  relation 
cherchée. 

Observons  d'abord  qu'il  suffit  que,  pour  une  même  valeur  de 
p,  les  équations  (P)  aient  une  seule  racine  commune.  D'ailleurs, 
si  elles  étaient  identiques,  on  aurait  les  trois  résultats  différents  : 

2a(a-a)[a(a-«)+6(6-(3)]=(«>^^«)(«-p)«, 
2(5(6  -  P)  [a(a  -  «)  4-  6(6  -  jB)]  =(«•  +  j5«)  (6  -  p)\ 

«(«—«)    ^   («—«)'    ..V 

5.  On  peut  parvenir  à  une  équation  langenticlle  (**)  remar- 
quable» en  modifiant,  comme  il  suit,  les  calculs  du  §  1. 
L'origine  étant  au  foyer,  soient 

Ax  -♦-  By  — 1  =:0, 

mx  -4-  ny —  1=0, 

X*  -H  y'  =p'(mx  H-  »y  ~  i) 

les  équations  d'une  tangente,  de  la  directrice  et  de  la  conique. 
En  identifiant  la  première  avec  celle  de  la  tangente  au  point 
(x',  y')j  on  trouve 

x'  —  mp^  (mx'  -f-  nty'  —  1  )  =  A  A, 
y'  —  «p'  {mx'  -^  ny*  —  i)  s=  A  B , 
p'  (mx'  -♦-  ny'  —  i)  =  A; 


(*)  Probablement,  la  solution  dont  il  s'agit^,  a  été  rédigée  avec  trop  de  pré- 
cipitation. Quoi  qu'il  en  soit,  les  objections  de  M.  Neuberg  me  semblent  très- 
justes.  (E.  C.) 

(**)  J'admets  coordonnées  tangenUellcs  ;  mais  équation  langentielle  est  une 
ellipse  bien  forte.  Dirait-on  :  équation  recliligne?  (£.  C.) 
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d^où 

k 
mx'  -t-  »y'  — 1  =  — »     x'==*(A— m),    y  =  fc(B  — m). 

Par  suite,  en  vertu  de  la  relation 

x'«  -k-  y"=p'  (mx'  -♦-  «y  —  1)', 
on  a 

(A-m)>  +  (B-n)»  =  ^.     ....    (^q) 

Cette  équation  offre  la  plus  grande  analogie  avec  celle  de  la 
circonférence  :  A,  B  remplacent  les  coordonnées  courantes  x, 
y;  et  w,  n  remplacent  celles  du  centre.  Aussi  peut-on  regarder 
cette  équation  (10)  comme  exprimant  un  mode  de  génération  des 
coniques,  au  moyen  de  la  circonférence. 

En  effet,  considérons  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
foyer  de  la  conique  et  représentée  par  Téquation 

Soient  a,  (3  les  coordonnées  du  pôle  de  la  droite  (A,  B)  par 
rapport  à  cette  circonférence;  [t.^  v  les  coordonnées  du  pôle  de  la 
directrice  (iw,  n).  On  trouve  facilement  : 

A       *     R=  P     ^       '*     «       ^  . 
R*  R'  R*  R" 

de  sorte  que  l'équation  (10)  devient  : 

(«-,.)'+(p-.)'=^*. 

Elle  est  donc  la  traduction  analytique  de  ce  beau  théorème  de 
Poncelet  : 

La  polaire  réciproque  d'une  circonférence  C,  par  rapport  à  une 
autre  circonférence  C,  est  une  conique  ayant  pour  foyer  le  centre 
de  C  et  pour  directrice  la  polaire  du  centre  de  C. 

Pour  terminer,  observons  que  la  constante  p  est  le  paramètre 
de  la  conique.  J.  Neuberg. 
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EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


SUR   LES    FRACTIONS   DÉCIMALES   PÉRIODIQUES. 

1.  Appelons  x  la  première  moitié^  y  la  seconde  moitié  de  la 
période  d*une  fraction  décimale  périodique  simple^  cette  période 
ayant  2r  chiffres.  Supposons»  en  outre,  que  la  fraction  généra- 
trice ait  la  forme 

9x  -f-  a 


9(10' +  i) 
On  aura 


(I) 


9a;  -♦-  a  x         y  x 


9(10' +.r       10'       10»'       10" 

d*oÙ9  en  effectuant  les  calculs, 

x^y  =  a  X  1111  ..., (2) 

le  nombre  des  1   étant  r.  On  doit  remarquer  que  y  peut  être 
négatif  et  a  >  10.  La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie. 

On  déduit  de  là  un  moyen  rapide  pour  mettre,  sous  forme  de 
fractions  ordinaires,  les  fractions  périodiques  simples  dont  la 
période  xy  satisfait  à  la  condition  (2),  et  de  réduire,  en  fractions 
périodiques  simples,  les  fractions  ordinaires  de  la  forme  (1).  Ce 
moyen  réussit  surtout  si  a  est  divisible  par  3  ou  par  9. 

Exemples  : 

9.123-^7      11U 

0,7865  7865...  =?:^i^=^. 
9(10'+ I)      909 

9-801  -»-  9         802 
0,00080.999198  000801999198...»  ,^,0^;:^=  j^oSÔT ' 
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1082       9.i20  +  2 
"•     7::^  ^  ^.,^,     .V  =0,120102  120102... , 
9009       9.(10» -^1) 

526        9.58  4-4 

9Ô9  =  9(?Ô^irT)=0'««^*    58U...  ==  0,5786    5786... 

9.24  ^  10 


9009  ^  9(10»  4-  ^)  =  0'^24a86  24a86...=0,02508C  025086. 

Dans  le  dernier  exemple,  a  =  10;  dans  le  précédent,  1  el  4 
soni  éerifs  à  la  place  de  —  1  et  —  4. 

9.  Dans  le  cas  où  a  est  divisible  par  9,  on  peut  remplacer 
l'expression  (1)  par 

lô^^TT ^'^ 

Les  Tractions  de  cette  espèce  se  mènent  immédiatement  sous 
forme  de  fraction  périodique,  comme  nous  Tavons  déjà  fait 
remarquer,  puisque 

X  -*-  y  =  9999..., 

dans  le  cas  actuel.  Ainsi 

15679 


100001 


0,1567884321   1567884321... 


11  en  est  de  même,  par  suite,  pour  toute  fraction  dont  le  déno- 
minateur est  i  de  lO»"-*-!.  En  multipliant,  en  effet,  les  deux 
termes  de  celle  fraction  par  w,  on  la  ramène  &  la  forme  (3).  Pour 
réduire  les  fractions  de  cette  espèce,  en  fraction  périodique,  il 
suffit  donc  de  chercher  r  chiffres  de  la  période;  les  r  autres  sont 
les  compléments  de  ceux-ci,  par  rapport  h  9. 

Exemples  :  10'  -h  1  =  1001  =7  x  ^  1  X  ^3.  Il  en  résulte  que 
les  fractions 

111111 
7'    ir    13'    17'^Jèi'    143 
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jonissonl  toutes  de  la  propriété  exprimée  par  l'égalité  (2).  Ainsi 

y  =  0,142857  142857...;    U2  4-  857  =  999, 

-L  =  0,090909  090909...;    090  h-  909  «  999, 
11 

1 

-—  =  0,006993  006993...;    006  -^  995  =  999. 
i43 

Pour  ji ,  on  voit  que  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  csl 
en  réalité  moindre  que  r;  r  est  donc  simplement  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  chiffres  de  la  période. 

S.  Si  Ton  pose 

9x  -*-  o        N        X  R 


9(10' H- 1)       D      10'      D.IO' 

X  -hy  =  a(10'  — 1), 

on  trouve 

R^N  =  a(10'+  1). 

Exemple  : 

71  655       7  958              58  378 

on  a 


90  009       10  000       0.(10* -♦- 1)10*' 

71635-t-  58  378=13(10  001). 

(Broda,  Archives  de  Grunert,  t.  LVl,  p.  85-98  ; 

(P.  M.) 

RACINE   CUBIQUE   d\nE    EXPRESSION    IMAGINAIRE. 


Si 


on  a 


V/a  -t-  6i  =  x-t-yi,    i=|/  —  1, 

x' — Dxy'  =  a, 
3xîj/  —  y*  =  6. 
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Élevant  au  carré  ces  équations,  les  ajoulani,  puis  extrayant  la 
racine  cubique  du  résultat,  il  vient 

x'  -h  y«  =  l^'o»  H-  6* (1) 

Cette  équation,  combinée  avec  les  précédentes,  donne  deux 
équations  du  troisième  degré,  pour  déterminer  xeiy.  Si  ocf  etj/i 
sont  deux  racines  de  ces  équations,  satisfaisant  ù  Téqualion  (1), 
on  trouve  : 

l^a  -♦-  bi  =  Xi  -♦-  y,t 

—  ^1  -♦-  yi  1^3       Xi  Vz  -+-  y,  . 

^  —  af«  —  y,  V^5       X|t^  — yi  . 
Exemple.  Si  a  =  2,  6  =  H  ,  on  a  «i  =  2,  y,  =  i . 

(SiMONY,  Archives  de  Grunert,  t.  LV,  p.  72-76.) 

(P.  M.) 

SUR   LES   DÉVELOPPÉES    DES   COURBES   PLANES. 

1.  On  peut  mettre  Véquation  de  la  tangente,  à  une  courbe 
plane  quelconque,  sous  la  forme 

y  cosw  —  xsiDtt  =  ç(M), (i) 

X  et  y  étant  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  de  la 
courbe;  w,  Tangle  de  la  tangente  avec  l'axe  des  x;  9 (m),  la  dis- 
tance de  cette  tangente  à  l'origine. 

La  courbe  étant  l'enveloppe  de  ses  tangentes,  on  en  trouvera 
l'équation  en  éliminant  u  entre  l'équation  (1)  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  u  : 

—  ysintt  —  xcosM  =  ç'(u) (2) 

Cette  seconde  équation  représente  la  normale  à  la  courbe,  au 
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point  de  contact;  car  c'est  Tcquation  d'une  perpendiculaire  h  la 
tangente,  passant  par  le  point  de  contact. 

La  développée  de  la  courbe,  étant  Fenveloppe  de  la  normale, 
est  représentée  par  Féquation  (2)  et  la  dérivée  de  celle-ci  : 

—  y  cosw  H- xsinM  =  ç"(t*) (3) 

De  même,  les  développantes  de  la  courbe  primitive  devant  avoir 
pour  normales  les  tangentes  à  celle-ci,  seront  représentées  par 
réquation  (1)  et  la  suivante,  qui  en  est  Tintégrale: 

y  siuu -H  a:costt  =  C -H  /*(p(t/)dii    ....    (4) 

En  employant  les  dérivées  à  indices  négatifs  pour  indiquer 
des  intégrales,  et  représentant  l'équation  (i)  par  U  =  0  ou 
D^O  =  0,  on  peut  résumer  les  résultats  qui  précédent,  dans  le 
tableau  suivant  : 

^    '(  développante. 

courbe  donnée  { 

De  même,  la  w«*"»*  développée  est  donnée  par  les  équations 

D-U^O,    D-'+'U  =  0; 

et  il  est  tout  aussi  facile  d'écrire  les  équations  de  la  m««»**  déve- 
loppante. 

!t.  Le  rayon  de  courbure^  de  la  courbe  donnée,  est  la  distance 
des  droites  représentées  par  les  équations  (1),  (2),  droites  don! 
les  distances  à  l'origine  sont  y  et  —  y".  Donc 

p  =  cp'(tt)-».ç"(u). 

De  même,  les  rayons  de  courbure  pi,  pa,....,  des  développées 
successives,  sont  donnés  par  les  formules 
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et  celui  de  la  développante,  par  la  formule 

P-,='y9(ti)den-9'(i/). 

La  première  de  ces  valeurs  s'obtient  par  un  calcul  direct;  les 
autres  s'obtiennent  au  moyen  des  formules 

r/p  rfp4  _  rfp-i 

Celles-ci  se  déduisent  de  la  définition  du  rayon  de  courbure  e(  des 
relations  connues  : 

dp  =  rfsi ,    c/p,  =  dsj ,  •  •  • ,    c/p_i  =  ds , 

entre  les  rayons  de  courbure,  et  les  arcs  s,  «,,  s,-,  de  la  courbe  et 
de  ses  développées. 

On  a,  a  cause  de  ces  mêmes  relations,  pour  les  valeurs  des 
arcs  s,  .S|,  s^,...  : 

s    =y(p(w)rfM  -♦-Ç'(u), 
8i  =  (f{u)  -^  ?"(t/), 

s,==cp'(M)-*-(p'"(w),  etc. 

s.  La  podaire,  relativement  à  Torigine  des  coordonnées,  de  la 
courbe  donnée  par  les  équations  (1)  (2),  c  est-à-dire,  le  lieu  des 
projections  de  ce  point  sur  les  tangentes,  est  représentée  par 
réquation  (1)  et  par  I  équation 

y  sinw  -♦-  xcos«  =  0, 

qui  est  celle  d'une  parallèle  à  la  normale,  menée  par  Torigine. 
L'équation  (2),  avec 

y  cosu  —  xsinw  =  ?(t/)  -♦-  C, 

C  étant  une  constante,  donne  la  courbe  parallèle  à  celle  qui  est 
représentée  par  les  équations  (1)  et  (2),  c'est-à-dire  la  courbe 
ayant  mêmes  normales  et  par  suite  même  développée. 

L  7 
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4.  L'emploi  de  la  fonction  9(11)  permet  de  résoudre  sans  peine 
divers  problèmes,  en  apparence  irès-compliqués,  et  d'établir 
divers  théorèmes  que  Ton  démontrerait  moins  facilement  d'une 
autre  manière.  Exemples  : 

1®  Trouver  une  courbe  dont  le  rayon  de  courbure  et  ceux  de 
ses  développées,  jusqu'à  la  n'**** ,  soient  liés  par  une  équation 
linéaire. 

^  La  spirale  logarithmique  est  la  seule  courbe  qui  soit  coupée, 
sous  un  angle  constant,  par  la  droite  menée,  de  chacun  de  ses 
points,  au  centre  de  courbure  de  sa  développée. 

3®  Parmi  les  courbes  parallèles  à  la  courbe  dont  le  rayon 
vecteur^  issu  d'un  point  fixe,  passe  constamment  par  le  centre 
de  courbure  de  sa  développée,  se  trouvent  celle  dont  le  rayon 
de  courbure  est  proportionnel  au  rayon  vecteur.  L'arc  de  cette 
courbe  parallèle  est  proportionnel  à  celui  de  sa  podaire.  (Nico- 
LAÏDÊs,  AnalecteSj  ou  Mémoires  et  Notes  sur  les  diverses  parties 
des  Mathématiques^  livraison  septième,  pp.  178-194.  Athènes. 
1872.)  (P.  M.) 

LES  CUBIQUES    UNICURSALES   SONT   DES  GISSOÎDES. 

Les  cubiques  unicursales,  c'est-à-dire  celles  qui  ont  un  point 
double,  un  point  isolé,  ou  un  point  de  rebroussement,  peuvent 
être  déduites  des  coniques,  comme  la  cissoïde  de  Dioclès  est 
déduite  du  cercle. 

Soient  données  une  conique  C  et  une  droite  P,  représentées 
par  les  équations 

ax'  -♦-  bxy  -f-  cy*  -♦-  dx  -*-  ey  s=a  0, 
mx  -¥■  ny  -^  p  =  0; 

l'origine  des  coordonnées  étant  un  point  0  quelconque  de  la 
conique.  Menons,  par  0,  une  droite  Q  coupant  G  en  N  et  P  en 
M  ;  puis  portons  sur  cette  droite,  à  partir  de  M,  dans  le  sens 
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MO,  une  longueur  ML  égale  à  ON.  Le  lieu  du  point  L,  quand  la 
droite  Q  tourne  autour  du  point  0^  est  une  cubique  représentée 
par  les  équations 

y  ==  «J^> 

p  d-k-  eu 

m  -^  nu      a  -^  bu  -¥-  cm' 

y=ux  étant  Téquation  de  la  droite  Q.  Éliminant  u,  on  trouve 

{ax*  -t-  bxy  -f-  cy')  (iwx  -h  wy  +  p)  —  (wx  +  ny]  [dx  -4-  ey)  =0. 

Toute  cubique  ayant  un  point  double  à  lorigine  a  une  équa- 
tion de  la  forme 

a«x'  +  bix'^y  -*■  r|Xy'  ■+•  d^t^  n-  C|X*  +  f^xy  -4-  5,^' =0, 

qui  peut  être  identifiée  à  la  précédente. 

Pour  6*  —  4oc  >0,  la  cubique  a  trois  asymptotes  réelles;  poui 
6^  —  4ac  <  0, elle  a  deux  asymptotes  imaginaires  et  une  réelle; 
si  fc* — 4ac=0,  il  y  a  deux  asymptotes  réelles,  dont  l'une  est 
la  limite  des  deux  asymptotes,  réelles  ou  imaginaires,  des  cas 
précédents. 

Si  P  coupe  C  en  A  et  en  B,  0  est  un  point  double  de  la  cubi- 
que; les  tangentes  en  ce  point  sont  OÂ,  OB.  Si  P  touche  G  en 
E,  O  est  un  point  de  rebroussement  de  la  cubique  :  la  tangente 
en  O  est  OE.  Enfin  si  P  ne  rencontre  C  en  aucun  point  réel,  0 
est  un  point  isolé. 

(K.  Zahbadkik,  Archives  de  Grunert,  t.  LVI,  pp.  8-iO.) 

(P.  M.) 

CONSTRUCTION  DES  RACINES  RÉELLES  d'uNE  ÉQUATION  DU  QUATRIÈME  OU 
DU  TROISIÈME  DEGRÉ,  AU  MOYEN  d'uNE  PARADOLE  FIXE.  TRISECTION 
DE  l'angle. 

1.  Les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  la  parabole  et 
du  cercle  représentés  par  les  équations 

y'=2x, 

(x-a)'-h(y~6)«  =  r», 
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sont  les  racines  réelles  de  Téquation 

g..a)V(y-6)*=r« (0 

On  peut  identifier  celle-ci  avec  une  équation  quelconque  du 
quatrième  degré  : 

«*  H-  Az«  -♦-  Bz  ^  C  ==  0, (2) 

pourvu  que  Ton  pose,  d  étant  arbitraire  : 

y  =  dz, 
i  —  a       A      86       ^       ^     «•-+./)•-  r«      C 


=  7'  :j-^b=«' 


cT  4      ci»  '  c/*  4 

On  trouve,  au  moyen  de  ces  relations,  des  valeurs  réelles  pour 
a,  by  Vy  excepté  si  Téquation  donnée  n*a  pas  de  racines  réelles, 
comme  on  le  voit  au  moyen  de  Téquation  (1). 

Pour  trouver  les  racines  de  I  équation  du  troisième  degré 

«»-*- Az-+-  B  =  0, 

on  suppose,  dans  les  calculs  précédents,  C  =  0.  Dans  ce  cas, 
a^-f-6'  —  r'  =  0;  autrement  dit,  le  cercle  variable  passe  par 
Torigine  des  coordonnées,  ou  par  le  sommet  de  la  parabole. 

%,  Considérons  Téquation 

jT*  —  •-  Z  s=  -  COS  09, 

4         4 
à  laquelle  conduit  la  trisection  de  Tangle  3(p;  les  racines  sont 

z==cos(p,     r  =  cos  (cpdi  -  ïrj- 

On  trouve,  dans  le  cas  actuel,  en  faisant  d=>4  : 
a  =  4,    6=2cosâ(p. 
On  est  ainsi  conduit  à  la  construction  suivante.  Sur  Taxe  OX, 
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porter  une  longueur  0M=4;  de  ce  point  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  %  décrire  un  cercle;  par  le  point  M,  élever  une  per- 
pendiculaire MN,  à  OM;  mener  une  droite  MP  faisant,  avec  MN, 
un  angle  égal  à  39,  et  coupant  le  cercle  en  P  ;  enfin,  de  P,  abais- 
ser une  perpendiculaire  PQ  sur  MN.  Le  point  Q  est  le  centre  du 
cercle  passant  par  0,  et  coupant  la  parabole  en  trois  points,  dont 
les  ordonnées  sont  les  quadruples  des  racines  de  Téquation 
donnée. 

(R.  HOPPE,  Archives  de  Grunert,  t.  LVI,  pp.  iiO-ilS.) 


jULa 

SUR   LES   POLYGONES   RÉGULIERS. 

t.  Construction  nouvelle  du  pentagone  régulier  et  du  décagone 
régulier.  Soient,  dans  une  circonférence  ayant  le  point  0  pour 
centre,  AOB,  COD,  deux  diamètres  perpendiculaires;  BF,  le  côté 
de  rhexagone  régulier  inscrit  à  cette  circonférence.  Du  point  F, 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  côté  BC  du  carré  inscrit, 
décrivons  une  circonférence  qui  rencontre  le  diamètre  AB  en 
deux  points  I  et  T,  Tun  intérieur,  Tautre  extérieur  à  la  première 
circonférence.  Les  distances  01,  01',  Cl,  CI'  sont  respectivement 
égales  au  côté  du  décagone  régulier,  au  double  de  Tapothème 
du  pentagone  régulier,  au  côté  de  ce  pentagone,  et  au  double  de 
Tapothèmc  du  décagone  (*).  On  déduit,  de  ce  théorème,  une 
construction  nouvelle  et  très-simple  de  ces  deux  polygones. 

Corollaire.  Le  triangle  IGF  étant  rectangle,  le  carré  de  la 
somme  du  côté  du  décagone  et  du  double  de  Tapothème  du  pen- 
tagone est  égal  à  la  somme  des  carrés  du  côté  du  pentagone  et  du 
double  de  Tapothème  du  décagone. 


(*)  On  peut  remarquer,  avec  Roucaé  et  Gombbrocsse  {Traité  de  géom. 
élém.,  première  cdit.,  p.  268),  que  J,  milieu  de  OB,  est  à  égale  distance  de  I, 
C  et  I'. 
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9.  Calcul  du  côté  d^un  polygone  régulier  quelconque.  Considé- 
rons un  polygone  régulier,  ayant  c  pour  côté»  inscrit  à  un  cercle 
dont  le  rayon  est  r.  Soient  : 

(xi,  y,),    (x„y,), -.  (x.,y.) 

les  coordonnées  rectangulaires  des  sommets»  Torigine  étant  au 
centre  du  cercle,  et  Taxe  des  abscisses  passant  par  Tun  des  som- 
mets, de  sorte  que  Ion  a, par  exemple, x^  =»  r,  yi  =  0.  On  peut 
déterminer  c,  en  éliminant  les  autres  inconnues  entre  les  équa- 
tions suivantes  : 

X,  H-  r,  yt  =  0,    (x,  —  or,)'  -4-  (y»  —  y,)*  =  c", 
xî  +  yî  —  r»,       (x,  —  or,)*  -^  (y,  —  y,)*  =  c\ 


x;  =  y;  «=  r»,       (x.—  X,)*  ^  (y.—  y,)*  ==  c*. 

Ces  équations,  en  nombre  (3fi+  1),  expriment  que  chaque 
sommet  est  à  une  distance  r  du  centre,  et  à  une  distance  c  du 
sommet  voisin. 

Il  est  facile  de  voir  que  Ton  peut  laisser  de  c6té  un  grand 
nombre  de  ces  équations  et  arriver,  néanmoins,  à  la  valeur  de  c. 
Par  exemple,  si  n=  4*1',  il  suffit  d*exprimer  les  conditions  pré- 
cédentes pour  n'  côtés;  si  n'=sin',  n'  étant  impair,  il  suffit  d'en 
considérer  n'  -h  1.  En  outre,  dans  plusieurs  cas,  on  simplifie  les 
calculs,  en  employant  comme  inconnue  auxiliaire,  la  corde  qui 
soutend  un  arc  double  de  celui  que  soutend  le  côté  c. 

L*auteur  du  travail  que  nous  analysons  applique  la  méthode 
précédente  au  calcul  du  côté  de  chacun  des  polygones  réguliers 
de  3,  4,  S,  6,  7,  8,  9  côtés.  Il  trouve,  en  particulier,  que  le  côté 
de  riieptagone  est  à  peu  prés  la  moitié  de  celui  du  triangle  équi- 
latéral.  Il  arrive  aussi  à  une  construction  nouvelle  du  côté  du 
pentagone.  Les  éliminations  auxquelles  on  est  conduit  par  cette 
méthode  peuvent  fournir  de  bons  exercices  de  calcul  algébrique. 

S.  L*auteur  remarque,  à  propos  de  Theptagone  et  de  Ten- 
néagone,  qu'au  point  de  vue  graphique,  le  côté  du  polygone 
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régulier  inscrit ,  de  n  côtés ,  est  sensiblement  égal  à  la  moyenne 
arithmétique  entre  les  côtés  des  polygones  réguliers  de  (n  +  i) 
et  de  (n  —  1)  côtés.  L'approximation  est  d'autant  plus  grande 
que  n  est  plus  grand  (Résumé  de  I  écrit  intitulé  :  Mémoire  sur 
le  calcul  et  la  construction  des  polygones  réguliers j  par  E.  Ferron, 
ingénieur,  professeur  &  TAthénée  de  Luxembourg).  Extrait  des 
publications  de  l'Institut  R.  G-D.,  Section  des  sciences  natu- 
relles. Luxembourg,  V.  Buck,  1874.  23  p.  in-8^  et  une  planche. 

(P.  M.) 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  i9* 

Éliminer  a  ef  b  entre  les  équations 

X  =3 m sina cosa  co86,    y  =  m  sinb  cos6  cosa, 
a  -\-  b  =  B; 

G  étant  l'angle  des  axes.  Discuter  l'équation  résultante. 
M.  Van  den  Brocck  donne  le  résultat  de  Télimination  : 

(x*  -f-  w*  -i-  2xM  cos  e)*  -  .  - 

—^ ^   ^  ,      ^  =  w'8m'9;     ...     (I) 

(x  -+-  y  cos^)  (y  -^  X  cosô)' 

puis  il  discute  la  courbe  représentée  par  cette  équation  (1),  après 
ravoir  rapportée  à  ses  axes  principaux  :  celte  courbe  est  une 
sorte  de  quadrifolium.  Enfin,  Tauieur  de  la  Note  que  nous  ana- 
lysons remplace  l'équation  (1  )  par  celle-ci  : 

Il  a=s  m  sine  cos(a  -f-  »)  cos(a  —  »)(*),     .    .    .    (2) 
dont  la  discussion  est  extrêmement  simple. 

(*)  Poor  former  réqnation  (2)  (ou  une  équation  équivalente),  il  suffit  de 
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M.  Van  den  Broeck  fait  cette  remarque  intéressante  :  Véqua- 
tionÇl)  représente  le  lieu  du  piedPdela  perpendiculaire  abaissée^ 
de  l'origine^  sur  une  droite  AB,  de  longueur  invariable^  dont  les 
extrémités  glissent  sur  les  droites  fixes  Ox,  Oy, 

L'enveloppe  de  AB  est  une  courbe  remarquable  (*),  dont  on 
obtient  un  point  M  en  menant  AC  perpendiculaire  à  Ox,  BC  per- 
pendiculaire à  Oy,  puis  CM  perpendiculaire  à  AB.  Conséquem- 
ment,  la  courbe  discutée  par  M.  Van  den  Broeck  est  la  podaire 
de  celte  enveloppe.  Diaprés  un  ihéorème  connu,  très-facile  à 
démontrer,  la  normale  en  P,  à  cette  podaire,  passe  au  milieu  I 
du  rayon  vecteur  ON,  etc.  (E.  C.) 


Question  13. 

Le  nombre  (2a)  (2b)  (2c)  abc  est  divisible  par  23  et  29. 

(E.  Hain.) 

En  effet,  (2a)  (26)  (2c)  abc  =  (2a)  (26)  (2c)  000  -+-  a6c 
=  a6c  X  2000  h-  a6c  =  a6c  .2001.  Or  2001  est  divisible  par 
23  et  29  ;  donc,  etc.  Médulfus, 

professeur  à  Carlsbourg. 

Solution  analogue  par  M.  0.  Gharlier. 


*.Qu.e8tion  14. 

Déterminer  \  et  y  de  manière  que  le  nombre  1234xy  soit  divi- 
sible par  8  et  par  9.  (E.  Hain.) 

faire  usage  des  formules  : 

a?4-ycos8  =  ucos«,    y  +  tisin6auoos(6  —  u). 
(*)  Quand  Tanglc  ^  est  droit,  celle  courbe  est  Vépicycloîde  représentée  par 

1  <  9 

X»  4-  yî  =  /S. 
{Cours  (T Analyse,  p.  468.) 
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Pour  que  le  nombre  soit  divisible  par  9,  on  doit  avoir 
xH-y=8ou  acH-y  =  17;  pour  qu'il  soit  divisible  par  8,  il 
faut  que  lOx  h-  y  ou  2jc  +  y  soit  un  multiple  de  8.  On  (rouve 
i  mmédiatement  x  =  0,  y  =  8,  ou  x  =  8,  ?/  =  0  (Extrait,  de  la 
solution  envoyée  par  M.  Médulfus,  prof,  à  Carlsbourg). 

Solution  analogue  par  M.  0.  Gharlicr. 


Question  15. 

On  joint  les  sommets  A,  B,  C  d'un  triangle  aux  points  A^  e^  A2, 
B^  et  B2,Gi»e^  C^  qui  divisent  en  trois  parties  égales  les  côtés  oppo- 
sés. Les  droites  AA-i,  BB^,  GG)  se  coupent  en  trois  points  A',  B',  G'; 
les  droites  AAj,  BBj,  GGj  en  trois  autres  points  A",  B"  et  G". 
Démontrer  que  chacun  des  triangles  A'B'G',  A"B"G"  est  le  \  du 
triangle  XhC.  (E.  Hain.)    ' 

Il  suffit  de  démontrer  la  proposition  pour  le  triangle  A'  B'  G'. 
Par  le  point  G,  menons  une  parallèle  à  AAi,qui  rencontre  BB^ 
en  D.  Nous  aurons  : 

CD  =  5A'A.==iAA'; 
doù 

AiA'=6A'A. 

On  déduit  immédiatement  de  là,  que 

6  6 

AA'B=-AA,B=— ABC. 

On  aurait  de  même  : 

BBC  =—  ABC,      ce  A  ==.—  ABC. 

En  additionnant  ces  trois  égalités  membres  à  membres  et 
remarquant  que  la  somme  des  trois  premiers  membres  est 

ABC  —  A'B'C, 
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ABC  -  ABC  =  i^  ABC; 


A'B'C'«-ABC. 
7 


En  général»  si  n  est  le  nombre  de  divisions  de  clHique  côté, 
on  aura  : 

A'BC^         (M -2)* 
ABC  ^^n»  — n-f-  i' 

II  serait  tout  aussi  facile  de  trouver  Taire  de  A'  BX',si  A^B^,  C^ 
divisaient  les  côtés  de  ABC^  dans  un  rapport  quelconque. 

J.  Deroussbau, 

élèTO  de  première  année  à  l'École  normale  des  sciences. 

Autres  solutions  par  MM.  O.  Cbarlier,  Médulfus. 


Question  16. 

Soient  menées  dans  un  triangle  ABC,  par  les  sommets  et  le 

centre  de  gravité  S,  les  droites  AS,  BS,  CS  rencontrant  les  cotés 

opposés  en  a,  b,  c.  Formons,  avec  les  droites  Aa,  Bb,  Bc,  comme 

côtésj  un  triangle  MNP.  Les  rayons  R,  r,  r'  r",  r'",  des  cycles 

circonscrits  aux  triangles  ABC,  NMP,  BCS,  CAS,  ABS  satisfont 

à  kl  relation 

4Rr«  =  3iW". 

(E.  Hain.) 

Soient  m\  m'\  m'"  les  médianes  Âa,  B6,  Ce,*  en  appliquant 

la  formule 

abc 

aux  différents  triangles,  et  en  observant  que 

MNP=%BC=?T,    BCS  «  CAS  =  ABS  «^  T. 
4  4  5 
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on  a  : 

m'm"m'"        ,      a.fm".f  m'"       am"m"' 

r  =s ,    r  =  — ' = 

3T      •    '^  T  3T      ' 

^3 


3T  3T 

Donc  : 

^^^,^n     abcm'^m"*m''''      4   abc   (m'm"m'"\      4     . 
rrr   = =-•  — ,  .|-_,_|1|J. 

27T»  3    4T    \      3T      /      3       ' 

ou 

4Rr*  =  3rVV". 

0.  Charlier, 

professeur  à  l'athénée  de  Namur. 


Question  ir. 


Soient  P,  Q,  R,  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  y  du 
centre  de  gravité  d'un  triangle  ABC,  sur  les  côtés  de  celui<i.  L'aire 
du  triangle  PQR  est  égale  à 


4/a«-.y-^c'\ 
9  \      o»6V      )     ' 


T  étant  l'aire  de  ABC,  et  a,  b,  c,  les  longueurs  des  trois  côtés. 

(E.  Hain.) 
Du  centre  de  gravité  O,  je  mène  les  perpendiculaires  OP, 
OQ,  OR  respectivement  sur  les  côtés  AB,  AC,  BC  ou  c,  6,  a; 
OP,  OQ,  OR  sont ,  respectivement,  le  tiers  des  hauteurs  corres- 
pondant aux  mêmes  côtés  ;  je  représente  ces  hauteurs  par  A, 
h' y  h".  Le  triangle  PQR  se  compose  des  trois  triangles  POQ, 
POR,  QOR.  On  sait  que  deux  triangles,  ayant  un  angle  supplé- 
mentaire, sont  entre  eux  comme  les  rectangles  des  côtés  qui 
comprennent  cet  angle;  donc, 

3      3  9  9 
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On  trouverait  de  même  : 

4  T  4  T» 

9oV  9oV 

Ainsi, 


Médulfus, 
professeur  à  Garlsbourg. 


Autre  solution  par  M.  0.  Charlier. 


Question.  j93. 

On  donne,  dans  un  tétraèdre ,  deux  couples  d'arêtes  opposées; 
déterminer  les  deux  dernières  arêtes  de  manière  que  le  tétraèdre 
ait  un  volume  maximum  (*). 

1.  Je  dis  d'abord  que  si  chacune  des  arêtes  données  est  plus 
petite  que  la  somme  des  trois  autres,  il  existe  toujours  un 
tétraèdre  ayant  les  quatre  arêtes  données  e(  les  deux  dièdres  BD, 
AG  droits. 

En  donnant  à  Tarète  BD  une  longueur  arbitraire,  on  pourra 
construire  les  deux  triangles  BCD,  BAD,  et  ensuite  les  assembler 
à  angle  droit. 

Supposons  que,  le  dièdre  BD  restant  droit,  on  fasse  varier  la 
longueur  de  Taréte  BD.  La  plus  petite  valeur  qu'on  puisse  lui 
donner  est  la  plus  grande  des  deux  différences  qui  existent 
entre  BG,  GD  d'une  part  et  AB,  AD  de  Tautre  ;  la  plus  grande 


(•)  Nous  reproduisons,  en  partie,  la  solution  donnée  par  Pélcve  Paulst, 
du  lycée  de  Marseille,  qui  a  remporté  le  l'^*  prix,  en  concurrence  avec  Paris 
et  les  départements. 
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valeur  qu'on  puisse  lui  donner  est  la  plus  petite  des  deux  som- 
mes AB  -H  AD,  BC  -f-  CD.  Lorsque  cette  arcte  varie  depuis  son 
minimum  jusqu'à  son  maximum,  Tangle  dièdre  AC  part  de 
zéro  et  arrive  h  180^  en  variant  d'une  manière  continue;  donc  il 
a  passé  par  la  valeur  intermédiaire  90°,  et  alors  on  a  le  tétraèdre 
annoncé. 

9.  Je  dis  maintenant  que  le  tétraèdre  n'est  pas  maximum  si 
l'un  des  dièdres  BD,  AC  n'est  pas  droit.  Supposons  que  le 
dièdre  BD  ne  soit  pas  droit.  Soit  AP  la  hauteur  du  tétraèdre, 
soit  PH  perpendiculaire  à  BD;  alors  AH  est  perpendiculaire  à 
BD.  Si  l'on  fait  tourner  la  face  ABD  autour  de  BD,  pour  rendre 
le  dièdre  BD  droit,  la  base  BCD  ne  change  pas;  la  hauteur  AP 
est  remplacée  par  AH,  qui  est  plus  grande;  donc  le  volume  a 
augmenté,  et  n'était  pas  maximum. 

On  conçoit  d'ailleurs  qu'il  cxistreun  tétraèdre  maximum  parmi 
tous  ceux  qui  ont  les  quatre  arêtes  données.  Or  le  tétraèdre  n'est 
pas  maximum  si  chacun  des  dièdres  AC,  BD  n*est  pas  droit. 
Donc  le  maximum  a  lieu  lorsque  les  deux  dièdres  sont  droits, 
condition  qui  peut  toujours  être  remplie. 


QUESTIONS  PROPOSÉES, 


9S^''.  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  angles  et 
la  relation 

a.BC-f-fc.CA  +  c.AB=*': 

a,  6,  c,  k  sont  des  longueurs  données.  (J.  N.) 

99.  Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  un  angle,  le  côté 
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BC,  et  Tune  des  relations 

c.AB±6.CA.  =  t»  (•)• 

(J.  N.) 

SO.  Trouver  un  point  A  tel»  que  les  tangentes  AB,  AC,  me- 
nées de  ce  point  à  deux  circonférences  données,  fassent  entre 
elles  un  angle  donné  et  vériûent  Tune  des  relations 

c.AB±:6.CA.  =  A\ 

(J.  N.) 

St.  Couper  un  triangle  ABC  par  une  transversale  DE,  paral- 
lèle à  une  direction  donnée,  et  satisfaisant  à  la  relation 

m. DE -t- p. BD -I- o.CE »  ib'. 

Z%  Trouver,  sur  les  côtés  AB,  AC  d'un  triangle  donné  ABC, 
deux  points  D,  E,  de  manière  que  l'on  ait 

BD_CE      DE 
m~  p^  q' 

(J.  N.) 

SS.  Étant  donnés  un  angle  et  deux  points  A»  B,  mener  par 
A  une  sécante  telle,  que  les  points  où  elle  rencontre  les  côtés  de 
Tangle,  et  le  point  B,  soient  les  sommets  d*un  triangle  équivalent 
à  un  carré  donné.  (J.  N.) 

54.  Soient  A,  B,  C,  D,  quatre  points  d'une  même  circonfé- 
rence. Démontrer  que  les  cenlres  des  cercles  inscrits  aux  trian- 
gles ABC,  ACD,  BCD,  ABD  sont  les  sommets  d'un  rectangle  (**). 

55.  Soient  :  R,  R'  les  rayons  de  deux  circonférences  O,  O' , 
AB,  la  corde  commune;  ol,  Tangle  OAO';  D,  la  distance  du 


C)  A  résoudre  par  le  troisième  livre  de  Géométrie.  Pour  une  solution 
de  ce  problème,  par  les  équipollences,  voir  les  NouveUes  AnntUe$  (1873, 

p.  a«). 

(**)  Ce  théorème  assez  intéressant,  que  nous  extrayons  des  Archives  de 
Crunerl  (i842,  p.  328),  parait  avoir  été  peu  remarqué.  (J.  N.) 
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point  A  à  Tune  des  tangentes  communes.  Démontrer  la  formule 

2RR^sin*ia 

RH-R'=b2»/RÏf  cosl« 

(J.N.) 

56.  Démontrer  que 

(J.  W.  L.  Glaisher.) 

57.  Le  nombre  d'années  nécessaire  pour  qu'une  somme  d'ar- 
gent, placée  à  inlérét  composé,  à  t  p.  7o  par  an»  soit  doublée, 
est  égal,  à  trois  jours  près,  au  quotient  de  69,31 5  par  t,  augmenté 
de  0^346,  t  n'étant  pas  supérieur  à  12.         (F.  Thoiian.) 


BIBLIOGRAPHIE. 


rv 


Essai  sur  une  manière  de  représenter  les  quantités  imaginaires 
dans  les  constructions  géométriques,  par  R.  Argand.  Deuxième 
édition,  précédée  d'une  préface  par  M.  J.  Houel  et  suivie  d'un 
appendice  contenant  des  extraits  des  Annales  de  Gergonne^  rela- 


(*)  On  a,  par  définition 

_ii         /         d*        i    d*  1     <!• 


-(' 


'         da'^      i.^da*      1.2.3  (/a«  / 


da«       1.2  da*       1.2.3  da« 
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tifs  à  la  question  des  imaginaires.  (Paris,  Galthier-Villars,  1874. 
XIX-126  p.  petit  in-8*. —  Mons,  Hector  Manceaux.  —  Prix  :  5  fr.) 

Le  premier  qui  ail  publié  un  écrit  sur  la  théorie  géométrique 
des  imaginaires  est  un  savant  genevois,  Robert  Argand  (*).  Sa 
brochure,  dont  nous  avons  transcrit  le  titre  en  tète  de  cet  article, 
parut  en  1806^  mais  ne  fut  pas  mise  dans  le  commerce.  Elle  ne 
parvint  à  la  connaissance  du  public  qu'en  1815,  à  la  suite  d'une 
Note  de  Français,  dans  les  Annales  de  Gergonne,  Argand  écrivit, 
à  cette  occasion,  pour  le  même  recueil,  un  résumé  substantiel  de 
sa  brochure.  Depuis  on  n'a  rien  ajouté  a  la  théorie  géométrique 
des  imaginaires,  dont  Argand  doit  être  considéré  comme  le  vrai 
créateur.  Gauss  vulgarisa  cette  théorie  en  Allemagne,  en  rem- 
ployant dans  ses  recherches  sur  les  nombres;  Cauchy,en  France, 
en  en  faisant  Tune  des  bases  de  la  théorie  générale  des  fonctions 
d'une  variable  imaginaire;  Hamilton,  en  Angleterre,  en  créant  la 
théorie  des  quaternions,  dont  les  quantités  géométriques  d'Argand 
ne  sont  qu*un  cas  particulier.  Enfin  Bellavitis,  en  Italie,  en  dédui- 
sit sa  méthode  des  équipollences. 

M.  Hoûel  a  eu  l'heureuse  idée  de  rééditer  la  brochure  d'Ar- 
gand, parce  qu'elle  fait  vraiment  époque  dans  la  science.  Il  y  a 
joint  les  divers  articles  ou  notes  de  Français,  Servois,  Argand, 
Gergonne  sur  la  question  des  imaginaires,  qui  ont  paru  dans  les 
Annales  de  Mathématiques, 

La  brochure  d'Argand  contient  les  règles  de  l'addition  et  de  la 
multiplication  géométrique  des  imaginaires;  les  applications  les 
plus  remarquables  à  la  théorie  des  fonctions  circulaires,  des  expo- 
nentielles et  des  logarithmes;  et,  enfin  la  démonstration  du 
théorème  que  toute  équation  a  une  racine,  que  personne  n'était 
parvenu  à  prouver  jusqu'alors,  Gauss  excepté  (p.  1-60).  Le  pre- 


(^)  Un  autre  savant,  Henri-Dominique  Trucl,  avait  trouvé,  dès  1786,  la 
vraie  nature  des  quantités  imaginaires.  Mais  ses  manuscrits  n*ont  jamais 
été  publiés.  Vers  1810,  ils  furent  communiqués  à  M.  Augustin  Normand, 
constructeur  de  vaisseaux  au  Havre  (Cauchy,  Exei-cices  d'ancdyse^eic,  t.  IV, 
p.  187). 
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mier  article  de  Français,  dans  les  Annales  de  Gergonne^  contient, 
sous  une  forme  un  peu  différente,  la  théorie  d'Argand.  Français 
avait  eu  indirectement  connaissance  de  la  brochure  d'Argand,  par 
l'intermédiaire  de  Legendre  (p.  65-74).  Dans  Tarticle  suivant, 
M.  Ârgand  résume  sa  brochure  et  essaie  d'étendre  sa  théorie  à 
Tespaceà  trois  dimensions,  mais  sans  y  réussir  (p.  76-96).  Fran- 
çais fait  quelques  objections  à  la  manière  de  voir  d'Argand  sur 
ce  sujet  (p.  96-1  Oi);  Servois  combat,  et  la  théorie  des  imagi- 
naires d'Argand  dans  le  plan,  et  son  extension  à  Tespace 
(p.  101-109).  Gergonne  et  Français  défendent  les  vues  d'Ar- 
gand, et  ce  dernier,  lui-même,  répond  à  la  principale  objection 
de  Servois,  en  démontrant,  plus  rigoureusement  que  dans  ses 
autres  écrits,  le  théorème  :  toute  éqtuition  a  une  racine 
(p.  109-123). 

Dans  sa  brochure  et  ses  divers  articles,  Argand  emploie  pré- 
cisément la  notation  dont  nous  nous  sommes  servi  (p.  16),  pour 
désigner  une  longueur  AB,  en  grandeur  et  en  direction,  c'est-à- 
dire,  ÂB(*). 

L'exécution  typographique  de  l'ouvrage  es(  digne  d'éloges. 

P.  M. 


Les  numéros  de  janvier  h  juin  1874,  du  Bullettino  di  BibliO' 
graphia  e  di  storia  délie  scienze  matematiche  e  fisiche,  publié  à 
Rome  par  M.  le  Prince  Boncompàgni,  contiennent,  outre  la  liste 
des  publications  mathématiques  récentes,  les  écrits  suivants  : 

{•  Une  notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Rankine,  par  M.  Quercia 
(p.i.6i). 

2o  Une  notice  sur  quelques  Quadrateurs  du  cercle,  dans  les  Pays-Bas, 


(*)  M.  A.  Transon  nous  fait  remarquer,  à  propos  de  notre  article  iur  un 
nouveau  mode  de  génération  des  coniques^  que  nous  avons,  à  tort,  appelé 
géométrie  directive,  la  méthode  employée  dans  cet  article.  C*csl  algèbre 
directive  qu'il  faut  dire. 

I.  8 
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par  M.  Bicrens  de  Haan,  avec  une  Note,  de  M.  Catalan,  sur  L.  Van  Ceulen 
(p.  93-i44). 

3°  Un  compte-rendu  de  M.  Th.-H.  Martin,  du  Commentaire  de  Proclus 
sur  le  premier  livre  d'Euclide,  édité  par  M.  Friediein,  avec  une  savante 
notice  bihliograpbique  sur  cet  ouvrage,  par  M.  Boncompagni  (p.  i45- 
46S). 

4<>  L*histoire  de  la  théorie  des  fractions  continues,  avant  Euler,  par  S.  Gun- 
ther  (p.  3i3-2S4),  avec  une  notice  historique  de  Woepke,  sur  une  méthode 
employée  par  Pacioli  pour  extraire  les  racines  carrées  (p.  SB5-â63). 

5<>  Une  lettre  où  M.  Th.-H.  Martin  démontre  que  Damasius  est  probable- 
ment Pauteur  du  livre  XV  des  Éléments  dTuclide  (p.  265-266). 

6«  Enfin  la  traduction  d'un  manuscrit  arabe,  sur  des  problèmes  du  prc< 
mier  degré,  par  Aristide  Marre  (p.  267-277). 

Cet  auteur  a  également  publié  récemment,  à  Rome,  la  traduction  annolée 
d'un  chapitre  très -curieux  de  THistoirc  de  TArchipel  indien,  de  Crawfurd, 
sous  le  titre  :  De  l'Arithmétique  dans  V Archipel  indien, 

P.  M. 


PRINCIPES  DE  LA  THEORIE  DES  DETERMINANTS; 

d'après  Baltzer  et  Salmon. 


CHAPITRE  I.  -  DÉFINITIONS. 

I 
DES  PERMUTATIONS  d'ÉLÉMENTS  A  UN  SEUL  INDICE. 

1.  Dérangements.  De  toutes  les  permutations  d'un  certain 
nombre  d'éléments  : 

(i ,  2, 3, 4) ,     (a„  a„  a.,  a^)    ou  (a,  6,  c,  d) , 
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il  y  en  a  une  seule,  savoir  : 

où  les  éléments  soient  dans  Tordre  naturel.  Dans  toutes  les 
autres,  par  exemple,  dans 

4231,    a^a^aiOi,     dbcay (1) 

les  éléments  sont  dans  un  ordre  différent. 

On  appelle  dérangement  ou  inversion,  dans  une  permutation, 
la  combinaison  d'un  élément  avec  un  élément  qui  le  suit  dans 
cette  permutation,  mais  qui  le  précède,  quand  les  éléments  sont 
rangés  dans  Tordre  naturel  ou  alphabétique.  Ainsi  les  permuta- 
tions (1)  contiennent  cinq  dérangements,  savoir  : 

[42,45,41, 2i,3i],    [040,,  0403,  a4ai,  OsOi,  atfiii]^    [e/6,(fc,c/a,6a,ca]. 

Exercices.  1.  Déduire  une  permutation  quelconque,  52143,  de 
la  permutation  12345,  où  les  éléments  sont  rangés  dans  Tordre 
naturel,  par  un  nombre  d'échanges  d'éléments  égal  à  celui  des 
dérangements  de  cette  permutation,  et  de  deux  manières  diffé- 
rentes. 

2.  On  peut  déduire  une  permutation  de  n  éléments,  d'une  autre 
quelconque,  par  (n  —  1)  échange  d'éléments  au  plus. 

9.  Permutations  paires  ou  impaires.  Cramer  a  divisé  les  per- 
mutations en  deux  classes  :  les  permutations  paires,  qui  con- 
tiennent un  nombre  pair  de  dérangements,  comme  1234,  4321  ; 
les  permutations  impaires,  qui  en  contiennent  un  nombre  impair, 
comme  4231,  4123.  On  peut  diviser  en  deux  classes  les  permu- 
tations d'éléments  tels  que  m,  7,  u^,  s,  en  posant 

m  =  ai,    7  =  08,    Ut  =  az,    5  =  04. 

La  différence  entre  les  nombres  de  dérangements  de  deux  per- 
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mutations  est  paire  ou  impaire,  selon  quelles  sont  ou  ne  sont 
pas  de  même  classe. 

Z.  Théorème  de  Bezout.  Une  permutation  change  de  classe  si 
l'on  échange  deux  éléments  (pu  deux  indices). 

l**"  Cas.  Échange  de  deux  éléments  adjacents  Oi,  n^,  i  <  *. 
Désignons  l'ensemble  des  éléments  qui  précèdent  Oi  et  at  par  M; 
Tensemble  de  ceux  qui  suivent,  par  N.  La  permutation 

contient  un  dérangement  de  plus  que 

Ma,<ijkN; 

savoir,  akai  y  puisque  t  <  k.  Donc  ces  permutations  sont  de  classes 
différentes. 

2"*  Cas.  Échange  de  deux  éléments  quelconques.  Désignons  par  I 
l'ensemble  des  éléments,  en  nombre  m,  compris  entre  a,*  et  ak. 
On  déduit^  de 

Ma,la,N, (i) 

la  permutation 

Mla,a^, (2) 

par  m  échanges  d'éléments  adjacents,  en  faisant  passer  successi- 
vement ai  au  delà  des  m  éléments  de  I.  On  tire  de  (2), 

MIa,a|N, (3) 

par  un  échange  d'éléments  adjacents;  savoir,  a,-  et  au.  Enfin,  on 
passe  de  cette  permutation  (5)  à 

Ma^Ia^N, (4) 

en  faisant  reculer  at  en  deçà  des  m  éléments  de  1,  au  moyen  de 
m  échanges  d'éléments  adjacents.  On  passe  donc  de  la  permu- 
tation (1)  à  la  permutation  (4),  qui  n'en  diffère  que  par  l'échange 
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des  éléments  oi^ak,  au  moyen  de  (2m  + 1)  échanges  d'éléments 
adjacents;  ce  qui  équivaut  à  (39n+  1) changements  de  classe,  ou 
à  un  seul  changement  de  classe.  Le  théorème  est  donc  démontré. 
On  remarquera  que  la  différence  entre  les  nombres  de  déran- 
gements des  permutations  (1)  et  (i)  est  impair  (n"*  2). 

Exemple.  Les  permutations  marquées  I  et  11,  dans  les  tableaux 
suivants,  sont  de  classes  différentes  : 


I 

1234, 

abei, 

m7tt,i, 

II 

4231, 

abie. 

ml  tu,, 

1 

4321, 

aibe. 

m»7u„ 

II 

4123, 

iabe, 

tmlUf 

Corollaire.  A  chaque  permutation  paire  correspond  une  per- 
mutation impaire,  obtenue  par  échange  de  deux  éléments;  et 
inversement.  Le  nombre  des  permutations  des  deux  classes  est 
donc  le  même. 

Exercice.  Démontrer  directement  le  théorème  de  Bezout,  dans 
le  second  cas.  (Baltzer,  I,  n**  3,  n""  4.) 

41.  Permutations  circulaires.  «  Le  résultat  de  rechange  des  élé- 
ments d'une  permutation,  est  appelé  permutation  circulaire  de 
la  première,  lorsque  chaque  élément  est  remplacé  par  le  suivant, 
et  le  dernier  par  le  premier  (Baltzer).  »  Ainsi  43125  est  une 
permutation  circulaire  de  54512. 

Pour  effectuer  une  permutation  circulaire  de  n  éléments,  il 
suffit  de  mettre  le  premier  élément  après  les  (n  —  1)  autres,  ou 
d'effectuer  (n — 1)  échanges  d  éléments  adjacents.  La  permuta- 
tion primitive,  et  celle  qu'on  en  déduit  par  une  permutation 
circulaire  sont  donc,  ou  ne  sont  pas  de  même  classe,  selon  que 
(n  —  1)  est  pair  ou  impair.  Ainsi  54312  et  43125  sont  de  même 
classe;  earn  —  1  =4. 

Exercices,   1.  D'une  permutation   donnée,  de  n  éléments 
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(7254381 69)  on  peut  déduire  une  autre  quelconque  (393874156) 
par  des  permutations  circulaires,  effectuées  sur  p  groupes  d'éié- 
menu  (726953,48,1)  (Baltzer,  I,  5). 

2.  La  permutation  primitive  et  la  permutation  dérivée  sont, 
ou  ne  sont  pas  de  même  classe,  selon  que  n  —  p  est  pair  ou 
impair  (id.). 


II 


DES  PERMUTATIONS  DISTINCTES  D*ÉLÉMENTS  A  DEUX  INDICES. 

S.  Permutations  distinctes  de  n^  éléments,  ou  permutations 
d'éléments  à  deux  indices.  On  appelle  ainsi  tous  les  produits  diffé- 
rents que  Ton  peut  former  en  prenant  un  élément  dans  chaque 
ligne  et  dans  chaque  colonne  du  tableau  de  ces  n^  éléments,  ran- 
gés en  carré,  de  la  manière  suivante  : 


1      2    . 

..  n 

1 

Ou    «n 

..    Cf|„ 

2 

«Il  fl« 

...   Gf^ 

n 

a«,    o«. 

•••    ^mi 

1     2    3 


1     2    3 


a,  6,  f,  ... 
a,  6,  c,  ... 
ag   6a    Ca  ... 


abc 
h  k  l 
p    q    r 


La  permutation  principale  est  le  produit 

des  éléments  qui  sont  sur  la  diagonale  du  carré,  allant  du  pre- 
mier au  dernier  élément. 

Dans  le  premier  tableau,  chaque  ligne  est  caractérisée  par 
un  des  premiers  indices  1,  2,...  n;  chaque  colonne  par  un  des 
seconds.  Dans  le  second,  des  lettres  remplacent  les  seconds 
indices.  On  ne  peut  guère  étudier  les  permutations  d'éléments 
représentés  par  des  lettres  distinctes,  comme  dans  le  troisième 
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tableau,  qu'en  les  remplaçant,  mentalement  ou  réellement,  par 
des  éléments  analogues  à  ceux  des  deux  autres  tableaux. 

6.  Formation  des  permutations  de  n*  éléments  à  deux  indices. 
Première  Méthode.  Supposons  écrites  toutes  les  permutations  des 
n^  éléments  du  tableau  1  (n"  5).  Chacune  de  ces  permutations 
est  le  produit  de  n  facteurs,  ayant  pour  premiers  indices  1,  2, 
3, ...  n,  parce  que  Ton  a  pris  un  facteur  dans  chaque  ligne,  et 
pour  seconds  indices,  aussi  1,  2,  3, ...  n,  parce  que  Ton  a  pris 
un  facteur  dans  chaque  colonne.  Arrangeons  les  n  facteurs  de 
chaque  permutation  dans  un  ordre  tel  que  les  premiers  indices 
soient  dans  Tordre  naturel.  Les  seconds  indices  seront  aussi 
dans  Tordre  naturel  pour  la  permutation  principale  a^i^  a^j ...  Onn, 
mais  dans  un  ordre  différent  pour  les  autres  permutations.  Par 
suite,  pour  avoir  toutes  les  permutations  différentes,  il  suiBt  de 
permuter,  dans  la  permutation  principale,  tous  les  seconds 
indices,  en  laissant  les  premiers  dans  Tordre  naturel.  En  effet, 
on  aura  pris,  de  cette  manière,  pour  former  les  diverses  permu- 
tations ou  produits  distincts,  un  facteur  dans  chaque  ligne  et  un 
dans  chaque  colonne,  et  de  toutes  les  manières  possibles.  Pour 
neuf  éléments,  cette  règle  donne  les  six  permutations  : 

ou,  si  les  seconds  indices  sont  remplacés  par  des  lettres  : 
Pi  ===  fli^ïCs,    p,  «  a|CA>    Pi  =  Cia,6j, 
Pi  =  fri««<'5,     Ps  =  biCfOi ,     pe  =  Cib^, 

Seconde  Méthode.  On  peut  aussi  trouver  toutes  les  permuta- 
lions  de  n^  éléments,  en  permutant  les  premiers  indices  de  la 
permutation  principale,  de  toutes  les  manières  possibles,  et  lais- 
sant les  seconds  invariables.  Ainsi,  9  éléments  donnent  les  six 
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permutations  p  dans  Tordre  suivant,  si  les  permutations  des 
indices  sont  écrites  dans  le  même  ordre  que  plus  haut  : 

Pi»  P<»  Pli  Pi»  Ps»  Pe* 

Remarque.  Voici  une  règle  plus  générale,  facile  à  démontrer  : 
Permutez,  dans  une  permutation  quelconque,  n  des  indices 
1,  2,  3,  ...  n,  des  n  facteurs^  de  toutes  les  manières  possibles,  et 
laissez  les  autres  flxes. 

Exercice.  Former  les  permutations  de  seize  éléments  a|,  6|, 
. . . ,  q ,  ^4- 

{A  conliwier.) 

P.  Mansion. 
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PRINCIPES  DE  LA  THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS; 

d'après  Baltzer  et  Salmom. 
(Suite.  Voir  p.   tl4,  ^  livraison.) 


7.  Théorêbie.  Les  permutations  de  rfl  éléments  restent  les 
mèmesy  si  Von  échange  entre  elles  deux  lignes,  ou  deux  colonnes, 
ou  si  l'on  remplace  les  colonnes  par  les  lignes  et  les  lignes  par  les 
colonnes.  Appelons  rangées  les  lignes  et  les  colonnes.  Les  élé- 
ments qui  sont  dans  une  même  rangée  du  tableau  primitif  des 
éléments,  sont  aussi  dans  une  même  rangée  du  nouveau  tableau, 
obtenu  par  interversion  des  lignes  ou  des  colonnes,  etc.  ;  les  élé- 
ments qui  ne  sont  pas  dans  une  même  rangée  du  tableau  pri- 
mitif ne  sont  pas  non  plus  dans  une  même  rangée  du  nouveau 
tableau.  Toute  permutation,  obtenue  en  prenant  un  facteur  dans 
chaque  ligne  et  chaque  colonne  du  tableau  primitif,  s'obtiendra 
également  en  prenant  ces  facteurs  dans  le  second  tableau  ;  car, 
d'après  la  remarque  précédente,  deux  d'entre  eux  ne  seront  pas 
dans  une  même  rangée. 

§.  Théorème  de  Bezout.  Permutations  paires  ou  impaires. 
Considérons  les  permutations  ^ 

A  =  MafrIttfaN ,    B  =  Ma^JOi^N ,    C  =  MafalOi^N. 

A  cause  de  l'échange  des  seconds  indices  r  et  s,  la  diiïérence 
du  nombre  des  dérangements  des  seconds  indices,  dans  A  et  B, 
est  impaire  (n®  3)  ;  à  cause  de  l'échange  des  premiers  indices  t  et 
A',  ladifTérence  du  nombre  des  dérangements  des  premiers  indices, 
dans  B  et  C,  est  impaire.  Donc  la  différence  entre  le  nombre 
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total  des  dérangements  des  permutations  équivalentes ,  A  et  C, 
est  paire. 

Appelons  permutations  paires  celles  qui  contiennent  un  nom- 
bre pair  de  dérangements,  soit  des  premiers,  soit  des  seconds  in- 
dices; permutations  impaires,  celles  qui  en  contiennent  un  nom- 
bre impair.  Le  théorème  précédent  pourra  s'énoncer  ainsi  :  Une 
permutation  reste  de  même  classe  si  l'on  y  change  de  place  deux 
facteurs  (*).  Il  est  clair  qu'une  permutation  ne  change  pas  de 
valeur  par  ce  changement  de  Tordre  des  facteurs. 

Exemple  :  Les  permutations  équivalentes  : 

contiennent  respectivement  %  %  k  dérangements;  savoir  : 

(31,32)  (21,31)  (31,32;  21,31). 
Les  permutations  suivantes  en  contiennent  1,  5,  5  : 

Exercices.  1.  Démontrer  directement  le  théorème  de  Bezout 
pour  les  permutations  d'éléments  à  deux  indices. 

2.  Déterminer  le  nombre  des  dérangements  des  permuta- 
tions 

bidzOir^  =  h^n^Cid^  =  dar^iô,. 

3.  Les  produits  des  cléments  des  diagonales  d'un  carré  de  n- 
éléments  sont  de  classe  différente ,  sauf  si  (n  —  1)  ou  (n  —  2)  est 
divisible  par  4. 


(*)  Un  thcorcme  analogue  existe  pour  les  permutations  d'éléments  à  un 
nombre  quelconque  d'indices.  La  marche  suivie  dans  notre  §  H,  conduit 
naturellement  à  la  théorie  des  déterminants  cubiques  ou  à  un  nombre  quel- 
conque de  dimensions. 
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DI 


DES    DÉTERMINANTS. 


9,  Définition  et  notation.  Le  déterminant  de  n^  éléments  (voir 
n"*  3y  tableaux  1,3,  ^)  est  la  somme  algébrique  des  permuta- 
tions de  ees  éléments.  On  donne  le  signe  +  au  terme  principal 
T  formé  par  les  éléments  de  la  diagonale  du  carré  des  élé- 
ments, qui  va  du  premier  au  dernier,  et  à  toutes  les  permuta- 
tions de  même  classe  ;  le  signe  —  aux  permutations  de  classe 
différente. 

On  représente  le  déterminant  par  le  tableau  des  éléments, 
entre  deux  barres  verticales  : 


0|n 


«1.1 


*nt 


«1      fr|      Cl 

abc 

a,    6,    c, 

> 

h    k    l 

«3     fr»     Cj 

p    q    r 

ou  par  les  notations  suivantes,  quand  elles  sont  suffisamment 
expressives  : 

2  ±  OhOîi  ...  a„„  «=  (aiia«  ...  a„J, 

2  =t  a,6,C5  =  (ai6,c,) ,    2  =t  o*r  =  {akr). 

Pour  former  un  déterminant,  on  déduit  tous  les  termes  du 
terme  principal  en  y  permutant ,  soit  les  premiers,  soit  les  se- 
conds indices,  et  laissant  les  autres  invariables  (n"*  6),  puis  don- 
nant à  chaque  terme  le  signe  convenable.  Exemple  : 


2  ±  ttiiOffi^  s^ 


—  «lifffiajs  -•-  0,(02,031  —  flisOïïOji 


Remarque.  Pour  former  un  déterminant  de  neuf  éléments,  on 
met,  mentalement  ou  en  réalité,  les  deux  premières  colonnes  à 
côté  de  la  troisième,  ou  les  deux  premières  lignes  après  la  der- 
nière; on  écrit  les  six  produits  obtenus  en  multipliant  les  trois 
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éléments  situés  sur  des  lignes  parallèles  aux  diagonales^  du 
tableau  primitif;  on  donne  le  signe  +  aux  produits  des  éléments 
situés  sur  une  parallèle  à  la  diagonale  du  terme  principal ,  le 
signe  —  aux  autres* 

Exercices.  1 .  Trouver  1  àz  a^b^c^^  1  =b  aib^c^d^, 
2.  Un  déterminant  ne  change  pas,  si  l'on  change  le  signe 
de  tous  les  éléments  où  la  somme  des  indices  est  impaire. 

(Janni.) 
tO.  Lemme.  Permutons,  dans  un  déterminant  R,  les  lignes 
entre  elles  et  les  colonnes  entre  elles,  d*une  manière  quelconque. 
Changeons  encore,  si  Ton  veut,  les  lignes  en  colonnes  et  les 
colonnes  en  lignes.  Le  déterminant  R'  ainsi  obtenu,  sera  égal 
à  -h  K  ou  à  — R,  selon  que  les  termes  principaux  T  et  T',  de  R  et 
de  R',  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  classe.  En  effet  :  1^  Les  deux 
déterminants  contiennent  les  méme^  permutations  (n®  7).  2^  Si 
T  et  T'  sont  de  même  classe,  les  permutations  de  même  classe 
auront  le  signe  +  dans  les  deux  déterminants;  les  autres,  le 
signe  —  ;  donc  R  =  R'.  tV  Si  T  et  T'  sont  de  classes  contraires, 
les  permutations  de  même  classe  que  T  (de  classe  contraire 
h  T'),  auront  le  signe  -+•  dans  R,  le  sigpe  —  dans  R';  les  per- 
mutations de  classe  contraire  à  T  (de  même  classe  que  T'), 
auront  le  signe —  dans  R,  le  signe  •+  dans  R';  donc  R=  —  R'. 

Exemple  : 

1  =t  aiiOisasB  ==»  2  d:  a^OtiflH  =  —  2  =t  Ot^affin . 

Exercice.  Démontrer  qu'en  général 

2  dt  QuOn ...  a„„  =  2  =t  o„„  ...  a«o„  =  (—  1)^2  dt  «uO,,,,, ...  a„; 
2r  =  (n  — i)(n-2). 

11.  Propriété  1.  Un  déterminant  ne  change  pas  quand  on  y 
change  les  colonnes  en  lignes  et  les  lignes  en  colonnes.  Ainsi 


«Il 

ait 

a« 

«M 

a» 

(hz 

= 

«M 

a» 

a» 

0|l 

Ou 

«81 

a» 

an 

«»î 

«« 

an 

«M 
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car  les  permutations  des  deux  déterminants  sont  les  mêmes 
(n*  10)y  et  les  termes  principaux  sont  identiques. 

19.  Propriété  II.  Un  déterminant  change  de  signe,  quand  on 
y  échange  de  place  deux  lignes  ou  deux  colonnes.  En  eiïet,  si 
Ton  échange  la  colonne  t  avec  la  colonne  k, 

fl«   ...   afc. 


««   ...   a« 
est  remplacé,  dans  le  tableau  des  éléments,  par 


Ou  •..   «iw; 

les  termes  principaux  des  deux  déterminants  correspondants  R 
et  R',  sont  donc  de  la  forme 

MaiflauN ,    HauIaMN. 

Ils  sont  de  classes  contraires,  à  cause  de  rechange  des  seconds 
indices  i  et  *;  donc,  d'après  le  n*"  10,  R=  —  R!. 

Corollaire.  Si  Ton  place,  après  toutes  les  autres,  la  première 
ligne  ou  la  première  colonne,  c'est-à-dire,  si  Ton  effectue  une 
permutation  circulaire  des  lignes  ou  des  colonnes,  cela  équivaut 
à  (n —  1)  échange  de  lignes  ou  de  colonnes,  ou  à  une  multipli- 
cation du  déterminant  par  ( —  1)»—*. 

Exemple  : 

1S.  Propriété  III.  Si  les  éléments- de  deux  lignes  ou  de  deux 
colonnes  parallèles  d'un  déterminante  sont  égaux,  le  déterminant 
est  nul.  1*"  R  devient  —  R  par  échange  de  ces  deux  lignes  ou  de 
ces  deux  colonnes  (n"  12).  2®  R  ne  change  pas  par  cet  échange, 
car  ces  lignes  ou  ces  colonnes  sont  identtqes.  Donc  R= — R, 
ou  R  =  0.  Ainsi,  si  Ton  fait*a|^  =  a^2,  «21=0229  «51=^32 
dans  le  déterminant  développé  au  n^  9,  il  s'annule. 
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APPLICATIONS.  1.  On  a  : 

1111 

a  b  c  d 
a'  6'  c«  (P 
a»    t»    c»    (P 


=  (t-^fl)(c-.o)(ii  — a) 
(c-6)(rf-t) 


En  effet  9  le  déterminant  et  le  produit  s'annulent  pour  a  =6, 
a=C9  fl=d,  6==c,  6=d,  c=d,  et  contiennent  lun  et  lautre, 
avec  le  coefficient  1,  le  terme  éc*cP.  Ce  théorème  est  vrai  pour 
un  nombre  quelconque  de  quantités  a»  6,  c,  d,... 

II.  Le  déterminant 


1  i          1          1 

1  1  -t-x      1          1 

1  I       1  H-y      1 

1  1          1       1 +« 


=  ^.'/«» 


car  il  contient  le  terme  xyz  et  s'annule  pour  z  =  0,  y=0, 
z=0. 


Exercices  l .  Démontrer  Tégalilé 

=  abcd  (ih h7H H-l 

\         a       b       e       dl 


1  +a    1  1         1 

1     1  -«-6  1         1 

1  1      1  H-C     1 

1         1  1     1  +  d 


2.  Démontrer  Tégalité  plus  générale 
v        a  —  X 


a  X  X 
X  b  X 
X    X    c 


X      c  —  X 


■)• 


dans  laquelle 

X  =  (a  —  x)(5  —  x){c  —  x). ... 

3.  Si  (xi,  yi),  (xj,  2/j)  (xj,  yj)  sont  les  coordonnées  rectangu- 
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laires  de  trois  points  A,  B,  G;  les  équations 


<  ar,  y, 
1  a-,  a:, 


=  0, 


Ox-jcsy— 1/8 

^     ^i         .Vi 

=  0, 

1     3f,         y. 

4  X  y  X*  -♦-  y* 

1ar,yjXÎ-4-yî 
1  a^sys^jj-^yî 


=  0 


représentent  la  droite  AB,  une  parallèle  à  AB  passant  par  G,  et 
le  cercle  passant  par  les  trois  points  A,  B,  G. 

14.  Propriété  IV.  Pour  multiplier  (pu  diviser)  un  détermi' 
nant  par  m,  on  multiplie  (ou  on  divise)  par  m  les  éléments  d'une 
ligne  ou  d'une  colonne.  En  effet,  chaque  terme  du  déterminant 
est  ainsi  multiplié  (ou  divisé)  par  m,  puisqu'il  contient  un  élé- 
ment de  cette  ligne  ou  de  cette  colonne. 

Pour  multiplier  ou  diviser  par  ( — 1)  un  déterminant,  il  suffit 
de  changer  le  signe  des  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne. 
On  peut  mettre  en  facteur,  devant  le  déterminant,  un  facteur  m 
commun  à  tous  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne,  après 
division  de  ces  éléments  par  m. 

Corollaire.  Un  déterminant  est  nul  si  les  éléments  d'une  ligne 
ou  d'une  colonne  sont  égaux  à  ceux  d'une  ligne  ou  d'une  colonne 
parallèle,  multipliés  par  un  facteur,  Gar,  si  l'on  fait  sortir  ce  fac- 
teur du  déterminant,  le  nouveau  déterminant  a  deux  lignes  ou 
deux  colonnes  identiques. 

Exemple.  On  a ,  successivement  : 
0    111 


0  X  y  z 

X  0  z  y 

y  z  0  X 

z  y  X  0 


:x'yV 


^  ^   y 
0  —  — 

xy  zx 


1-i 

xy 


y    X 

zx  yz 

0  1 

1  0 


0    ^ 


z^ 


y^ 

0 

1 

0 


1 

xyz 


0      \ 

\ 

\ 

xyz  0 

z* 

y' 

xyz  «' 

0 

x' 

xyz  y* 

X» 

0 

1 

y' 

X* 

0 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  128  — 

Exercices.  1  On  appelle  déterminant  symétrique  gauche  eelui 
où  aik= — an,  a,-,-  =  0.  Démontrer  qu'un  pareil  déiermînanl  ne 
change  pas  quand  on  le  muliiplie  par  (  —  1)*,  même  si  n  est 
impair;  que,  par  suite,  il  est  nul  dans  ce  cas  de  n  impair. 

2.  Démontrer  le  théorème  de  Janni  (n"  9,  Ex.  2),  en  multi- 
pliant certaines  lignes  et  certaines  colonnes  du  déterminant 
pgi*  ( — 1).  (A  contimier.) 

P.  Mansion. 


SUR  DEUX  PROBLÈMES  DE  SIMON  LHUILIER. 


1"  Couper  un  prisme  droit,  ayant  une  base  donnée  ABC,  de 
manière  que  la  section  MNP  soit  semblable  à  un  triangle  donné 
ABC. 

2®  Construire,  sur  un  triangle  donné  ABC«  un  prisme  oblique 
dotit  la  section  droite  M' îi*P'  soit  semblable  à  un  triangle  donné 
ABC. 

Une  première  solution  de  ces  problèmes  est  due  a  Simon 
Lhuilier  (*).  La  suivante  est  la  généralisation  de  celle  que  M.  Lion- 
net  a  donnée  (**),  pour  le  cas  où  les  triangles  MNP,  M'N'P'  sont 
équilatéraux. 


(')  Né  à  Genève  en  1750,  mort  en  1840;  élève  de  Louis  Bertrand, 
connu  par  sa  théorie  des  parallèles  ;  professeur  de  Charles  Sturm,  auteur  du 
fameux  théorème.  —  La  solution  de  Simon  Lhuilier  est  reproduite  dans  les 
Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie  élémentaire,  par  E.  Catalan. 

(**)  Nouvelles  Annales  de  Matfiématiques ^  1869;  pp.  5S!8  et  555.  Nous 
avons  déjà  énoncé  la  plupart  des  résultats  de  la  présente  notice  dans  la  Revue 
de  V Instruction  publique  en  Belgique,  t.  XVII,  p.  383. 
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1.  Désignons  par  a,  b,c,  a',  b\  c'  les  côtés  des  triangles  ABC, 
A'B'C,  et  par  a^ac,  b'x,  dx  ceux  des  triangles  MNP,  M'N'P'.  Les 
deux  problèmes  conduisent,  respectivement,  aux  équations 


l/a' V  —  a'  -4-  Vb'^x'  — 1«  H-  i/c'V  —  c»  =  0, 


I/o*  —  a'V  -+-  Vb^  —  6'«x»  -t-  \/c»-.  c'V  =  0, 

qui,  rendues  rationnelles,  reviennent  à 

S'V-2rjc»-i-S*  =  0, (i) 

où  Ton  a  posé  : 

16S'  =  — a*  —  6*  -  c*  -4-  2aV  -i-  26V  -4-  2cV, 
i  6  S'«=  -  a'*  —  6'*  —  c'*  +  2a''6'«-^  26'«c'»-i-  2c  V», 

On  voit  que  S,  S'  représentent  les  aires  des  triangles  donnés. 
La  quantité  16T^  est  une  fonction  des  côtés  des  deux  triangles, 
dont  la  composition  peut  être  indiquée  par 

aL"    d(«')  ^^    d{6»)  ^'    d(c«)  J 

Les  racines  de  l'équation  (1)  peuvent  être  mises  sous  la  forme 


.  /r  -+-  ss'     ./r— ss' 


2S"  V       2S" 


./T'-hSS'       .  /T'  —  SS' 

La  plus  grande  convient  au  triangle  MNP,  et  l'autre  au  triangle 

M'N'P'. 

S.  Cela  posé,  voici  la  construction  des  triangles  MNP,  M'N'P', 
Dan»  le  plan  du  triangle  ABC,  construisons  les  triafigles  AjEC, 
AB,C,  ABC,,  A,BC,  AB,C,  ABC,  semblables  à  A'B'C;  les  trois 
I.  9 
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premiers  étant  extérieurs  à  ABC  et  les  autres  tourtiés  vers  l'in- 
térieur  de  ABC;  les  sommets  homologues  des  sept  triangles  sem- 
blables  sont  désignés  par  les  mêmes  lettres.  Soient  a|,  |3fy  y^, 
a^,  Ps>  79  le*  centres  de  circonférences  circonscrites  aux  triangles 
A|BC,  AB|C, ...  Les  côtés  du  triangle  MNP  seront  égaux  à 

et  ceux  de  M'N'P'  égaux  à 

En  effet,  le  triangle  PiA/f  donne 

ftr î  =  Âpi  H- îrl  —  2 A ft .  An .  C08  ( A -♦- A' ) , 
ou 

pi^i*.  — ^  =  5«c'*  -*-  6'V  -  266'cc'  cos  (A  -4-  A') 

=  6V'  -^  6  V  —  266'cc'  co«  A  cos  A'  h-  2fc6'cc'  siii  A  sin  A'; 

R'  étant  le  rayon  du  cercle  cireonscrîi  à  A'B'C. 
En  ayant  égard  aux  relations 

26c  cos  A  =  6'  -^  c*  -  a\    26'c'  cos  A'  «  6'*  -^  c'«  —  o'*. 
hc  sin  A  =  2S ,  t'c'  sin  A'  =  2S', 

on  trouve 


V       2S-. 

,  y /r  -.•  ss' 

V      «s-» 

De  même 

pur  conséquent 

Piri  •*■  ptrt  =  a'x„    p,ri  -  p<r«  =»  o'x,.       C.  Q.  F.  D. 
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•.  Soient  G,  &  les  aires  des  triangles  MNP,  M'N'P' ;  on  petit 
écrire 

B  0  2T*  S* 


d'où 


^     S'  (9  -4-  e')      « 


La  première  de  ces  formules  donne  une  signification  très- 
simple  de  la  fonction  T.  De  la  seconde,  on.  conclut  que  Taire 
du  triangle  ABC  est  moyenne  proportionnelle  entre  celles  des 
triangles  MNP  et  M'N'P';  par  suite,  /wp/ans  MNP  c^M'N'P'  ont 
la  même  inclinaison  sur  le  plan  ABC. 

4.  On  a  trouvé,  ci-dessus,  des  relation^  remarquables  qui  ont 
lieu  entre  les  éléments  de  deux  triangles  quelconques  ABC, 
A'B'C  ;  savoir  : 

81  «  =  6*c"  -+-  6''c*  —  266'cc'  cos  A  cos  A' 
=  cV -+- c'V  —  2cc'aa' cos  B  cos  B' 
=  a«//« -^  a' V  —  2aa'66' cos  C  cos  C  : 

8  {V  dz  SS')  =  />*c  *  -+.  6' V  —  m' ce'  cos  ( Azh  A')  ' 

=  r^a'»  -+.  c'V  —  2cc'aa'  cos(B  dr  B') 
=  0*6"  -4-  a'V  -  2ao'66'cos  (Cdz  C). 

11  existe  Oiicore  rinq  autres  systèmes  de  formules  analogues, 
que  Ton  peut  déduire  des  précédentes,  en  remplaçant. les  lettres^ 
(a,  6,  c.  A,  B,  C)  respectivement  par 

(a,  c,  6,  A,  C,  B);     (6,  a,  c,  B,  A,  C);    (6,  e,  a,  B,  C,  A); 
(c,  a,  6,  C,  A,  B);     (c,  6,  a,  C,  B,  A). 

Ces  formules  ont  été  trouvées,  pour  la  première  fois,  par 
M.  Bretschneider,  qui  les  a  démontrées  par  des  voies  différentes 
(^Archives  de  Grunert,  t.  11,  p.  133). 
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S.  La  figure  du  §  2  jouit  de  quelques  propriétés  intéressantes, 
que  nous  croyons  utile  d'indiquer. 

La  somme  des  angles  A^,  B„  C^  étant  égale  à  2  droits,  on 
conclut  facilement  que  : 

a).  Les  circonférences  circonscrites  aux  triangles  AiBC,  AB<C, 
ABC^  se  coupent  en  un  même  point  0; 

b).  De  ce  point,  on  voit  les  cotés  du  triangle  ABC  sous  des 
angles  égaux  à  «  —  A',  n-  B',  w  —  C  ; 

c).  Les  droites  AA^.  BB^,  CC^  passent  par  lepomt  O  (  ). 

Le  triangle  ABAi  donne 

Ââ;= ÂB  +  ÏTB  -  2AB .  A.B  cos  (B  +  b;)  ; 

ou,  à  cause  de  AiB=-;^: 

o'*."ÂA,  =  c*a'«  +  cV  —  Scc'ao'cos  (B  +  B'). 

Par  conséquent 

a'.AA.  =  5'.BB.  =  c'.CC,«V/8(r  +  SS'), 

résultat  qu'on  pourrait  conclure,  en  partie,  de  la  similitude  des 
triangles  ABAj,  CBC^. 

Le  théorème  relatif  au  produit  des  diagonales  d'un  quadri- 
latère inscrit  conduit  aux  relations 

a'.OA,  =  fc'.OB-+-c'.OC, 

6\OB|«c'.OC-4-o'.OA, 

c'.OC,  =o'.OA-*-fc'.OB; 
d'où  Ton  déduit 

o'.  AA,  =  6.  BB,  =  c'.  ce,  =  o'.  OA  ^  6'.  OB  +  c.  OC 
«  i  (o' .  OA4  H-  V .  OB,  +  c' .  OCi). 


C)  Ces  propositions  ne  font  que  généraliser  celles  qui  sont  connues 
pour  le  cas  où  les  triangles  A,BC,  AB,C,  ABC,  sont  équilaléraux.  Voir, 
par  exemple,  les  Théorèmes  et  Problèmes  de  Géométrie  élémentaire^  par 
E.  Catalan. 
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Soient  a,,  P,,  73  les  points  qui,  par  rapport  aux  triangles 
semblables  A|BG,  AB^C,  AEQ  sont  les  homologues  du  point  N, 
considéré  par  rapport  au  triangle  A'B'C. 

Si  Ton  fait 

on  a 

a  0  a  c 

Ap,==— .     Ar,  =  --. 


d'où 

?«ri  =  Ap, M-  Ar,  -  2Ap,.  Ay,.  cos (A  +  A') ; 

P^.      r^      ««.p.      1/8(T»-hSS') 
o"a'      6"6'      c"c'             o'6V 

Ces  relations  montrent  que  si  le  triangle  ocsPsj^sJ  est  sembable 
a  A'B'G'ySes  sommets  sont  les  centres  des  circonférences  circon- 
scrites à  AfBG,  AB«C,  ABCf. 

Lorsque  le  point  N  est  sur  la  circonférence  A'B'C,  on  a  : 

a"a'db6"5'=fcc'V  =  0; 
par  conséquent 

les  extrémités  de  trois  arcs  semblables^  pris  sur  les  circonférences 
A1BC9  AB|G,  ABG|,  respectivement  à  partir  des  points  A^,  X',  A, 
sont  sur  une  même  droite. 

On  peut  encore  énoncer  ce  théorème ,  qui  est  peut-être  nou- 
veau, sous  la  forme  suivante  : 

Trois  circonférences  0e,  p,  y  passent  par  un  même  point  0  et  se 
coupent^  deux  à  deux^  aux  points  A,  B^  G.  Soient  A|,  B|,  G|  les 
points  oii  les  cordes  communes  à  deux  des  circonférences  rencon- 
irent  la  troisième.  Si  les  rayons  aG,  pC,  7G  tournent  avec  la 
même  vitesse,  autour  des  centres^  leurs  extrémités  et  le  point  0 
sont  toujours  en  ligne  droite. 

La  démonstration  directe  de  cette  proposition  n^ofire  aucune 
difficulté. 
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6,  Le  point  0  jouit  de  la  propriéié  de  rendre  minimum  la 
quantité 

11  =  a' .,0'A  4-  5'.  O'B  4-  c' ,  O'C, 

0'  désignant  un  point  variable  du  plan  ABC. 

En  effet,  soient  (x^,  y{),  (xj,yj),(x5, 2/5),  (x,j/)  les  coordonnées 
rectangulaires  des  points  A,  B,  G,  0';  on  a  : 

Pour  le  minimum  de  fx,  il  faut  poser 


ou 


2a'(x  — g,)_       ^a'iy  —  yi)     Q 
O'A  '    -^        O'A       "°    ■ 

Par  conséquent 

Ces  coordonnées  définissent  le  centre  de  gravité  de  trois 
masses  égales  à  ^^,  ^9  0^9  attachées,  respectivement,  aux 
points  A,  B,  G.  Or  les  masses  qu'il  faut  fixer  aux  points  A,  B, 
G,  pour  que  le  point  0  en  soit  le  centre.de  gravité,  sont  propor- 
tionnelles aux  aires  des  triangles  BOG,  GO  A,  AOB  ;  et  Ton  a 

BOG  :  COA  :  AOB 
»  OB .  OC  sin  BOC  :  OG .  OA  sin  GOA  :  OA  .  OB  sin  AOB 
sin  A'    sin  B'    sin  G' 


OA        OB        OC 


J.  Neuberg. 
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SUR  UH  LIEU  GÉOMÉTRIQUE. 


Problâme.  Trouver  te  lieu  décrit  par  le  point  de  contact 
mutuel  de  deux  circonférences  variables  ^  tangentes  à  deux  circon- 
férences fixes  (*). 

Soient  R,  R'  les  rayons  des  circonférences  données  0, 0'  ;  rf, 
la  distance  des  centres  de  ces  circonférences.  Nommons  a,  P  les 
coordonnées  du  centre  de  la  circonférence  variable  C,  dont  le 
rayon  sera  représenté  par  p.  Soient  a\  ^'^  p'  les  quantités  analo- 
guesy  relatives  à  la  circonférence  G'.  Enfin,  appelons  x,  y  les 
coordonnées  du  point  de  contact  M.  Nous  aurons  : 

««  +  P«  =  (R+p,% (i) 

{d-ay-^P'  =  (R'-^^)\ (2) 

«'*-*-r  =  (R-^p?, (3) 

(rf-«T-*-P'*  =  (R'  +  pT, (4) 

(a-«7^.(p-p7»(p^.p7,     ....     (5) 

^  —  «       P  (a\ 

a  —  X       p 


(*)  Ce  problème  est  proposé,  comme  exercice,  dans  la  Géomélrie  ana- 
iy tique  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  et  dans  le  Manuel  des  candidats  à  V École 
polytechnique.  Plusieurs  abonnés  nous  ont  demandé  que  la  Nouvelle  Corres  • 
pondanee  publiât  les  solutions  de  cette  question  et  de  quelques  autres,  répu- 
tées difficiles  par  les  étudiants.  La  note  actuelle  est  tirée  de  notre  Applica- 
tion  de  V  algèbre  à  la  Géométrie  (1848).  Quant  à  la  solution  géométrique  du 
problème,  on  peut  consulter  les  Théorèmes  et  Problèmes  de  Géométrie  été- 
meniairey  5*  édit.,  p.  i07. 

{**)  Ces  équations  supposent  que  les  ([uatre  cercles  0,  O',  C,  G'  sont 
«ieux  à  deui,  extériettre  Tun  à  Tautre. 
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Si,  entre  ces  équations,  nous  éliminons  a,  ^,  ol\  |3',  p  et  p' 
nous  obtiendrons  Téquation  du  lieu  cherché. 
On  satisfait  aux  équations  (5),  (6),  (7)  en  prenant 

X— «=apcosç,   y  —  p=ipsinç,  a!  —  ofasp'cosf,   p' — y^ap'sinç. 

Au  moyen  de  ces  relations,  dont  la  signification  géométrique 
est  visible,  les  équations  (1),  (2),  (3),  (4)  deviennent  : 

X* -♦•  y*  —  2p  (x  cosç -♦- y  si»  (p)  ==  R* -4- 2Rp , 

(P  —  2rf(x  —  pcosç)==(R'  —  R)(R'  -4-  R  •♦-  2p), 
X*  +  y*  -f-  2p'(x  cosç  -*-  y  sin  <p)  =  R*  -4-  2Rp', 

(P  —  2d  (x -4- p' cosç)  =  (R' —  R)  (R' H- R  H- 2p'). 

Entre  ces  quatre  équations,  combinées  deux  à  deux^  éliminons 
p  et  p';  nous  obtiendrons,  par  un  calcul  facile  : 

(x*-^y»  — R«)(R'  — R  — deoscp) 
=  ((P— 2rfx-+-  R'  — R")(R  -i-xcosç  +  ysinç), 

(x*  -4-  y*—  R')(R'  —  R  -+-  d  cosç) 
=  (d*  —  2dx  +  R*  —  R")  (R  —  X  cosç  —  y  sin  cp). 

Ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 

(R'  -  R) (X*  4-  y*  —  R»)  =  R (d*  —  2rfx  -h  R*  —  R") , 

ou  enfin 

Le  lieu  demandé  est  donc  une  circonférence  ayant  son  centre 
I  sur  00',  à  une  distance  du  centre  0  égale  à  ^^ .  D'après 
cette  valeur,  le  centre  I  est  le  point  de  œnœurs  des  tangentes 
communes  aux  cercles  donnés,  extérieures  à  ces  cercles.  Quant  au 
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rayon  l  de  la  circonférence  I,  il  est  donné  par  la  formule 

"-(ê^-")  (s^*  »■)•■•• '»> 

Soient  A,  A'  les  points  où  00'  coupe  les  circonférences 
données.  Le  premier  facteur  représente  01  —  OA  =  IA;  le 
second  représente  lA'.  Donc  le  rayon  IM  est  moyen  proportionnel 
entre  les  distances  lA,  lA'  (*). 

Remarque.  Les  équations  des  cercles  0,  0'  étant 
(0) x*-*-t/»  — R'  =  0, 

m (a;-(|)«^,y«-R'«  =  0^ 

les  cercles  0,  0',  l,  considérés  deux  à  deux,  ont  trois  axes  radi" 
eaux,  dont  les  équations  sont,  d  après  la  règle  connue  : 

(0,0)    .    .    .    .  î2rf«  — (P  — R*H-R'»  =  0, 

Kd  R 

(0,1).      .      -R.^.2^— ^X-.RR'~:^— ^(P  =  0, 

(OM)    -.2(/x  +  (P-R'«4.2^^x-RR'-^g^d«=0. 

En  simplifiant  les  deux  dernières,  on  retombe  sur  la  pre- 
mière; donc,  les  trois  aoces  radicaux  coïncident;  ou,  ce  qui  est 
équivalent  :  les  circonférences  0, 0',  I,  considérées  deux  à  deux, 
ont  les  mêmes  points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires, 

(E.  G.) 


(')  Thàtrèmes  et  Problèmes,  p.  198. 
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THÉORÈMES  SUR  LES  COURBES  ET  LES  SURFACES 
DU  TROISIÈME  ORDREi 

par  M.  Louis  Saltel,  professeur  à  Fontenay-Ie-Gomte. 


1.  THÉORÈMES  SUR  LES  COURBES. 

Théorème  I.  Soient  P  un  point  arbitraire  d'une  courbe  plane 
2»  du  troisième  ordre^  et  PAB  une  sécante  quelconque^  issue  de  ce 
point  et  rencontrant  la  courbe  aux  points  A,  B.  Représentons  par 
(G,  D,  E),  (G  D'  E')  six  nouveaux  points  arbitraires  de  cette 
courbe^  et  considérons  les  deux  coniques 

(ABCDE),    (ABr/D'E). 

Si  l'on  désigne  par  \  7!  les  sixièmes  points  communs  à  ces  ami- 
qws  etàl^et  par  a^^  a^^  les  points  communs  à  cette  dernière  courbe 
et  à  une  sécante  arbitraire,  issue  de  P;  ces  deux  points  a,,  «2  sont 
les  points  homologues  communs  aux  deux  involutions  que  cette 
sécante  détermine  sur  les  deux  quadrilatères 

(CDEx),    (C'D'E'V). 

Remarques. —  I.  Lorsque  l'on  a  déterminé  les  points  P,  A,  B, 
(C,  D,  X)f  (C,  D\  X'),  ce  théorème  donne  une  génération  de  la 
courbe  par  la  règle  et  le  compas^  qui  est  extrêmement  simple. 

II.  Si  les  deux  coniques  (PECDX),  (PE'C'D'V)  coïncident, 
2  se  compose  de  cette  conique  et  de  la  droite  PAB  :  dans  ce  cas, 
le  théorème  précédent  se  réduit  au  théorème  de  Desargues. 

Théorème  II.  La  courbe  la  plus  générale  du  troisième  oindre 
peut  être  considérée  comme  le  lieu  des  points  doubles  des  séries  de 
points  en  involution  que  détermine,  sur  un  quadrilatère  fixe,  une 
sécante  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe. 
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2.  THÉORÈME  SUR  LES  SURFACES. 

Théorème.  Toute  surface  2,  du  troisième  ordre ^  à  point 
double  P  et  passant  par  le  cercle  de  Cinfini.est  déterminée  par  un 
cercle  quelconque  D  de  cette  surface  et  trois  points  arbitraires 
Ay  B|  C. 

Cette  surface  peut  être  construite  comme  il  suit  : 

Soient  \',  B',  G'  les  seconds  points  d'intersection  des  sphères 
(CA),  (CE),  (CD)  avec  les  rayons  PA,  PB,  PC;  si  Von  considère 
un  point  quelconque  jx  du  plan  t  déterminé  par  les  trois  points 
k'9  B'y  C'f  il  est  tel  que  le  second  point  de  rencontre  du  rayon 
Pli  ^  avec  la  sphère  (C/x),  est  un  point  de  la  surface  1. 

Remarques.  —  I.  Le  cône  tangent  en  P, à  2,  est  le  cône  qui  a 
pour  base  le  cercle  d'intersection  du  plan  n  avec  la  sphère  (DP). 
(Cette  remarque  constitue  à  elle  seule  l'étude  des  affections  du 
point  P.) 

II.  Les  points  réels  de  la  surface,  situés  à  Tinfini,  sont  sur 
la  droite  de  Tinfini,  située  dans  le  plan  qui  passe  par  le  point  P 
et  par  la  droite  d'intersection  du  plan  du  cercle  D  avec  le  plan  n. 

III.  Si  Ton  suppose  le  point  P  situé  à  l'infini  dans  une  direc- 
tion donnée,  la  surface  2  se  décompose,  et  l'on  en  déduit  la  con- 
struction suivante  d'une  surface  du  second  ordre,  déterminée  par 
un  cercle  D  et  quatre  points  P,  A,  B,  C,  dont  l'un  d'eux,  P,  est 
&  l'infini,  dans  une  direction  donnée  : 

Soient  A',  B',  C  les  seconds  points  d'intersection  des  sphères 
(CA),  (CB),  (CD)  avec  les  rayons  PA,  PB,  PC;  si  l'on  considère 
un  point  quelconque  (jl  du  plan  n  déterminé  par  les  points  A',  B', 
C  ;  ce  point  est  teU  que  le  second  point  de  rencontre  du  rayon  P/x, 
avec  la  sphère  (C/x),  est  un  point  de  la  surface  du  second  ordre. 
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SUR  LA  FORMULE  DU  BINOME  s 

k  propos  d'une  note  de  M.  Janiq  (*}. 


I.  De  la  relation  connue 

c,^-+-c,,-i=c.H..^n, (i) 

on  conclut 


puis,  en  ajoutant  membre  à  membre  toutes  ces  égalités  : 
^.ji  ***  ^-i,p-i  -*-•••-♦-  Cs_^i^  Œs  €«^.1^. 

Soit  n  —  p  H- 1=81»;  d'où  n=in4-p  —  1.  Renversant 
Tordre  des  termes,  on  a 

m      fn(m-4-l)  m(m  ■♦- 1)... (m -4- p  —  4)  \ 

I  H 1 h-  H ^ — ^ ' 1 

i  iM  4.2...P 

(m  -4-  1)(m  -♦- 2) ...  (m -4- p)  f  ^  ^ 

"=  r.2~  p  ) 

II.  La  relalion  (A),  que  nous  venons  de  démontrer  par  la 
théorie  des  combinaisons,  subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  m. 
En  effet,  l'égalité  (1),  d'où  elle  résulte,  équivaut  à  l'identité 

(n  — p-4-1)-f-p=nH-  i. 


(')  Journal  <ie  Baitiglini y  iSTé, 
(••)  Cours  d'Analyse,  p.  40. 
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III.  Si  Ton  change  m  en  —  m,  la  formule  (A)  devient 

m      iw(w— 1)  m(m  —  1)...  (m  — p -4- 1) 

^{m-i)(m-i)...{m-p)  '^  ' 

i.2...p 

Celle-ci  a  été  donnée  par  M.  Janni. 

IV.  Le  premier  membre  de  Tégalité  (A)  représente  la  somme 
des  p  -4- 1  premiers  termes  du  développement  de  (1  — 1)-«.  De 
même,  le  premier  membre  de  (B)  est  la  somme  des  p  -f-  1  pre- 
miers termes  du  développement  de  (1  — 1)«.  Chacune  de  ces 
sommes  est  donc  réductible  à  un  monôme.  Au  moyen  de  cette 
ingénieuse  remarque,  M.  Janni  a  pu  démontrer,  plus  simplement 
que  je  ne  Tai  fait  autrefois,  les  propositions  suivantes  : 

1^  m  étant  une  quantité  positive,  moindre  que  l'unité,  on  a 

I        .      m      wfm -4- 1)      m(m -^  1)  (m-+- 2) 

—  ss:  1  —  —  -4-  i 1-J L  .4-   i , ,  • 

2-  1  1.2  d.2.3 
2*  m  étant  une  qttantité positive  quelconque,  on  a 
m      m{m—i)      tn[m  —  i)  [m  —  i) 


i  i.i  1.2.3. 

3*  m  étant  une  quantité  positive  quelconque,  on  a 
m      m(m-i)      m(m-l)(m  — 2) 


(')  Comptes  rendtis,  tome  XLV,  p.  621.  —  Le  prince  B.  Boncompaoni, 
aussi  célèbre  par  son  érudition  que  par  sa  libéralité  scientifique,  a  eu 
rexiréme  obligeance  de  m'envoyer  une  traduction  française  du  petit  Mé- 
moire de  M.  Janni.  Cette  traduction,  imprimée,  commence  ainsi: 

«  La  série  binomiale,  dans  le  cas  de  a;  =s  —  1,  peut  se  réduire  immédia- 
>  tement  à  un  produit  infini.  En  effet,  si  on  indique  par  S  la  somme  de  la* 
•  série,  on  a 

m      m(m— I)       m(w  — i)(m~2) 


1  1.»  M3 
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V.  Les  formules  de  sommation,  (Â),  (B)^  dues  à  M.  Janni, 
sont  d'autant  plus  curieuses,  qu'il  n'en  saurait  exister  d'analogue, 
croyons-nous,  pour  la  somme  desp-hl  termes  du  développement 
de  (1  -H  1)*»,  m  étant  positif .  Soit,  en  effet. 

D'après  une  formule  de  Poisson  (*), 

ou ,  par  le  changement  det-hlenz: 

s..-^(p..)"':r.."(;':;;y^-(.-')-^ 

Dans  le  cas  le  plus  favorable,  celui  de  m  entier  positifs  l'inté- 
grale se  réduit  à  la  différence  de  deux  sommes,  Composées,  cha- 
cune, de  m — p  termes;  et  la  nouvelle  expression  de  S^+i  est 
plus  compliquée  que  la  première. 

VI.  Quoi  qu'il  en  soit,  en  égalant  ces  deux  valeurs,  on  trouve 
la  relation  : 

± — — -  )  c. 

m.2'"(m  — 1) (m— 12)  ••  (m -p)*-  'JJ 


Que  rhonorable  auteur  nous  permette  ici  uiie  légère  critique.  L'expres- 
sion :  Somme  d'une  térie,  est  inadmissible,  quand  la  convergence  de  la  scric 
n'est  pas  démontrée. 

(*)  Bulletin»  de  l'Académie  de  Belgique  y  avril  4867. 
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Par  exemple, 
3*i""4*i6' 


5   32      3.32   4.3 L        '^  J 

(E.  Catalan.) 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  ao* 

Étant  donnés  trois  points  fixes,  trouver  le  lieu  d'un  quatrième 
point  tel,  que  les  axes  des  deux  paraboles  passant  par  ces  quatre 
pointSy  forment  entre  eux  un  angle  donné. 

(Concours  d'admission  à  l'École  polytechnique.  —  1874.) 


1 .  Équation  du  lieu,  en  coordonnées  obliques.  Soient  A,  B,  C 
les  trois  points  donnés.  Prenons  la  droite  CB  pour  axe  des  x,  la 
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droite  CA  pour  axe  des  y  ;  désignons  par  a  Pabscisse  du  point  B, 
par  6  l'ordonnée  du  point  A.  L*équalion  d'une  parabole ,  dont 
Taxe  est  parallèle  à  la  droite  représentée  par 

y  =  lx, 

et  passant  par  les  trois  points  A,  B,  C,  est 

(y  — te)*— ai'x  — 6y  =  0 ({) 

Supposons  que^  dans  cette  équation  (1),  x  et  y  représentent 
les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  cherché.  En  appelant  m,  n 
les  coefficients  angulaires  des  axes  des  deux  paraboles  passant 
par  ce  point,  m  et  n  seront  les  racines  de  Téquation  (1).  On  aura 

donc  : 

2xy 


m 


mn* 


x(x— o) 
x(x  — o) 


2  |/xf/(av  -*-  6x  —  ab) 

m --91= —-- ^  • 

x{x  —  a) 

Appelons  y  Tangle  constant  sous  lequel  se  coupent  les  axes  des 
deux  paraboles  : 

(m  —  n)  sin  C 

tgf  = ^ ' » 

i  -^  mn  -^  (m  -h  n)  cos  C 

ou 


2  sin  C  Vxy  (ay  -h  6x  —  ab) 
X  (x—  a)  -*-  y  (y  —  6)  -♦-  2xy  cos  C 
ou  encore 

tg*)f  [x  (x  —  a)  -♦-  y  (y—  6)  +  2xy  cosC]'=4sîn*Cxy  {ay  +  5j? — ab); 
ou  enfin,  en  posant  :      ^ 

Il  =  X  (x  —  a)  -4-  y  (y  —  6)  -4-  2xy  cos  C , 

z  =  ay  -^  bx  —  ab: 

lg*iy.  u*  ES  4xyz  sin*  C. 
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Telle  est  Téquation  du  lieu.  L'équation  ti«=0  représente  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  ABC;  z  =  0  représente  la  droite 
AB. 

En  général^  le  lieu  est  une  quartique  trinodale,  ou  courbe  du 
quatrième  degré,  ayant  trois  points  doubles;  savoir,  les  sommets 
du  triangle  ABC.  En  effet,  x=0,  par  exemple,  donne  tt*=  0  : 
les  quatre  points  d'intersection  de  CA  avec  la  courbe,  coïncident 
donc  deux  à  deux.  I^e  lieu  reste  le  même  si  Ton  change  jjenn  —  if, 
ce  qui  est  évident  a  priori. 

Dans  le  cas  où  y =f,  la  courbe  se  réduit  à  deux  fois  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  ABC.  Si  iy  =  0,  elle  se  réduit  aux  trois 
droites  AB,  BC,  CA,  auxquelles  il  faut  joindre  la  droite  de  l'in- 
fîni^  comme  nous  le  montrerons  plus  bas.  La  forme  de  la  courbe, 
dont  nous  nous  occuperons  au  n®  IV,  fait  comprendre  comment 
la  quartique  trinodalc  peut  se  réduire  ainsi  à  un  cercle  double, 
ou  à  trois  (quatre)  droites. 

n.  Équation  du  lieu,  en  coordonnées  trilinéaires.  Prenons  le 
triangle  ABC  pour  triangle  de  référence  :ac=aO,  p  =  0,  y  =  0 
seront,  respectivement,  les  équations  des  côtés  BC,  CA,  AB. 
Appelons  T  Paire  du  triangle  ABC,  R  le  rayon  du  cercle  circon- 
scrit, c  le  côté  AB.  On  a,  comme  Ton  sait  : 

2sinA       2sinB      âslnC' 

2Taao68inC  =  aa  4-  6p -♦- cr  =  2R  (asin  A  h-  psin  B  4- r  sin  C), 

asssysîoG,    p  =  xsinG. 
Par  suite  : 

(ay  -*-  5x  —  ah)  sin  C  sa  a«  +  ^p  —  2T  ==  —  cy^ 


et 


ay  '\-hx  —  at  = :— -.y  =  —  2Rr. 

^  sin  C 


De  même, 


ap  sin  C  -♦-  Pr  sin  A  -h  r»  sin  B=  —  t/  sin  A  sin  B  sin  C. 
I.  10 
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L'équation  du  lieu  sera  donc  : 
tg*]f(«13  8inC  H-  ^sinA-f-rasinB)*»  — 8Ra|9rsin'Asin*Bsin  "C; 

ou,  en  mulUpIiant  par 

T 

a  sin  A  -4- 13  sin  B  -f-  r  sin  C  =  -  : 

tg'vT  (apsin C  H-  pr  sîn  A  -♦-  ra  gin  B)' 
«=  —  SVapr  sin *Asin'B sin'G (asin  A  -♦-  p  sin B  -♦- r sin  C). 

En  observant  que  : 

T>a2R'sinA8inB6inC, 
on  a  : 

tg*  if{ap  sin  C  -f-  ^  sin  A  -♦-  ra  sin  B)* 
=  —  iajîy  sin  A  sin  B  sin  C(a  sin  A  +  ^sin  B  +  r  sin  C). 

Posons  : 

K  B=s  ap  sin  C  +  ^  sin  A  -4-  r«  sin  B, 

1  es  a  sin  A  -f-  p  sin  B  •«-  r  sin  C , 

Atg*y  =  sin  Asin  BsinC; 

nous  pourrons  metire  l'équation  du  lieu  sous  la  forme  : 

K«==-4A«prin («) 

L'équation  (2)  montre  que,  dans  le  cas  où  yssO,  le  lieu  se 
réduit  aux  droites  AB,  BG,  CA,  et  à  la  droUe  de  Vinfini,  dont 
l'équation  est  : 

1=0. 

lu.  Transformation  arguesienne  (**).  Pour  étudier  la  quar- 


(*)  K  ss  0  représente  d'ailleurs  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

(**)  Nous  avons  engagé  Fauteur  de  la  solution  à  se  servir  de  celte  dési- 
gnation, afln  d*appeler  Tattention  des  lecteurs  de  la  Nouvelle  Correspondanci 
sur  la  transformation  arguesienne  de  M.  Saltel,  qui  est  identique,  à  une 
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tique  trinodale  dont  nous  venons  de  donner  Téquation ,  nous 
devons  d'abord  donner,  d'après  Salmon,  quelques  notions  relar 
tives  à  la  transformation  quadratique  ou  arguesienne. 
1^  Le  point,  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  à 


1 

1 

i 

a 

P' 

r 

est  appelé  Varguesien  du  point  ayant  pour  coordonnées  a,  p,  y 
Les  lignes  dont  les  équations  sont  : 

/l     i    i\ 
FKp,r)  =  0,    F-,  -»-U=0    ou    F(pr,ar,«p)=0, 

Va     p     yi 

sont  dites  arguesiennes  Tune  de  Tautre.  En  général,  à  un  seul 
point  de  la  première  courbe,  correspond  un  seul  point  de  la 
seconde,  et  réciproquement.  Cependant,  il  y  a  des  exceptions, 
comme  on  va  le  voir. 

2*  Les  trois  droites  représentées  par  : 

se  coupent  en  un  point  P  qui  a,  pour  arguesien,  le  point  d'inter- 
section P'  des  droites  ayant  pour  équations 

*  — 1=-. 
l       m      n 

Il  est  facile  de  construire  géométriquement  le  point  P',  quand 
on  se  donne  le  point  P.  En  effet  :  joignons  le  point  P  à  deux 
sommets  de  triangle  de  référence,  et  construisons,  par  rapport 
aux  bissectrices  passant  par  chaque  sommet^  les  symétriques  des 
droites  ainsi  menées  :  le  point  d'intersection  des  nouvelles  droites 
est  P'  (Salmon,  Coniques^  n*"  55). 


transformation  linéaire  près,  à  la  transformation  quadratique.  Voir,  sur 
cclle-el,  un  article  de  M.  Mathieu  (Nouvelles  Annales  4865).       (P.  M.) 
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3°  Oq  reconnaît,  d'après  celte  construction,  que  les  lignes 
représentées  par  les  équations 

fa  =  jwp  ==  ny^ 

ont  pour  arguesiennes  celles  qui  sont  données  par  les  relations 

a  _^ r 

l      m      n 

Mais  les  droites  BC^  GA>  AB,  correspondent,  respectivement, 
aux  points 

A,  B,  C, 

et  non  ù  d'autres  lignes.  On  arrive  au  même  résultat,  mais  d'une 
manière  moins  claire,  par  l'Analyse. 
A^  L'arguesienne  du  cercle  circonscrit,  représenté  par 

Ksstf^sinC  +  ^sin  A  -f-  yasin  B  =  0, 

a  pour  équation 

sin  G       sin  A       sin  B 

1 H =0, 

ap  pr  ar 

c'est-à-dire 

a  sin  A  -f-  ^  sin  B  +  r  sin  C  =  0. 

La  droite  de  l'infini  est  donc  l'arguesienne  du  cercle  circonscrit; 
et  réciproquement. 

5"  L'arguesienne  d'une  droite  quelconque,  ayant  pour  équation 

/a  4-  mp  -♦-  ny  =  0, 

est  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC,  représentée  par 

ipr  -«-  niay  -t-  nap=0; 
et  réciproquement. 

Si  la  droite  coupe  le  cercle  circonscrit,  la  conique   a  deux 
points  réels  à  l'infini,  situés  sur  la  droite  de  l'infini,  c'est  donc 
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une  hyberbolc.  Si  la  droite  ne  coupe  pas  le  cercle  circonscrit, 
la  conique,  n*ayant  aucun  point  réel  à  Tinfini,  est  une  ellipse. 
Si  la  droite  est  tangente  au  cercle  circonscrit,  la  conique  argue- 
sienne  sera  tangente  à  Targuesienne  du  cercle  circonscrit,  c'est- 
à-dire  à  la  droite  de  TinGni.  Ce  sera  donc  une  parabole  (Salhon^ 
Coniques,  n^  2S4). 

Ainsi,  les  paraboles  dont  le  quatrième  point  d'intersection 
engendre  la  quartique  trinodale,  ont  pour  arguesiennes  des  tan- 
gentes au  cercle  circonscrit. 

IV.  La  quartique  trinodale  est  Varguesienne  d'un  cercle  concen- 
trique au  cercle  circonscrit  au  triangle  de  référence.  L'argue- 
sienne  de  la  quartique  trinodale  est,  d après  les  considérations 
précédentes,  représentée  par 


,  /sin  C       sin  B      sin  B\' 


ou 


4     .    .    .    _  .   ^/sinA       SHiB       sin  C\ 
sin  AsinBsinC  I 1 -♦- ; 

a^y  \    a  j3  y    J 

tg%  (a  sin  A  -4-  p  sin  B  -4-  r  sin  C/  = 
—  4  sin  A  sin  B  sin  C  (mp  sinC  -♦-  pr  sin  A  4-  ya  sin  B)  ; 

équation  que  Ton  peut  encore  écrire  : 

tg'iy .  Px=r  ^  4K  sin  A  sin  Bsin  C. 

Celle-ci  représente  un  cercle  1234 ,  concentrique  au  ccrde 

circonscrit.  Pour  déterminer  le  rayon  de  ce  cercle,  revenons  aux 
coordonnées  obliques.  Nous  avons  vu  que 


donc 
Or, 


K  s=3  —  tf  sin  A  sin  B  sin  C; 

l\  tg»jy  »  4u  sin*  A  sin*  B  sin*  C. 

l«R*  =  T*=i4R*sin*Asin*Bsin*C, 
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en  sorte  que  l'équation  du  cercle  se  réduit  à 

RVtg'y  =s  ti  =  X  (x  —  a)  -♦-  y  (y  —  6)  +  2xy  cos  C. 

Le  rayon  de  ce  cercle  a  pour  valeur  ^.  Il  se  construit  au 
moyen  d'un  triangle  rectangle. 

L'angle  compris  entre  deitx  tafigentes,  menées  d'un  point  du 
cercle  concentrique  au  cercle  circonscrit,  tangentes  qui  sont  les 
arguesiennes  des  paraboles  dont  le  quatrième  point  d'intersec- 
tion engendre  la  quartique  trinodale»  est  égal  àr  —  2y. 

Le  cercle  concentrique  étant  construit,  on  obtiendra  autant 
de  points  de  la  courbe  que  Ton  voudra,  par  la  construction 
indiquée  plus  haut.  La  courbe  passe  par  les  points  A  et  B,  en 
restant  entre  le  cercle  et  le  côté  AB,  mais  extérieurement  au 
triangle;  au  point  B  elle  sort  du  cercle,  décrit  une  sorte  d'ovale, 
de  manière  à  revenir  au  point  G,  où  elle  rentre  dans  le  cercle, 
et  passe  entre  le  cercle  et  le  côté  CA,  toujours  extérieuremi^nt 
au  triangle;  repasse  par  le  point  A,  et  décrit  ensuite,  sur  AB  et 
AC,  des  ovales  analogues  à  celle  qui  se  trouve  au-dessous  de 
CB. 

V.  Tangentes  aux  points  doubles.  Les  tangentes  aux  points 
doubles  ont  pour  équations  : 

(|3  sin  G  -(-  r  siu  B)*  -♦-  4Apr  «in  A  =0, 
(y  sin  A  +  a  sin  C)'  -f-  4A«r  sin  B  =  0, 
(a  sin  B  +  p  sin  A)*  -♦-  4&a|3  sin  C  «=  0. 

Leurs  arguesiennes  sont  représentées  par 

(rsîn  C  -i-  p  sin  B)'  -♦-  4Apy  sin  A  =  0, 
(a  sin  A  -f-  y  sin  C)*  +  ihaysm  B  =  0, 
(j3  sin  B  +  a  sin  A)*  -¥•  4A«|3  sin  C  «  0. 

Or,  si  l'on  fait  successivement  : 

«=0,    13  =  0,    r==0, 
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dans  réquation  du  cercle  arguesien  de  la  quartique,  on  trouve 
les  (rois  dernières  équations  ;  donc  les  arguesiennes  des  tangentes 
atac  points  doubles  passent  parles  intersections  des  côtés  du  triangle 
avec  le  cercle  concentrique.  Ces  tangentes  sont  les  droites  AS, 
A15,B9,  B17,C5,  ai. 

Il  est  facile  de  dénnontrer  géométriquement  cette  propriété, 
comme  le  fait  Salmo?!,  qui  donne  encore  beaucoup  d'autres 
propriétés  des  quartiques  trinodales  {*). 

VI.  Bilangentes.  On  peut  écrire  Téquation  de  la  quartique 
sous  les  quatre  formes  : 

(«p  sin  C  -♦-  pr  sin  A  -♦-  ra  sin  B)'«=  —  Ahat^l , 

(—  «p  sin  C  -•-  pr  sin  A  -♦-  ya  sin  B)' 
»  —  apr  (4M  +  p  sin  A  sin  G  +  a  sin  B  sin  C) , 

(ap  sin  C  —  py  sin  A  -♦-  r«  sin  B)* 
ass  —  apy  (4AI  -«-  p  sin  A  sin  C  -♦-  r  sin  A  sin  B), 

(«p  sin  C  -♦-  pr  sin  A  —  r»  sin  B)' 
=  —  a^r  (4AI  +  r  sin  A  sin  B  +  a  sin  B  sin  C). 

D'après  cela,  il  est  évident  que  les  bitangentes  ont  pour 
équations 

l«0, 

4AI  -4-  p  sin  A  sin  G  +  (X  sin  B  sin  C  «  0, 

4A1  +  p  sin  A  sin  G  +  r  sin  A  sin  B  =  0, 

4AI  -4-  r  sin  A  sin  B  -f-  a  sin  B  sin  B  =  0. 

Leurs  points  de  contact  se  trouvent  sur  les  coniques  dont  les 


(*}  Saimon,  ffighef  plane  Curves^  n<>'  S83  et  suivants.  M.  Saltbl,  dans 
son  deuxième  Mémoire  sur  la  transforroalion  arguesienne,  donne  l'énoncé  de 
cent  théorèmes  sur  les  quartiques  trinodales  générales.  (P.  M.) 
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équations  sont  : 

K=0, 

—  a(3 sin C  4-  Pr  sin  A  -4-  r^  sin  B  =s 0, 
ap  sin  C  —  py  sin  A  -H  ya  sin  B  «s  0, 
«p  sin  C  +  ^sin  A  —  ocy  sin  B  ==  0. 

Les  arguesiennes  de  ces  coniques  sont  représentées  par  : 

1  =  0, 
a  sin  A  +  p  sin  B  —  r  sin  C  «=  0 , 

—  a  sin  A  +  |3  sin  B  +  7  sin  C  s=  0, 
a  sin  A  —  p  sin  B  4-  r  sin  C  =  0. 

Ces  trois  dernières  équations  appartiennent  aux  droites  qai 
joignent,  deux  à  deux,  les  pieds  des  médianes  du  triangle  ABC. 
Leurs  intersections  6,  14,  8, 18,  12,  %  avec  le  cercle  arguesien 
de  la  quartique,  donnent  les  arguesiens  des  points  de  contacr, 
qu'il  est  facile  de  déterminer  (*). 

L.  Philippin, 

élèTe  de  deuxième  année  à  TËcole  normale  des  Sciences  (**). 


(*)  Il  serait  intéressant  de  démontrer  géométriquement  que  les  axes  des 
paraboles,  arguesiennes  des  tangentes  menées,  des  points  du  cercle  concen- 
trique, au  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  font  entre  eux  un  angle  égal 
h  la  moitié  du  supplément  de  Tangle  de  ces  tangentes  (Voir  le  n«  IV  de  la 
solution  précédente). 

(*')  C'est  M.  J.  Derousseaux,  condisciple  de  M.  Philippin,  qui  a  fourni  à 
celui-ci  réquation  du  lieu ,  en  coordonnées  obliques.  (P.  M.) 
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Question  94. 


a,  b  étant  detix  nombres  entiers,  décomposer,  en  trois  carrés 
entiersy 

(i  H-  a  -♦-  6  H-  o'  -H  a6  -I-  6*)'. 

I.  On  a»  identiquemenc, 

(i  -4-  o  -+-  6  -♦-  o*  -4-  a6  -f-  6')' 
=  [(\  -♦-  a)(a  -t-  6)]*  -f-  [(i  -♦-  b)(a  ^  6)]*  ^  (i  ^  a  ^  6  —  a6)'  (*).  (i  ) 

II.  Si  l'on  remplace  a  et  6  par  -^  et  ^  >  on  trouve,  au  lieu  de 
ridentité  (1)  : 

(o*  -4-  6*  -♦-  c*  -f-  6c  -♦-  ca  +  ab)* 
=  [(a  -H  c)(a  -H  b)Y  -4-  [(6  -4-  c) (a  -4-  &)]•  •v-ic'^ac-^  bc—  ab)\   (2) 

Le  premier  membre  est  une  fonction  symétrique;  donc 

(a"  -4-  6*  -4-  c'  -4-  6c  -4-  ca  -4-  o6)'  = 
[{b  4-  a)(5  H-c)]*-4-  [(c  +  a)(6  -4-  c)J  ^  (a»  h-  6a  +  ca  — 6c)',    (3) 

(o*  -4-  6'  -4-  c*  -4-  6c  -4-  ca  -4-  o6)*  = 
[(c  +  6)  (c  -4-  a)J  -4-  [(a  -4-  6)  (c  -4-  a)]*  +  (6'  -4-  c6  +  a6  —  ea)*.     .  (4) 

(*)  J'ai  trouvé  cette  décomposition  en  traitant  le  Problème  de  MalfatH 
{BuUetiru  de  l'Académie  de  Belgique,  octobre  i87i).  D'un  autre  côté,  Téqua- 
tien  de  la  toroîde  conduit  à  Tidentité 

(a«-4-  7a»6«-4-6«)«  =  (a«  h-  206»)»  -4-  (b*  -4-  2a»6)»-4-(3a«6y, 

laquelle  donne  une  infînitc  de  solutions  de  Téquation 

u'  =s  a?'  -4-  y'  +  3'. 

S'il  s'agissait  de  montrer  combien  est  importante  VApplication  de  la 
Géométrie  à  l'Jlgèbre  et  à  l'Arithmétique  ^  ces  deux  exemples  seraient  peut- 
être  jugés  insuffisants.  Mais  il  y  en  a  un  autre,  bien  mémorable:  Douze sièclet 
avant  Euler,  et  probablement  au  moyen  de  considérations  géométriques  y 
Bbahmbgupta  résolvait j  en  nombres  entiers,  V équation  Ca:'-4-  Â=y'.(CHASLE8, 
Aperçu  historique.) 
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Exemple  :  a  =  5,  6=»39  c»»4.  Les  trois  dernières  relations 
deviennent  : 

(25-f-9-t-i6H-i2  +  20-4-i5)*  =  (9.8)»-H(7.8)*-f-(46+8.4-i5)' 

«(8.7y^ (9.7)« -♦-  (25  -f-  7.5 -12)' 

=(7.9)«^(8.9)«-H(  9-+.9.3  — 20)«; 
ou 

97»  =  72*  -^  56'  -^  33'«  56*  -4-  63»  -f-  48'=  63*  -♦-  72'  -t- 16'; 

ou  enfin 

9  409  =  5  184  -♦-  3  136  -♦-  i  089  =  3  136  -^  3  969  4-  2  304 
=  3  969  4-5184-1-256; 
ce  qui  est  exaet. 

III.  On  a 

a'  -I-  6»  -♦-  c»  -4-  6c  -♦-  ca  4-  at  = 

Parmi  les  nombres  entiers  a,  b,  c,  il  y  en  a  deux,  au  moins, 
de  même  parité  :  appelons-les  6,  c.  Soient  ensuite  : 

6-f-c       ^64-c  6  —  c 

2  2  ^*       2 

Au  moyen  de  ces  nouvelles  notations,  nous  pourrons  écrire 
ainsi  les  identités  (2),  (3),  (4)  : 

(/'  4-  2sf«  4-  hy  =  (r-  A?  4.  [2sf(/-4-  h)y  4-  (2/^  -  29»)»,  (5) 
(/^4-2sf«4-  A7=[2j(/-4.A)j4.[2ff(r- A)]'4-  (f-2s*  4.A7,  (6) 
{/^^^g^^hy^{r^hy^[^g{f^h)Y^[^fh^^gy.    .    (7) 

IV.  M.  Neuberg,  notre  honorable  et  zélé  Collaborateur,  nous  a 
fait  observer  que 

(a*  4-  6»  -♦-  c*  4-  6c  4-  f  a  4-  a6/  = 
[a(a  4-64-  c)]'  -f-  r6(a  -f-  6  -f-  c)]'  -f-  [c(a  4-64-  c)]'  -♦-  (6c  4-  co  -^  06)*. 
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En  conséquence, 

et,  par  rinterversion  des  lettres  /)  A  : 

V.  Si  Ion  eliange  fen  — f,  g  en  — </,  A  en  — A,  on  obtient 
encore  : 

(»•- AT  -*-  [(f-9)i9-h)]'-^  [(/•+  ,)(y-^)]«H.(/^H.  2S^A  ^. ,«)«.     (12) 

VI.  D'après  un  théorème  connu  (*)  tout  nombre  impair  est  de 
la  forme  P  -h  2g'  -h  li*.  Donc  tout  carré  impair  est  généralement 
décomposable  en  trois  carrés  et  en  quatre  carrés  (**). 

Exemple  ;  Soient  /■=2,  9  =  5,  A==»5;  d'où  résulte 
/«H-  Sjf'-f-  A«  =  47.  On  a  donc 

47*  =  2i«  -f-  42*  -4-  2«  =  42»  ^  18'  -*-  M*  =  2i*  -f-  W  -h  38' 

«=  5'  -^ 40* -V- 10*  -H  22*=16*^  40*-^ 8*  +  i7*=5*-t-  8*-f- 2*-h  46* 

=  i6*-H2*+iO*-^45*. 

VII.  Chacune  des  relations  (5),  (6),  (7)  permet  de  trouver  un 
nombre  qui  soit,  en  même  temps,  une  somme  et  une  différence  de 


(*)  Lbobndbb,  Théorie  des  nombres ,  tome  I,  p.  216. 

{**)  Les  cas  d'exception,  assez  nombreux,  résultent  des  identités  ci-dessus. 
Voici  les  principaux  :  l«/'=0;  2«flf  =  0j  S^AsaO;  i^  f=:g]  }S^  fs=ih\ 
^•g=sh'j7^fh^g*',  8<»/'4-flf*=2sr/*;9«5r«  +  A*  =  2/i^. 
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deux  carrés.  En  particulier,  Tidentité  (6)  donne 

en  supposant 

(E.  C.) 
Autres  solutions  par  MM.  Van  Auhel,  Ledent  cl  P.  S. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


•s.  Démontrer  que  les  seules  racines  réelles  de  Téquation 


sont 


i 
0,— iel— -. 


99,  Former  féquation  qui  n*admet  que  les  racines  imagi- 
naires de  la  proposée,  c'est-à-dire,  trouvet*  le  quotient  Q  de 

(x  +  i)«-  —  ar«»  — 2a;— 1 
par 


(*)  Les  Dombrcs  P,  Q  pourraient  être  dits  cusociés, 

('*)  Afin  d'engager  nos  jeunes  lecteurs  à  effectuer  celle  division,  nous 
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4m.  Prouver  que,  si  l'on  hit  y  <=  ix  +  i ,  la  transformée 
de  l'équation  réduite  est 

C,  y*"  *  +  (C,  +  C.)  y»--' +  (C.  H- C  +  C.)  y»"-»  + . . . 

+  ((;-t-r,,-<-...  +  c»^)/=o. (2) 

Dans  celle-ci  : 

2n  2n(2n  —  0(2»  —  2) 

(E.  C.) 
41.  Si  ne=3./lt<  3  +  1,  on  a  identiquement, 

C*...  -  5C^^  +  3'  C,.^  -  ±  5"-'  C.4  =  2--'. 

Par  exemple,  pour  n='7  : 

U      .  14.43M2  14H3.12.H.10        ,  U.15.12.1 1.10.9.8 

3. h  9. 27. 

1  1.2.3  1.2.3.4.5  1.2.3.4.5.C.7 

„.   14.13.12.11.10      ^.,  14.13.12      „^„  14      ^„ 

-*-  **•  — .^,,. 243.  — -— —  +  729.  —  =2"  • 

1.2.3.4.5  1.2.3  1 

(E.  C.) 

4ji.  Trouver  trois  nombres  entiers^  premiers  entre  eux  deux 
à  deux,  tels  que  la  somme  de  deux  quelconques  d'entre  eux 
n'admette  pas  de  facteurs  premiers  autres  que  ceux  qui  sont 
contenus  dans  le  troisième.  Exemple  :  3,  5, 22. 

(Ernest  Quetelet.) 

4a.  Soient  a,  b,  c,  d  les  côtés  consécutifs  d'un  quadrilatère  ; 


leur  indiquons  le  résultat  du  calcul  : 

0=:(a; -♦-i)«-*+(a?-*- !)*•-»+ (iT  H- «)•-•-*-••-♦- (a?-*- l)-f-i 

—  a?'"-'+rc*"-*-t-  •••  —  a?-t-l. 
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dy  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  ;  A,  Taire  du 
quadrilatère.  1®  Démontrer  la  relation 


^  (c«  — a»)V/  46V  — (6*  -*-rf«  — 4^'. 

2"  Vérifier  qu'elle  s'accorde  avec  la  formule  de  M.  Dostor  : 

16A'  =  4xy  -  (a«  —  6»  -♦-  c*  —  d^f  (*). 

Dans  celle-ci,  x  et  j/  représentent  les  longueurs  des  diago- 
nales. 

Remabqubs.  I.  Les  radicaux  doivent  èlre  pris  avec  des  signes 
convenables.  . 

II.  La  formule  proposée  devient  illusoire  si  d=  0  :  le  quadri- 
latère est  alors  un  parallélogramme.  (E.  C.) 

44.  fx  étant  une  quantité  positive  quelconque» 

tel  La*  +  2n  —  i       /u  -f-  î2n      /u  -♦-  n  J 

(E.  C.) 

(')  NouvelUs  Annalei,  i848. 
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NOTE  SUR  LE  PRINQPE  DE  LA  MOYENNE  ARITHMÉTIQUE  p 

ET  SUR  SON  APPLICATION 

A  LA  THÉORIE  MATHÉMATIQUE  DES  ERREURS; 

par  M.  DE  TiLLT,  oflScier  d'Artillerie. 


J'ai  publié  récemment  (*)  une  exposition  de  la  Théorie  ma- 
thématique des  erreurs,  qui,  pour  le  fond ,  n'est  autre  que  celle 
de  Gauss,  mais  avec  quelques  additions,  modifications  et  obser- 
vations, dont  il  n'était  pas  possible  de  rendre  compte,  au  point 
de  vue  théorique ,  dans  un  ouvrage  destiné  surtout  à  renseigne- 
ment de  TArtillerie. 

Je  désire  combler  ici  cette  lacune ,  et  indiquer  les  motifs  du 
choix  que  j'ai  fait  parmi  les  méthodes  qui  pouvaient  me  servir 
à  exposer  la  théorie  des  erreurs  (principalement  celles  de  Gauss, 
de  Laplace  et  de  Hagen) ,  et  de  la  manière  dont  j'ai  présenté  le 
principe  de  la  Moyenne  arithmétique,  qui  me  sert  de  base.  Je 
serai  conduit  par  là  à  quelques  observations  peut-être  nouvelles 
et  h  coup  sûr  peu  connues ,  bien  que  tout  à  fait  élémentaires. 


Quant  au  choix  de  la  méthode,  j'ai  donné  la  préférence  à 
celle  de  Gauss  sur  celle  de  Laplace^  pour  des  raisons  exposées 
en  partie  dans  mon  ouvrage  même  : 

La  théorie  de  Gauss  est  basée  sur  deux  postulatums  :  celui 


(*)  Conférences  miUtairet  belges.  fia/ts<içi4«.  Bruxelles,  M uquardt,  1875; 
pages  i  55  et  suivantes. 
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de  la  moyenne,  et  celui  de  Inexistence  d*une  fonction  analytique 
de  X,  pouvant  représenter  la  probabilité  d*une  erreur  comprise 
entre  zéro  et  x. 

La  théorie  de  Laplace,  au  contraire,  n'emploie  que  ce  der- 
nier postulatum  et  en  déduit  la  justification  du  principe  de  la 
moyenne,  pour  un  nombre  très-grand  de  quantités,  et  même  de 
la  règle  des  Moindres  carrés, pour  un  notnbre  très-^rand  d'équa- 
tions. 

J'ai  préféré  la  première  méthode,  bien  qu'elle  ait,  au  moins 
en  apparence,  un  postulatum  de  plus  :  d'abord,  parce  que  Tex- 
position  est  alors  infiniment  plus  simple;  ensuite,  parce  que  la 
restriction  résultant  d'un  nombre  très-grand  de  données  ou 
d'équations  est  loin  de  se  vérifier  toujours  dans  les  applications; 
enfin,  parce  que  Texpression  analytique  d'une  probabilité,  qui, 
dans  la  théorie  de  Gauss ,  conduit  à  la  règle  des  Moindres  carrés, 
est  en  outre  utile  par  elle-même  et  trouve  de  nombreuses  appli- 
cations directes,  en  vue  desquelles  le  postulatum  de  la  moyenne 
devient  donc  nécessaire. 

On  peut  dire  que  la  théorie  de  Laplaee  est  une  solution  admi- 
rable d'une  question  autre  que  la  question  réellement  posée 
dans  les  applications.  Après  y  avoir  démontré  le  principe  de  la 
moyenne  et  la  règle  des  moindres  carrés,  pour  un  nombre  infini 
de  valeurs  ou  d'équations,  il  faut  bien,  sous  peine  de  n'en  pou- 
voir faire  aucun  usage,  admettre  implicitement  le  postulatum 
suivant  : 

La  règle  des  Moindres  carrés,  rigoureuse  pour  un  nombre 
d'équations  infini,  peut  être  admise,  au  moins  approximative- 
ment ,  lorsque  le  nombre  des  équations  est  limité. 

Mais  ce  postulatum  équivaut  alors,  et  même  sous  une  forme 
plus  compréhensive ,  au  second  postulatum  de  la  méthode  de 
Gauss,  que  Ton  peut  énoncer  en  ces  termes  : 

La  règle  de  la  moyenne ,  rigoureuse  pour  un  nombre  infini 
de  valeurs  et  pour  le  cas  de  deux  valeurs  (*),  peut  être  admise , 

(*)  Voir,  plus  loin,  la  justification  de  ce  point. 
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au  moins  approximativement,  lorsque  le  nombre  des  valeurs  est 
limilé  et  quelconque. 

La  méthode  de  Gauss  aurait  donc  Tun  de  ses  postulatums 
commun  avec  Tun  de  ceux  de  Laplace,  et  lautre  compris  dans 
un  postulatum  correspondant  de  Laplace.  C'est  pourquoi  je  di- 
sais, tout  à  rheure,  que  la  différence  entre  les  principes  admis 
de  part  et  d'autre  est  plus  apparente  que  réelle. 

Quant  à  la  méthode  de  Hagen ,  qui  décompose  Terreur  totale 
en  erreurs  élémentaires,  pouvant  se  produire  toutes  avec  une 
égale  facilité,  j  ai  cru  devoir  l'écarter,  parce  que  l'hypothèse 
fondamentale  de  Hagen  me  parait  vicieuse.  Lorsque,  d'une  urne 
renfermant  un  nombre  infini  de  boules,  dont  la  moitié  sont 
blanches  et  l'autre  moitié  noires,  on  tire,  par  exemple,  vingt 
boules  blanches,  il  y  a  encore  la  même  probabilité  pour  que  la 
boule  suivante  soit  blanche  ou  noire.  Mais,  lorsque  dans  une 
mesure,  on  a  commis  une  erreur  positive  résultant  de  l'accu- 
mulation d'erreurs  élémentaires,  toutes  positives,  il  ne  doit 
plus  y  avoir  la  même  probabilité  de  commettre  une  nouvelle 
erreur  positive,  qui  aggraverait  l'inexactitude  du  résultat,  que 
de  commettre  une  erreur  négative  égale,  laquelle  viendrait 
l'atténuer. 

D'ailleurs,  M.  Lindelôf  a  présenté,  dans  le  Bulletin  des 
sciences  mathématiques  et  astronmniques y  t.  II,  une  autre  objec- 
tion importante  contre  cette  méthode. 

Enfin,  outre  ses  vices  théoriques,  elle  est  plus  compliquée 
que  celle  de  Gauss,  en  ce  qui  concerne  la  théorie  des  erreurs 
proprement  dite. 

U 

A  l'exemple  de  Gauss,  je  prends  donc,  comme  point  de  dé- 
part,  le  principe  ou  le  postulatum  de  la  moyenne  arithmétique, 
appliqué  non-seulement  à  un  nombre  infini  de  quantités,  mais 
à  un  nombre  quelconque,  depuis  d&ux  jusqu'à  Yinfini,  pourvu 
que,  dans  l'application,  il  s'agisse  toujours,  bien  entendu,  de 
quantités,  ou  plutôt  de  valeurs  d'une  même  quantité,  également 
1.  il 
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dignes  de  confiance  et  parmi  lesquelles  on  n'ait  aucune  raison 
de  préférer  les  unes  aux  autres. 

Ce  principe  a  été  souvent  critiqué  ou  déclaré  douteux;  mais 
la  plupart  des  critiques  étaient  basées  sur  des  exemples  où  les 
valeurs  données  étaient  loin  de  présenter  la  même  apparence  de 
vérité ,  et  où  Ton  aurait  eu,  d*avance,  des  raisons  très^sérieuses 
de  préférer  les  unes  aux  autres ,  ou  bien  de  supposer  qu'il  y  avait 
eu,  dans  les  mesures,  des  erreurs  autres  que  les  erreurs  acci- 
dentelles (*). 

D'autres  fois,  on  a  dit  qu'au  lieu  de  prendre  la  moyenne  entre 
des  valeurs  très-différentes,  il  serait  préférable  de  s'abstenir; 
comme  si  ce  n'était  pas  sortir  de  la  question. 

Évidemment,  ce  ne  sont  point  ces  objections-là  que  je  me 
propose  de  rencontrer;  mais  on  trouve  dans  des  ouvrages  très- 
estimés,  parmi  lesquels  je  me  bornerai  à  citer  le  récent  et  excel- 
lent Traité  de  M.  Laurent  (**)  que ,  même  entre  des  valeurs 
également  dignes  de  confiance,  il  n'y  a  pas  plus  de  raison  pour 
adopter  la  moyenne  arithmétique  que  toute  autre  expression, 
intermédiaire  entre  les  résultats  trouvés ,  et  symétrique  par  rap- 
port à  ceux-ci ,  par  exemple  la  moyenne  proportionnelle  ou  géomé- 
trique. Je  ne  partage  pas  cette  opinion  et  j'ai  indiqué  la  mienne, 
en  quelques  lignes,  dans  l'ouvrage  didactique  dont  je  parlais  plus 
haut  (*•*)  : 

A.  Le  principe  de  la  moyenne,  pour  un  nombre  infini  de 
valeurs,  résulte  immédiatement  de  la  définition  même  des 
erreurs  accidentelles  ; 

B.  Ce  principe,  pour  deux  quantités,  peut  se  démontrer 
quand  on  admet  le  second  postulatum  (expression  de  la  proba- 
bilité par  une  fonction  analytique); 


(*)  Ces  dernières  sont  les  seules  dont  il  soit  question  ici  et  dans  ma  Théorie 
des  erreurs. 

D  Pages  160  et  170. 

(**')  Conférences  sur  la  Balistique ,  page  163,  en  note. 
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C.  Si  l'on  admettail  encore  le  même  principe  pour  irois  quan- 
tités, il  pourrait  alors  être  démontré  d'une  manière  générale; 

D.  Mais  c'est  la  dernière  réduction  dont  il  soit  susceptible  ,  et, 
par  conséquent  y  il  est  plus  simple  de  l'admettre  complètement 
dès  le  début,  comme  nous  Tavons  fait. 

La  justification  des  quatre  assertions  précédentes  forme  Tobjet 
de  ce  paragraphe. 

À.  Sur  la  première ,  je  crois  être  d'accord  avec  tout  le  monde, 
puisqu'il  ne  s'agit  que  d'erreurs  accidentelles;  aussi  la  théorie 
de  Laplace  est  surtout  remarquable  en  ce  qu'elle  conduit  à 
la  règle  des  Moindres  carrés,  pour  un  nombre  infini  d'équa- 
tions, ce  qui  est  beaucoup  plus  général  que  le  principe  de  la 
moyenne. 

Mais  il  est  essentiel  d'observer  que ,  si  l'on  pouvait  prendre 
la  moyenne  entre  un  nombre  infini  de  valeurs,  on  aurait,  non 
seulement  la  valeur  la  plus  probable  de  l'inconnue,  mais  sa  valeur 
exacte;  car,  en  vertu  de  la  définition  même  des  erreurs  acciden- 
telles, celles-ci  devraient  se  compenser.  C'est  bien  ainsi  que 
cette  définition  doit  être  entendue. 

B.  Quand  on  admet  que  la  probabilité  d'une  erreur  comprise 
entre  zéro  et  x  peut  s'exprimer  par  une  fonction  analytique  ^(x)» 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  probabilité  d'une  erreur  com- 
prise entre  ac  elx  -f-  dx  s'exprime  par  ?'(x)dx,  on  peut  démon- 
trer le  principe  de  la  moyenne  entre  deux  valeurs  a  et  6  (o  <  6), 
supposées  également  dignes  de  confiance.  En  effet ,  la  valeur  la 
plus  rationnelle  c  doit  être  intermédiaire  entre  a  et  6;  de  plus, 
les  différentes  valeurs,  de  c  k  a^  doivent  devenir  de  moins  en 
moins  rationnelles,  puisqu'on  y  tient  compte,  de  moins  en  moins, 
de  l'existence  de  la  valeur  6;  et  de  même  les  valeurs,  de  c  à  6, 
doivent  devenir  de  moins  en  moins  rationnelles ,  parce  qu'on  y 
tient  compte ,  de  moins  en  moins ,  de  l'existence  de  la  valeur  a. 
Mais,  d'un  autre  côté,  dire  que  c  est  la  valeur  la  plus  rationnelle 
de  la  quantité  cherchée ,  revient  à  dire  qu'il  y  avait  plus  de  pro- 
babilité pour  que  les  deux  erreurs  commises  dans  les  mesures  a 
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et  6  fussent  renfermées  entre  les  limites  respectives 
c  —  a    elc  —  o-4-rfa:, 
6  —  c    et  6  —  c  •*-  dxy 

que  dans  d'autres  limites  quelconques ,  ne  différant  de  celles-ci 
que  par  la  valeur  de  c.  En  d'autres  termes  encore ,  une  valeur 
de  y,  prise  pour  c,  sera  d'autant  plus  rationnelle  que  le  produit 

(p'(t,-_a)9'(6-y) 
sera  plus  grand. 

De  cette  observation  et  des  précédentes,  il  résulte  que  la  fonc- 
tion <p  doit  être  telle  que 

ç'(y  — a)(p'(6-y) 

n'ait,  entre  2/ =a  et  y =6,  qu'un  seul  maximum  et  aucun  mi- 
nimum (*).  Le  maximum  correspondra  à  y  «=€.  Mais  il  est  donné 
par 

9"(y~a)?'(6-y)-9'{y-a)(p"(6-y)  =  0, 
ou 

(p'(y  — a)        cp'(6— y) 

Cette  équation  est  évidemment  vérifiée  par 

y  — a  =  fr  — y, 
ou 

y=J(aH-  6), 

valeur  qui  est  bien  comprise  entre  a  et  b.  C'est  donc  là  le  maxi- 
mum cherché,  puisqu'il  doit  être  unique  et  qu'il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  minimum.  Ainsi  : 

c  =  i(o-f-6). 


(*)  Ceci  peut  être  considéré,  à  la  rigueur,  corame  une  condition  imposée 
à  la  fonction  f.  C'est  peut-être  une  raison  de  plus  pour  admettre,  dès 
Pabord ,  le  principe  général  de  la  moyenne. 
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Ce  raisonnement,  qui  parait  si  simple  et  si  rigoureux,  dans  le 
cas  de  deux  valeurs ,  est  impossible  k  reproduire  ou  à  imiter 
pour  un  plus  grand  nombre. 

C.  Si  l*on  admettait  encore  le  principe  pour  trois  quantités, 
il  pourrçiit  être  démontré  d'une  manière  générale. 

En  effet,  il  suffirait  alors  d'appliquer  la  méthode  de  Gauss, 
ou  j  ce  qui  revient  au  même,  celle  de  la  page  168  de  mon  ou- 
vrage cité  plus  haut ,  en  supposant  les  quantités  sur  lesquelles 
on  opère,  au  nombre  de  trois  seulement  (*). 

On  en  déduirait  la  forme  connue  : 

et  de  là  on  passerait,  toujours  par  la  méthode  connue,  à  la  loi 
des  Moindres  carrés,  comprenant  le  principe  général  de  In 
moyenne. 

Mais,  je  le  répète,  il  faudrait  pour  cela  que  le  principe  de  la 
moyenne  fut  d'abord  admis  pour  trois  quantités  ;  car  la  démon- 
stration de  Gaussest  basée,  au  fond,  sur  le  lemmc  suivant  (**), 
auquel  on  ne  donne  pas,  d'habitude,  une  forme  assez  précise  : 

Si  une  fonction  ^(x)  jouit  de  cette  propriété  que,  quelles  que 
soient  les  quantités  a,  b,  c,  ...,  au  moins  au  nombre  de  trois, 
liées  uniquement  par  la  condition 

o  H-  6  H-  c  H-  •  •  •  =  0 , 


(*)  Puisqu'il  n'y  a  que  des  erreurs  accidentelles,  qui  se  produisent  avec 
la  même  facilité  dans  les  deux  sens,  f  ( — x)  doit  nécessairement  être  égal  à 
f  (x).  Mais  on  ne  se  sert  pas  de  cette  propriété  dans  la  recherche  de  la  forme 
de  la  fonction  f.  La  démonstration  réussit  sans  qu'on  admette  d'avance  la 
propriété  indiquée,  à  condition,  bien  entendu,  que  la  forme  f(x)  soit 
applicable  aux  valeurs  négatives  de  la  variable.  La  démonstraUon  réussirait 
encore  si  l'on  supposait  que,  dans  f[ar),  x  ne  représentât  que  la  valeur 
absolue  de  l'erreur;  ce  qui  est  permis,  d'après  la  définition  des  erreurs  acci- 
dentelles. 

(**)  Ouvrage  cité,  page  167. 
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on  ait,  en  même  lemps, 

+(a)-4-+(6)^-+(c)^-...  =  0, 
on  aura 

^j;(x)sBaKa;, 
K  étant  une  constante. 

Si  les  quantités  a,  b,...  n'étaient  pas,  au  moins,  au  nombre 
de  trois,  la  démonstration  ne  réussirait  pas,  comme  il  est  facile 
de  le  voir. 

Elle  ne  réussirait  pas  non  plus  si  ces  quantités  étaient  en 
nombre  infini;  car  alors  on  ne  pourrait  plus  dire  que  les  erreurs, 
ou  plutôt  les  différences  par  rapport  à  la  moyenne,  soient  liées 
uniquement  par  la  condition  exprimant  que  leur  somme  est 
nulle  :  en  vertu  de  la  définition  des  erreurs  accidentelles,  elles 
seraient  liées  deux  à  deux  par  une  équation  semblable. 

Ainsi,  on  arrive  à  ce  rapprochement  curieux  et  qui  me  parait 
de  nature  à  faire  admettre  mes  idées  sur  ces  divers  points  (en  les 
supposant  nouvelles)  ; 

Le  principe  de  la  moyenne  est  rigoureusement  établi  dans 
deux  cas,  c'est-à-dire  lorsque  le  nombre  des  données  est  infini 
et  lorsqu'il  est  égal  à  deux.  La  recherche  de  la  forme  normale  de 
la  probabilité  des  erreurs  exige,  au  contraire,  que  le  nombre  de 
ces  erreurs  ne  soit,  ni  infini,  ni  égal  à  deux.  Le  postulatum  de  la 
moyenne  peut  donc  se  démontrer,  précisément  dans  les  cas  où 
il  est  inutile. 

D.  Enfin,  la  réduction  indiquée  est  la  dernière  dont  le  pro- 
blème soit  susceptible,  c'est-à-dire  qu'il  est  impossible  de  démon- 
trer, par  aucun  moyen,  le  principe  de  la  moyenne  entre  trois 
quantités,  même  en  admettant  l'existence  d'une  fonction  analy- 
tique représentant  la  probabilité  d'une  erreur  comprise  entre 
Oetoc. 

En  effet,  on  pourrait  imaginer  que  les  erreurs  commises  par 
un  observateur  fussent  produites,  non  par  l'action  des  lois  natu- 
relles, mais  par  une  autre  personne  qui  amènerait  ces  erreurs 
dans  les  opérations  de  la  première,  à  l'insu  de  celle-ci,  en  les 
combinant  d'après  une  loi  due  à  son  propre  caprice,  loi  régulière, 
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bien  entendu,  mais  différente  de  eellc  de  Gauss,  ou,  si  l'on  veut, 
de  eclle  de  la  nature.  La  fonction  qui  Texprimerait  pourrait  être 
choisie,  d^ailleurs,  de  manière  à  satisfaire  à  toutes  les  conditions 
que  Ton  peut  exiger,  a  priori,  de  la  loi  des  erreurs^  et,  en  parti- 
culier, à  la  condition  de  donner,  pour  le  cas  de  deux  observa- 
tions, un  résultat  d^autant  moins  rationnel  que  Ton  s'écarte 
davantage  d'une  certaine  valeur  intermédiaire. 

Ici,  le  postulatum  de  Texistence  d'une  fonction  est  vrai;  et  si 
Ion  pouvait  tirer  de  là  le  principe  général  de  la  moyenne,  ou 
seulement  le  principe  de  la  moyenne  pour  trois  quantités,  celui- 
ci,  à  son  tour,  conduirait,  par  la  théorie  de  Gauss,  à  la  forme 

ce  qui  est  contre  rhypothèse. 

Un  raisonnement  analogue  montrerait,  s'il  en  était  besoin, 
qu'il  est  impossible  de  démontrer  le  principe  d'après  lequel  la 
probabilité  doit  s'exprimer  par  une  fonction  analytique. 

Il  existe,  cependant,  une  tentative  de  démonstration  du  postu- 
latum de  la  moyenne,  pour  trois  quantités,  due  au  célèbre  astro- 
nome Encke  (*)  ;  mais  elle  suppose  que  la  valeur  la  plus  ration- 
nelle d'une  quantité  dont  on  a  les  trois  mesures 

a,  6,  c, 

doive  nécessairement  être  la  même  que  si  l'on  avait  les  trois 
mesures 

i(o-4-6),  i(a-^6),  c. 


(*)  Berliner  Astronomùehes  Jakrhuch  fôr  i854,  p.  961. 

Je  ne  parle  pas  de  la  démonstration  donnée  par  Encke  pour  le  cas  de 
deax  quantités,  qui  est  moins  satisfaisante  encore.  On  y  admet  que  Thypo- 
thèse  la  plus  rationnelle  est  alors  celle  de  deux  erreurs  égales.  A  priori,  on 
serait  tenté  de  croire  le  contraire.  Cependant  le  fait  est  vrai,  mais  seule- 
ment k  cause  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs,  comme  cela  a  été  établi 
précédemment. 
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Celle  hypothèse  est,  au  fond,  un  poslulatum  nouveau,  qui  n*esl 
nullement  contenu  dans  le  principe  de  la  moyenne  entre  deux 
quantités. 

III 

Dans  la  recherche  de  Terreur  moyenne  d'une  moyenne  et  de 
sa  mesure  de  précision  (*) ,  il  se  présente  une  particularité  sur 
laquelle  je  désire  appeler  l'attention.  Je  terminerai  par  là  celte 
peiite  Note. 

Si  Pon  connaissait,  a  priori^  la  probabilité  que  Terreur  sur  la 
moyenne  M,  entre  les  n  observations  A^,  A^, ...,  dut  être  com- 
prise entre  a  et  a  -f-  àx,  on  en  déduirait,  en  faisant  a  =  0,  la 
probabilité  que  cette  erreur  fut  comprise  entre  0  etO  -+-  Ax; 
calculant  alors  le  rapport  R  de  ces  deux  probabilités,  la  mesure 
de  précision  de  la  moyenne  serait  donnée  par  la  formule  connue 


H  =  il/-/.R, (I 


et  son  erreur  moyenne,  par 


HV/2 


Pour  obtenir  la  probabilité  que  Terreur  de  M  soit  comprise 
entre  a  et  a  h-  Ax,  on  cherche  qu'elles  seraient  alors  les  erreurs 
sur  les  observations  particulières;  et  la  probabilité  de  la  coexis- 
tence de  ces  erreurs  se  trouve  être 


A"Ax" 


Ceci  s'accorde  avec  la  théorie  ordinaire.  Mais  j'ajoute  : 

«  C'est  là  aussi  la  probabilité  que  Terreur  de  M  soît  comprise 

('}  Conf.  sur  la  Bal,  pp.  182  et  i85. 
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enlre  a  et  a -h  Ax,  puisque  ces  deux  événements  sont  connexes, 
Tun  entraînant  Tautre.  » 

Ce  raisonnement,  je  le  sais,  n'est  pas  entièrement  rigoureux. 
Les  mesures  de  précision,  les  erreurs  moyennes,  les  probabilités 
des  erreurs,  sont  censées  estimées  avant  les  observations.  Dès 
lors,  A^,  Ajt,...,  M  sont  des  inconnues;  de  plus,  la  probabi- 
lité d'une  erreur  comprise  entre  des  limites  données,  dans  la 
moyenne,  doit  être  indépendante  de  A-, ,  Aj, ... 

La  seule  excuse  de  ma  théorie  consiste  en  ce  que  A|,  Aa... 
disparaissent  dans  le  résultat  final.  Je  n'ai  pu  trouver  de  raison 
plus  satisfaisante  de  ce  fait  important  :  les  mesures  de  précision 
sont  proportionnelles  aux  racines  carrées  des  nombres  d'obser- 
vations. 

Mais  la  théorie  ordinaire  me  semble  bien  plus  sujette  à  cau- 
tion. L'explication  que  je  donnais  tout  à  l'heure  y  est  remplacée 
par  une  autre,  s'appuyant  sur  ce  que  les  probabilités  des  hypo- 
thèses seraient  proportionnelles  aux  probabilités  que  ces  hypo- 
thèses donnent  pour  les  événements  observés. 

D'abord,  quel  serait  le  coefficient  de  proportionnalité?  A 
chaque  valeur  de  a  correspond  un  seul  système  de  valeurs  de 
A|  —  M  H-  (ï,  etc.;  car  ici  il  s'agit  d'événements  observés,  et  A|, 
...,  M  sont  déterminés:  de  part  et  d'autre,  la  somme  des  pro- 
babilités doit  être  l'unité;  donc,  au  moins  dans  ce  cas,  les  pro- 
babilités des  hypothèses  sont^  non-seulement  proportionnelles, 
mais  égales  aux  probabilités  que  ces  hypothèses  donnent  pour  les 
événements  observés.  Dès  lors  mieux  vaut  le  dire,  comme  je  l'ai 
fait,  que  de  rester  dans  le  vague. 

Ensuite,  puisqu'il  s'agit  toujours  d'événements  observés  et 
déterminés,  la  probabilité  de  l'erreur,  la  mesure  de  précision 
et  l'erreur  moyenne,  que  l'on  calcule,  sont  donc  relatives  à  la 
moyenne  connue  M  et  non  à  une  époque  antérieure  aux  obser- 
vations. Alors  cette  probabilité,  celte  mesure  de  précision,  cette 
erreur  moyenne  n'auraient  pas  le  même  sens  que  celles  d'une 
observation  isolée,  lesquelles  représentent  bien  la  probabilité,  la 
mesure  de  précision,  l'erreur  moyenne  avant  Vobsei^ation. 
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En  outre,  de  quel  droit  emploie-t-on,  pour  la  détermination 
de  cette  mesure  de  précision  a  poêîeriori,  si  Ton  peut  s^exprimer 
ainsiy  la  formule  (1),  démontrée  seulement  pour  les  mesures  de 
précision  a  priori? 

Il  y  a  là  une  difficulté  que  je  me  borne  h  signaler,  n'étant  pas 
à  même  d*en  donner  une  solution  irréprochable. 


PRINCIPES  DE  LA  THÉORIE  DES  DÉTERMINANTS; 

d'après  Baltzer  et  Salhor. 
(Suite,  voir  pp.  lU,  ISI  ,  ^  ImaiiOB.) 


CHAPITRE  II.  -  CALCUL  DES  DÉTERMINANTS. 


RÉDUCTION   DES   DÉTERMINANTS. 

11.  Des  mineurs.  Le  coefficient  d*un  élément  Oik  d*un  déter- 
minant R  SB  2  db  aiiajs  ...  Oftny  est  appelé  le  mineur  de  ce 
déterminant,  par  rapport  à  Oik  ;  il  est  ordinairement  représenté 
par  Atik  9  c'est-à-dire,  comme  Télément  a^  lui-même,  sauf  que  la 
lettre  minuscule  a  est  remplacée  par  la  majuscule  correspon- 
dante, A. 

I*»  Détermination  cfe  A^.  On  trouve  tous  les  termes  de  R,  qui 
contiennent  «n,  en  permutant,  de  toutes  les  manières  possibles, 
les  premiers  ou  les  seconds  indices  dans  le  terme  principal 
a^,as2'**  ^nnt  en  laissant  toutefois  a,f  sans  changement,  et  don- 
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nant  un  signe  convenable  à  chacune  des  permutations  ainsi  trou- 
vées. On  trouve  les  mêmes  permutations  en  calculant 


a« 


donc 


An= 


On 

«M 


flf» 


«In 


Ainsi,  le  coeffkienl  du  premier  terme  d'un  déterminant  R,  de  n* 
éléments^  est  le  déterminant  de  (n  —  1)*  éléments^  obtenu  en  sup- 
primant, dans  R,  la  première  ligne  et  la  première  colonne. 

2*  Détermination  de  Aik.  Première  Méthode.  Faisons  venir  a,jb 
à  la  première  place  dans  R,  en  mettant  la  i'^^  ligne  la  première, 
au  moyen  de  (i — 1)  échanges  de  lignes,  deux  à  deux,  et  la  k^ 
colonne,  la  première  aussi,  au  moyen  de  (* — I)  échanges  de 
colonnes.  Nous  aurons,  d'après  la  règle  précédente  : 


A«=(-ir 


flu  —  û|,»- 


«i.l 


...  a,, 


o«i- 


Ainsi,  le  coefficient  Aik  d'un  terme  ait,  dans  un  déterminant  R 
de  n*  éléments,  est  le  déterminant  de  (n — 1)'  éléments,  obtenu  en 
supprimant,  dans  R,  la  ligne i  et  la  colonne  k,  qui  se  croisent  en 
aik,  ce  déterminant  étant  multiplié  par  ( — ly-^K 

Seconde  méthode.  On  peut  faire  venir  a,jb  à  la  première  place, 
au  moytn  de  (i  —  1)  permuraiions  circulaires  de  lignes  cl  de 
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(k —  1)  permutations  circulaires  de  colonnes.  Chacune  de  ces 
permutations  circulaires  équivaut  à  (n  —  1)  échanges  de  lignes 
ou  de  colonnes.  On  trouve  ainsi  : 


Art =(-!  y- ')<*+*) 


<>H-i,  «4-1   "•  ^i+i.»    ^*+i.t   •••   ^*^-t,*-l 


^<-i,  H-i 


Selon  que  (n  —  1  )  est  pair  ou  impair, 

(_^ )(.-') <*+*)=!    ou  (-1)'+*. 

La  seconde  méthode  de  détermination  de  A.jb  est  plus  utile 
que  lautre  dans  les  recherches  théoriques. 

Exercices.  1.  Trouver  le  coefficient  de  033041  dans  ^±0,4 
^n— ^bS9  et  celui  de  au  Oji  dans  2db  a^ | ...  ann^  par  permutation 
circulaire  des  lignes  ou  des  colonnes  ou  non. 

2.  Dans  un  déterminant  symétrique,  c'est-à-dire  où  (1,1  =  aK, 
démontrer  que  Aa=A*i. 

3.  Dans  un  déterminant  symétrique  gauche,  \ik  =  —  Aki, 
Au=sOy  si  le  degré  du  déterminant  est  pair;  \tk  =  Xkij  s'il  est 
impair. 

16.  Première  propriété  des  mineurs.  Expression  d'un  dé- 
terminant au  moyen  de  ses  mineurs.  Considérons  les  éléments 
an  »  a^9  »  —  o^N  de  la  première  ligne  d'un  déterminant  R.  Les 
termes  dont  R  est  composé  contiennent  tous  Tun  ou  Tautrc 
de  ces  éléments  et  n'en  contiennent  qu'un  seul.  L'ensemble 
des  termes  qui  contiennent  a^j  et  OifAii  ;  l'ensemble  des  termes 
qui  contiennent  a^2  ^^^  ^ii'^is»  ^^  ^t'^^i  ^^  suite.  Donc 


R  =  On  A||  -♦-  dia  A| 


«u  Ai,. 


On  a  de  même,  pour  les  éléments  de  la  première  colonne, 
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d*une  ligne  t,  ou  d*une  colonne  k  quelconque  : 

R  =  ail  A„  -+-  Oii  Au  -+-  —  -+-  o^i  A., , 
R  =  Ort  Art  +  dn  Af,  + h  Oft,  Ato  , 


R  =  ttiA  A|jt  -h  du  Aj4  -4-  ...  -4-  a«4  A.*. 
ExEsiPLEs.  I.  Mineurs  formés  par  la  seconde  méthode 
fli     l>^    c, 


a,    6«    Ct 
a»     6t    Pb 


6,  c. 

bzc. 

=  a, 

-♦-aj 

6,  C| 

.-♦-(ïj 

6s   Cs 

/>,  c,  I 
6,  Cl  ! 


il.  Mineurs  formés  par  la  première  méthode 
a,6,c,d4  =  —  b^{a^t4^)  -*-  friCa.Cjc/*)  —  65(010^4)  -+-  64(0.^3). 

Grâce  à  ce  théorème,  on  peut  calculer  un  déterminant  quel- 
conque, de  proche  en  proche,  au  moyen  de  ses  mineurs,  des 
mineurs  de  ses  mineurs,  etc.,  sans  se  servir  de  la  théorie  des 
permutations. 

Exercice,  Démontrer  que 

0    c    6    o' 


c  0  o  6' 
b  a  0  c' 
a'   fc'   c'   0 


W«^cV*  — 2aaW  —  2M>'cc-2cc'aa'. 


t7.  Corollaires.  I.  5e  les  éléments  d'une  ligne  i  (ou  d'une 
colonne  k)  d'un  déterminant  R,  sont  nuls,  à  l'exception  d'un  seul 
dik,  le  déterminant  se  réduit  au  produit  atk  Aik  de  cet  élément  par 
le  mineur  correspondant.  Par  suite,  lorsque  tous  les  éléments  si- 
tués d'un  même  côté  de  la  diagonale  s'évanouissent,  le  déterminant 
du  système  se  réduit  à  son  terme  principal.  Ainsi  : 


Oi  6,  C|  d| 

0  bt  Ct  âx 

0  0  c,  J, 

0  0  0  d4 


=  0| 


69  Ct  dt 
0  C5  d, 
0    0    d* 


=a«6j 


f5    dj 
0    d, 


=  a|6,rsd4. 
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H.  Si  les  éléments  d'une  ligne  i  (pu  d'une  colonne  k)  d'un  déter- 
minant sont  nuhy  les  éléments  de  la  colonne  k  {ou  de  la  ligne  ï) 
autres  que  mk,  n'entrant  pas  dans  Atib,  peuvent  être  remplacés 
par  des  éléments  quelconques  ;  en  partieuliery  si  on  les  remplace 
par  zéro,  on  peut  remplacer  aussi  les  éléments  de  la  ligne  i  (ou 
de  la  colonne  k)  par  des  éléments  quelconques.  Ainsi: 


m   n  p  q 

0  Mi  6|  c, 

0<  a,  6s  T) 

0    (7b  6,  c. 


m  0  0  0 

0  tti  6«  Ci 

0  Ot  bi  c, 

0  «Ts  6s  C| 


m    n'  p'   q' 

0    Ut   6|    C| 
0    Of  bt    Ct 

= 

0    a»  65   f. 

m 

0 

0 

0 

n" 

0| 

fc. 

Cl 

P" 

«« 

6, 

Cf 

7" 

0» 

6. 

<% 

m.  Tout  déterminant  peut  être  mis  sous  forme  d'un  détermi- 
nant de  degré  plus  élevé.  Par  exemple. 


«1   6, 
o,   6, 


i     m    n 

0    a,    6, 

= 

0    a,    6, 

1 

0 

0    0 

p 

1 

m  n 

9 

0 

«1  6i 

r 

0 

0*  6, 

En  particulier,  le  mineur  Aiib  est  égal  au  déterminant  R,  où 
Qik  est  remplacé  par  1 ,  et  les  autres  éléments  de  la  ligne  i  ou 
de  la  colonne  k  sont  remplacés  par  zéro. 

Exercice.  Démontrer  que 


i 

1 

i 

1    • 

•    i 

0   .. 

.  0 

0 

i 

i 

0 

0   •• 

•   0 

0   .. 

•   0 

0 

0 

1 

1 

0   . 

••   0 

0   . 

••   0 

0 

0 

0 

1 

i 

"   0 

0   . 

•   0 

0 

• 

0 

0 

0 

0   . 

•   0 

• 

0   • 

•    1 

1 

i   ou  0. 
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19.  Seconde  propriété  des  mineurs.  Lemiie.  Le  mineur  Aik 
d'un  déterminant  R  ne  diange  pas  y  si  l'on  remplace  les  élé- 
ments de  la  ligne  i  et  de  la  colonne  kpar  des  éléments  quelconques. 
Eu  effet,  d*après  la  définition,  Aik  ne  contient  aucun  élément 
de  cette  ligne,  ou  de  cette  colonne. 

Seconde  propriété.  On  a  : 

Gj,  A«  -4-  a^  An  -t-  —  -♦-  a^»  Ai,  «=  0, 

fl«y  A,^  -♦-  OyXu  -*-  •••  -*-  ^m  A,4=0; 

si  j  est  un  nombre  compris  dans  la  série  1, 2, ...  n ,  et  différent  de 
i  et  de  k.  En  effet,  la  première  de  ces  expressions  est  celle  d*un 
déterminant  dont  la  <*«»•  ligne  serait  identique  à  la  /»*»«;  la  se- 
conde, celle  d'un  déterminant  dont  la  kf*^  colonne  serait  iden- 
tique à  lay«*^. 

Exemple.  Soit  R  =2  dza^  b^  c^.  On  aura,  d'après  les  deux 
propriétés  des  mineurs  : 

R  B=  a^Ai  H-  6|B|  -t-  C|Cn  R  =  OiAi  •«-  OiAa  -i-  asA», 

0  =  OaAi  -♦-  bJBi  -f-  CjC, ,  0  =  6|A|  ■♦-  6,A,  -*-  6sA, , 

0  =  a,A|  -f-  6,B|  -♦-  CjC,,  0  =  c^^l  -♦-  c^A,  -♦-  r,A,, 

0  =  OiAt  -f-  6|B,  -♦-  rA,  0  =  aiB|  -f-  at^s  -h  OsB,, 

R  =r  OtA,  .«■  bfit  +  eA»  R  »  bfit  -f-  b,B,  -f-  6,6,, 

0  =  ObA,  h-  ÔbB,  +  c,C, ,  0  =  C|B|  -f-  CjB,  -♦-  c,B,, 

0  ==  0|A,  -*-  6|B,  -♦-  C1C5,  0  ==  a  fil  -*-  OjC,  4-  r,C,, 

0  =  OaA,  -t-  bsB,  H-  cC„  0  =  6iC|  -«-  tsC»  -♦-  ô^C,, 

R  =  ajAj  -4-  ôA  -f-  CjCj,  R  =  C|C|  -^  c,Ci  -♦-  f.C,. 

Exercices,  1.  Soit  R  =  2dba|fa<|2  ...ann»  S=2:h6^|629  — '^nn* 
Formons,  au  moyen  de  S,  de  nouveaux  déterminants  Si,  en 
remplaçant  les  (n —  1)  premiers  éléments  de  la  première  ligne 
verticale  641 ,  621  •  •  •  ^n-  «i»  P^^  ^it  «  «21  >  —  On-  i.t-  Nous  aurons 
identiquement, 

A..S,  H-A,^,H-...  -^A„A  =  0. 
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(«A)(c.ci,)=0. 
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2.  En  particulier, 

(6,c)  (a,rf,)  H-  {e^Ot)  (6|rf,) 
(Baltzer,III,H.) 

!•.  Propriété  V.  On  peut  ajouter,  aux  éléments  d'une  ligne 
(colonne)  d'un  déterminant  y  respectivement  les  éléments  d'une  ou 
de  plusieurs  lignes  (colonnes)  parallèles,  multipliés  par  des  con- 
stantes quelconques,  sans  altérer  le  détei'minant.  Ainsi  : 

ndif  6|,  C|,  di 

ndj,  6,,  c,,  rf, 

nrf,,  ôi,  C5,  rf, 

nrf*,  biy  Ci,  dt 


mb^ 
ntbi 


04  H-  mbi 


a„ 

6., 

Cl, 

rf. 

«t. 

6., 

c», 

rf. 

0», 

6., 

<"., 

rf. 

04, 

6.. 

c«. 

rf. 

En  effet,  le  premier  de  ces  déterminants  est  égal  h 

(tti  -4-  mrf|  H-  w</|)  A|  H-  (ci,  -4-  m6,  -♦-  nrf,)  A, 
-4-  (og  -♦-  m^s  -♦-  nrfj)  As  -♦-  (a*  -t-  11164  -*-  «rfi)  A*. 

Cette  somme  se  compose  de  trois  parties.  D'après  la  première 
propriété  des  mineurs,  une  de  ces  parties,  savoir  : 

a^ki  -¥-  atAt  H-  diAj  -♦-  O4A4 , 

est  le  second  déterminant  écrit  ci-dessus.  Les  autres 

m(6|Aj  -♦-  6|A|  -♦-  ftjAs  -♦-  64A4),    n((/|A|  -+-  djA,  -♦-  rfjAj  -^  dtX^) 

sont  nulles,  d'après  la  seconde  propriété  des  mineurs.  Donc  etc. 
Cette  propriété  est  d'une  importance  capitale  dans  le  calcul 
des  déterminants. 

Exemples.  1.  On  a  successivement  : 

i 

\ 
6 
5 


=  — 15. 


9  13  17  4 

1114 

1  1  1 

18  28  33  8 
30  40  54  13 

= 

2  4  18 
4  1  2  13 

- 

2  4  1 
4  1  2 

24  37  46  11 

2  4  2  11 

2  4  2 

2,-1,-1, 
3.-2,  2, 
2,   0,  1, 

=   ■ 

4,-1,-1 

-7,-2,  2 
0.   0,  1 

- 

4,-1 
-7,-2 
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Le  second  déterminant  se  déduit  du  premier  en  retranchant, 
des  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième,  de  la  troisième 
colonne,  respectivement,  %  3,  4  fois  les  éléments  de  la  dernière. 
Le  troisième  déterminant  se  déduit  du  deuxième,  en  retranchant 
les  éléments  des  trois  premières  colonnes  de  ceux  de  la  dernière. 
«  Toutes  les  fois  que  nous  avons,  comme  dans  le  cas  actuel,  un 
déterminant  dans  lequel  tous  les  éléments  d'une  même  ligne 
sont  égaux,  nous  pouvons  en  déduire,  par  soustraction,  un 
autre  déterminant  dans  lequel  tous  ceux  d'une  même  ligne 
s*annulent,  à  l'exception  d'un  seul,  et  réduire  ainsi  le  calcul  à 
celui  d'un  déterminant  d'ordre  inférieur  (Salmon).  »  Le  reste 
du  calcul  est  facile. 

IL  On  a,  en  retranchant  la  dernière  ligne  des  trois  autres,  et 
divisant  par  (a — d)(b — d)(c — d)  =  m  : 


1  a 

i  b 

i  e 

I  d 


a*  o* 

=  tn 

<P  d* 

1 ,    c  -^  d,    à  -^  c^d-^  cd^  -^  éP^ 


De  mème^  en  retranchant  la  dernière  ligne  des  autres,  dans 
le  second  déterminant,  on  peut  le  diviser  par  (a—c)  (h — c).  En- 
fin on  trouve,  en  représentant  le  déterminant  primitif  par  sa  pre^ 
mière  ligne^  entre  crochets  : 

[I ,  a,  a*,  a*]  =  (a  +  6  -♦-  c  ^  d)  X  I  (a  —  c)  (6  —  c)  ( . 

/(a-~6)  ) 

IIL  On  a 


sin  a,    sin  6,    sin  c 
cosa,    cos6,    €08 c 

==  4  sin  è  (a  —  b)  sin  i  (6  —  c)  sin  i  (c  —  a). 
L 


sin  6  —  sin  a,    sin  c  —  sin  a 
cos  6  —  cos  a,    cos  c  —  ces  a 


12 
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Exercices,  1 .  Démontrer  la  relation 


0  X  y  z 

X  0  z  y 

y  z  0  X 

z  y  X  0 


«  — (x+y -I- «)(— X  H-y-i-zKx -y-i-je)(j:-*-y-«). 


2.  En  employant  la  notation  de  l'exemple  If  et  posant  : 
A  =  [a\a\a\a,i],  B  =  [o»,  (i*,aS  a,  1],  C  =  [a*,a»,  a%  a,  I], 
démontrer  que 
4A  — 6B=C  j (a— 6)V(a-.c)«H-(a— (l)«  -f-(a-c)»  ^  ...  ^  {d  -e)«| , 

A  -    B  =  C(a«H-6«+C*  +  d«^e«).  (C„,bridge.  Un  Bx,pap.  1875.) 


eosi(a— 6),  C08i(6  — c),  cosJ(c  —  a) 
ces  i  (a -+-6),  C09i(fc-4-c),  cosi(c-+-a) 
sin  i  (a  -♦-  6),    sin  i  (6  -♦-  c),    sin  i(e  -^  a) 

=  2  sin  i  (o—  6)  sin  i{b  —  e)  sin  i  (c  —  a). 


4.  Si,  dans  un  déterminant,  la  somme  des  carrés  des  éléments 
de  chaque  ligne  est  égale  à  lunité^  et  qu'en  outre  la  somme  des 
produits  des  éléments  correspondants  de  deux  lignes  quelconques 
parallèles  soit  nulle ,  les  mêmes  relations  ont  lieu  entre  les  élé- 
ments des  colonnes  :  le  déterminant  est  égal  à  il=  1,  et  chaque 
niineur  est  égal,  en  valeur  absolue ,  à  Télément  correspondant 
(iV.  i.l870,p.392). 

(il  continuer,)  P.  Mansion. 
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HOTE  SUR  LES  ARCS  DE  COURBES  SPHÉRIQUES; 

par  M.  B.  Niewenglowski,  professeur  au  Lycée  de  Reims. 


Considérons  une  courbe  plane  quelconque  et  un  poinl  P 
situé  à  une  distance  A  du  plan  de  la  courbe  ;  prenons,  par  rapport 
à  P,  rinverse  de  celle  courbe,  avec  2R/i  pour  puissance  ;  nous 
obtiendrons  ainsi  une  courbe  sphérique,  tracée  sur  une  sphère 
de  rayon  R.  Si  Ton  change  la  puissance  de  transformation,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  le  rayon  R,  on  obtiendra  différentes 
courbes  sphériques,  homothétiques  par  rapport  au  point  P.  Soit 
0  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  P  sur  le  plan  de  la 
courbe  donnée  ;  transformons  celle  dernière  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  le  point  0,  et  pour  puissance 
nfi.  Les  inverses  sphériques,  de  cette  transformée  et  de  la 
courbe  donnée,  seront  symétriques  si  w*  =  A*.  Ce  résultat 
est  démontré  pour  R  =  A  {Annales  de  l'École  normale  y  2"  série 
t.  \\f  p.  159);  et  ce  qui  précède  fait  voir  que  la  proposition  est 
indépendante  de  la  valeur  de  R. 

Cela  posé,  soient  C  une  courbe  plane,  C  son  inverse  par 
rapport  à  0,  de  puissance  m^.  Soit  C  Tinverse  de  C,  obtenue  en 
prenant  pour  puissance  m'*  =  A^.  La  courbe  C"  est  semblable  à 
C  ;  et  rinverse  sphérique  de  C  est  symétrique  de  l'inverse  sphé- 
rique  de  C.  Si  «,  o-  sont  les  arcs  de  la  courbe  C  et  de  sa  projec- 
tion sphérique  S,  et  que  s\  a'  représentent  les  arcs  des  courbes 
C  et  S',  on  a  (Mémoire  cité)  : 

2Ay<7        ,  ,        2A'rf<7'        ,  ,        2mWrf<r 


m*-i- AV' 
tt^  tt'  désignant  les  rayons  vecteurs  des  courbes  C,  C  Mais, 
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d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  haut,  on  peut  se  borner  à  faire 
m^=h'^  ;  ou,  si  Ton  prend  R  =  A  =  1 ,  à  ne  considérer  que  la 
courbe  S.  Autrement  dit,  en  se  reportant  aux  notations  du 
Mémoire,  l*on  peut  faire  m  =  l.  Supposons  que  G  soit  une 
hyperbole  ayant  son  centre  en  0.  On  aura  (p.  146  du  Mémoire): 


^mk  V\  —  jic*sin*9 

rfs'  = r-i^àx^^     ....      I) 

a         1  -*-  nsm'9 


Dans  cette  équation  : 


b  sin  6 


cos  9= ,  y ; T- 5-T-^  ' 

^     V/ o*-+-6*— o*sin*e 

Ainsi  $  sera  exprimé,  en  fonction  de  0,  par  Tintégrale  ellip- 
tique de  troisième  espèce.  C'est  à  ce  résultat  qu*est  parvenu 
M.  W.  Roberts,  dans  son  Mémoire  :  Sur  une  représentation  géo- 
métrique des  trois  fonctions  elliptiques  (Journal  de  Liouville, 
1844). 

M.  Roberts  considère  Tintersection  de  la  sphère  et  du  cône 
représentés  par 

x»-t/'tg«p-(1-z)*tg»a  =  0. 

Or  cette  intersection  est  précisément  l'inverse  sphérique  de 
l'hyperbole  ayant  pour  équations  : 

z  =  0,    x«-.y«tg»p«lg'a. 

Si  «==(3,  l'arc  est  exprimable  par  une  intégrale  de  deuxième 
espèce;  et  par  une  intégrale  de  première  espèce,  si  fgP  =  sina. 

Ces  deux  résultats  peuvent  se  déduire  facilement  de  nos 
formules. 

Si,  dans  la  formule  (1),  on  fait  ?w'=6',  on  aura  n==0;  et,  par 
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26fc    > 

a  ^   ^ 


a 

Pour  6  =  i ,  m  ==»  1,  on  a  le  résultat  même  de  M.  Roberts.  Si 
Ton  fait  m  =  1/6*  —  a^  on  a  (Mém.  cité,  p.  147)  : 

«'  =  21/— ces 2a     f  ^    , 

.y      \/  i  —  cos'  a  sin'  (P 

0  • 

Si  6* — a'=l,  cette  formule  coïncide  avec  celle  de  M.  Roberts  : 
*  =  2  V/cos  2p  F  (sin  p ,  cp)  ; 

3{3  désignant  ici  le  supplément  de  Tangle  des  asymptotes.  On 
voit  qu'en  faisant  varier  Thyperbole,  de  manière  qu'elle  reste 
semblable  à  elle-même,  Tare  de  sa  projection  sur  la  sphère 
peut  être  exprimé  par  une  intégrale  de  chacune  des  trois  espèces. 
On  peut  démontrer,  directement,  que  la  dernière  courbe  sphé- 
rique  considérée  est  bien  la  lemniscate  spbérique  représentée 

par 

sin  i  a.  sin  i  p  =  sin'  i  y, 

aet  P  étant  les  deux  côtés  d'un  triangle  sphérique  dont  la  base 
fixe  est  iy  (Journal  de  Liouville  1844,  p.  263).  Si  m  est  un  point 
de  la  courbe  sphérique,  et  si  /*,  f  sont  les  projections  des 
foyers  F,  F'  de  l'hyperbole,  on  a 

Mais,  à  cause  de  6«—  a«  =  OP*,  on  a  aussi  PM*  =  MF.MF',  M 
éuint  le  point  de  l'hyperbole  qui  a  pour  projection  m;  donc  : 

tnf.  mf  =  vp. 

Cette  démonstration  m'a  été  indiquée  par  M.  Allégret. 
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J'ajouterai  encore  un  mot.  M.  Hermite,  dans  son  Cours 
d'Analyse  (t.  F%  p.  421),  considère  Tintersection  des  cylindres 
représentés  par 

y«^aV  — 2ax«>0,    z*  -  6V  h- 26««  0.    .     .    (2) 

avec  la  condition  o'  —  6'  =  1  ;  et  donne,  pour  Tare  s  de  cette 
courbe,  la  formule 


1/2  (a -6)  ^^_ 


/l/  2  (O  —  0) 
l/x(2  —  ax)  (2  — 


(2  —  ax)  (2  —  bx) 

Ces  courbes  ne  diffèrent  pas  de  celles  de  M.  William  Roberts . 
En  effet;  on  déduit  immédiatement,  des  équations  (2)  : 

[x-(a-6)]«H-y'H-z'«(a-6)S  ....     (3) 
6y'-t-az*-*-a6(a— 6)x'  =  0,      ....     (4) 

lesquelles^  représentent  une  sphère  et  un  cône  du  second  degré, 
ayant  son  sommet  sur  la  sphère.  Si  Ton  suppose  x=a  —  6,  on 
trouve 

6y"  -^az^-^  abla-^bf  =  0. 

Or,  à  cause  de  a* — 6*=I,  tes  expressions 

a{b-aYy    6(6 -o)», 
qu'on  peut  écrire  : 

(a6— a«)(a  — 6)«,    (6»  —  a6)  (a  -  6)« 

ne  peuvent  être  négatives  toutes  deux.  La  courbe  est  donc  une 
hyperbole.  Si  A,  B  désignent  les  demi-axes  de  cette  hyperbole, 
on  a  B* — A*=(a— 6)*;  donc  rinlerscction  des  cylindres  (2)  est 
une  lemniscate  sphérique. 
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EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


RÉSOLUTION  DE  l'ÉQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRÉ. 

1.  On  peut  toujours  déterminer  deux  quantités  A  et  k,  de 
manière  qu'entre  les  racines  des  équations 

x»^-px^5r=:0,     y'  =  j» 0) 

on  ait  la  relation 

X-+- A 

'-^k (^) 

On  trouve I  en  effets  pour  déterminer  ces  auxiliaires,  les  condi- 
tions 

3At  =  — p,    A4-A  =  — ; 

d  où  Ton  tire  aisément  A  et  k. 

t.  Eh  éliminant  A,  entre  les  équations  (1),  (2),  on  trouve 

Comme  k  est  connu,  et  que  y  peut  se  déduire  de  Téquation  (1), 
on  a  donc  aussi  la  valeur  de  x.  La  discussion  des  résultats  se  fait 
comme  d'ordinaire  (Amanzio,  Giornale  di  matematiche ,  t.  XII, 
pp.  89-92).  (P.  M.) 

ÉQUATION  DES  CONIQUES,  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

Faisons 

x>=3=pc— ticostf,    y  =  ii8in» 
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dans  réqualion 

7^^V-''' (') 

elle  deviendra,  si  c'  =  a'      6'  =  a*c*,  6'  =  op  : 

(«-:r^-)(«-T-^^)-o.  .   .   (2) 

\  1  -4-  e  C08  «/    \  1  —  C  C08  »/ 

Les  équations  (1),  (2),  sont  respectivement  celles  de  Tellipse 
ou  de  Pliyperbole,  en  coordonnées  rectangulaires  et  en  coordon- 
nées polaires.  La  niéthode  donnée  ici,  pour  passer  de  !*une  à 
Tautre,  s'appuie  sur  les  principes  généraux  de  la  Géométrie 
analytique^  plus  directement  que  celle  qui  est  employée  par  la 
plupart  des  auteurs  (Lefébure,  Falisse,  Salmon,  Carnoy).  On 
peut  faire  une  remarque  analogue  sur  la  parabole. 

(Extrait  d'une  Note  de  M.  C.  B.) 

SUR  LE  CERCLE  DES  NEUF  POINTS. 

Soient  M^,  M2,  Mk^  le^  milieux  des  côtés  du  triangle  ABC; 
H^  9  H2 ,  H3  les  pieds  des  hauteurs  de  ce  triangle,  et  N^,  Nj,  N3  les 
points  d'intersection  des  droites  (M2M3,  H2H3),  (IM3M1,  H3H4), 
(M^Mj^H^Hs).  Démontrer  que  le  centre  du  cercle  des  neuf  points^ 
de  ABC,  est  le  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  N1N3N3 
(Brocard,  Nouvelles  Annales,  1874,  p.  208). 

La  démonstration  suivante  nous  a  été  suggérée  par  celle  qui 
a  paru  dans  les  Nouvelles  Annales,  1875,  p.  130. 

Il  suffit  de  faire  voir  que  le  triangle  NiNjNg  est  conjugué, 
par  rapport  au  cercle  des  neuf  points,  de  ABC. 

Désignons  par  P  le  point  de  rencontre  des  droites  BC^i ,  Nj^N,. 
Les  deux  faisceaux  harmoniques  (HjB,  H|A,  H^Hj,  H1H2), 
(M^B,  MjA,  M1M3,  M1IVI2),  ayant  un  rayon  commun  M^H^ ,  les 
autres  rayons  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  même  droite; 
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donc  NaNj  passe  par  A ,  et  les  points  P,  A  >  N^  >  Ng  forment  une 
division  harmonique.  Il  en  résulte  que  le  faisceau  C(B,  A^Ns^Nj) 
partage  harmoniquement  les  droites  M^Mj»  H^Ha»  qui  sont  deux 
cordes  du  cercle  des  neuf  points;  par  conséquent  CN^  est  la 
polaire  du  point  Ng ,  etc. 

Rbhabque.  Le  triangle  N^NsN^  est  circonscrit  au  triangle 
donné  ABC;  les  points  d'intersection  des  droites  (M^Hj,  M4H3)) 
(M3H1,  M1H3),  (M1H2,  M2H1)  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre 
de  gravité  et  le  point  de  rencontre  des  hauteurs ,  et  sont  situés 
sur  les  côtés  du  triangle  N^N2N4  (*).  (J.  N.) 

TLWn 

SUR    UNE   CONIQUE. 

Deux  sommets  A,  B  d'un  triangle  \BC  sont  fixeSy  et  le  pied  D 
de  la  bissectrice  de  l'angle  A  parcourt  une  droite  donnée  MN  ; 
trouver  le  lieu  du  sommet  C. 

Cette  question,  dont  les  Nouvelles  Annales  (187S;  p.  141)  ont 
donné  une  solution  analytique,  peut  être  résolue  très-simplement 
comme  il  suit  : 

Menons  les  droites  BE,  CH  perpendiculaires  sur  MN.  On  a 

CH_DC   CA   DC 

BE  ""  DB  '   BÂ  ""^  DE  ' 

d*où 

CA_BA 

CH  ~  BE  ' 

Par  conséquent, /e  lieu  du  point  C  est  la  conique  ayant  pour  foyer 
le  point  À,  pour  directrice  la  droite  MN,  et  passant  par  B. 

(J.  N.) 

(*)  Grâce  aax  recherches  de  MM.  Hart,  Casey,  Hamilton,  Hopps,  «..,18 
circonférence  des  neuf  points  pourrait  être  appelée:  eirconféreneedes  n  poinU^ 
n  désignant  un  nombre  indéfiniment  grand,  (E.  C.) 
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NOTES 
SUR  DIVERS  ARTICLES  DE  LA  NOUVELLE  CORRBSPOHDAHCE. 


1.  Question  1  (p.  71).  11  y  a  une  solution,  de  cette  question, 
plus  simple  que  celles  que  nous  avons  données.  Elle  repose  sur 
la  considération  du  losange  dont  les  sommets  sont  les  points 
milieux  des  diagonales  et  des  côtés  inégaux  du  quadrilatère 
(MM.  Neuberg  et  Charlier).  Nous  avons  reçu  une  solution  de  la 
même  question  ^  par  M.  Van  Aubel,  professeur  à  rAihénée  d'An- 
vers. 

S.  Question  3  (p.  72).  Nous  avons  oublié  de  mentionner, 
parmi  ceux  qui  nous  ont  envoyé  une  solution  de  cette  question , 
MM.  P.  S.y  Abonné  f  Ledent,  professeur  à  Técole  industrielle  et 
littéraire  de  Verviers,  et  Van  Aubel.  M.  P.  S.  démontre  que  les 
droites  menées  par  lés  sommets  d'un  triangle,  perpendiculaire- 
ment aux  bissectrices,  forment  un  nouveau  triangle,  qui  est  le 
seul  dont  les  sommets  soient  sur  les  bissectrices  du  premier. 
M.  Ledent  donne  une  démonstration  qui  pourrait  facilement 
servir  à  prouver  un  théorème  plus  général.  Elle  repose  sur  les 
deux  théorèmes  fondamentaux  de  la  théorie  des  transversales. 

S.  Questions  i  et  }i  (pp.  72-73).  Nous  avons  reçu  une 
solution  analytique  de  ces  deux  questions,  due  à  M.  le  profes- 
seur Hioux.  M.  Neuberg  observe  que  Ton  peut  déduire  le  théo- 
rème énoncé  dans  la  Question  4,  de  la  remarque  suivante  :  Si 
deux  surfaces  du  second  degré  ont  une  section  plane  commune, 
tout  plan  parallèle  à  cette  section  les  coupe  suivant  deux  coniques 
semblables.  Or  rellipsoide  et  le  cône  visuel  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes,  dont  Tune  est  la  conique  projetée  et  Tautre 
une  section  infiniment  petite,  située  dans  le  plan  tangent,  au  point 
de  vuts« 
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^.  Question  6  (p.  36).  Nous  n^avons  inséré  cette  question,  avec 
la  réponse  en  note,  que  comme  curiosité  bibliographique. 

ft.  Question  13  (p.  104).  Nous  avons  reçu,  depuis  longtemps, 
une  solution  de  cette  question,  accompagnée  de  Ténoncé  sui- 
vant : 

Dans  le  système  décimal  y  le  nombre  (6a)  (6b)  (13c)  abc  est  tou- 
jours divisible  par  17. 

Il  est  facile  de  vérifier  Vinexactitude  de  ce  petit  théorème. 

6.  Question  18  (p.  7S).  M.  Neuberg  observe  que  le  triangle 
dont  il  s'agit  a  pour  mesure  (■5^)*T,  r  et  R  étant,  respective- 
ment, les  rayons  du  cercle  inscrit  et  du  cercle  circonscrit. 

7.  Question  26  (p.  76).  MM.  Neuberg,  Brocard,  Médulfus, 
Laisant  nous  font  oberver ,  avec  raison ,  que  la  condition  p  pre* 
mer  à  n  est  surabondante.  M.  P.  S.  formule  ainsi  la  même 
remarque  :  cette  clause  est  ce  qu'on  appelle  un  (sic)  cheville, 

S.  Un  Abonné  nous  demande  la  signification  des  lettres  qui 
suivent  le  nom  de  M.  le  professeur  Glaisbcr  (p.  83).  La  voici  : 
Magister  Artium,  Fellow  ofthe  Royal  Astronomical  Society. 

9.  Exraits  analytiques^  n^  IX  (p.  94).  Des  calculs,  analogues 
à  celui  de  M.  Simony,  se  trouvent  dans  beaucoup  de  traités  d'Al- 
gèbre. 

1#.  Extraits  analytiques^  n^  \  (p.  95).  M.  Neuberg  nous  fait 
remarquer  que,  dès  1868,  M.  Dyrion  a  écrit,  sur  les  développées, 
un  article  analogue  à  celui  de  M.  Nicolaîdès.  Voir  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  de  celte  année,  p.  176. 

11.  Extraits  analytiques^  n^  XII  (p.  99).  La  construction  des 
racines  réelles  d'une  équation  du  quatrième  degré,  au  moyen 
d'une  parabole  fixe,  est  indiquée  dans  le  Manuel  des  Candidats 
à  r£cole polytechnique,  1. 1,  p.  489. 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 


Questions  lO»  OO. 

19,  Les  médianes  d'un  triangle  forment  ^  avec  les  cotés  qu'ellet 
divisent  en  deux  parties  égales^  des  angles  dont  les  cotangentes  ont 
une  somme  nulle.  (Berxani^.) 

20.  5t  Pon  abaisse^  d'un  point  0,  les  perpendiculaires  OD,  OE, 
OF9  sur  les  côtés  du  triangle  ABC,  on  a  : 

cot  ÂDC  +  cot  BEA  +  cot  CFB  »  0- 

(Bbetschneidbr.) 
I.  La  première  de  ces  questions  est  un  cas  particulier  de  la 

seconde.  11  est  facile  d  en  donner  une  démonstration  directe , 

comme  il  suit  : 

Abaissons,  du  point  A,  la  perpendiculaire  AG=A  surBC. 

Appelons  a,  6,  c,  T  les  côtés  et  Taire  du  triangle  ABG;c',  6» 

les  segments  BG,  GC  de  BG.  Nous  aurons 


colADC=— .      — 

AG  h  ah 


a  10  4-  c  \ 

h  ah 

""  4T  if  4T 

Donc: 

c'  — 6«  a^-^â  b^--a^ 

cotADC=— 7--;   cotBEA= ;    colCFB«=*= -— -— î 

4T  4T  4T 

etc. 
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II.  Dans  le  cas  général,  on  a  de  même  : 

.r.r.       ^G       DG.o      DG(BDh-DC) 

colADC  =  ----=  — rr-= — ^^ ■• 

AG        2T  âT 

Mais 

ÂB*«ÂD*  ^  BD*  H-  2DG.BD, 

AC*  =ÂD*  H-  DC*  —  2DG.DC; 
donc 

2DG  (BD  -*-  DC)  «ÂB*  —  ÂC*  —  (BÎ5*  —  CD*). 


Par  suite 


puis 


cotADC      '''-^^-(«'^'-^•^'^ 


cot  BEA 


cotCFB» 

4T 


cot  BDC  +  cot  BEA  +  cot  CEB  « 
ÂF*  -f-TD*  -+-  Cl*  —  pF*  -+- CD*  -f-ÂE*). 


4T 

a»- 

-c*. 

-(CE*- 

-AE') 

4T 

6*- 

-o»- 

-(âfV 

-BF*) 

Le  second  membre  est  nul  ;  car  si  Ton  y  ajoute  et  si  Ton  en 
retranche 

ÔD'^ÔlVôF*, 
on  trouve 

ÂO*  -+-  BÔ*  -♦- CÔ*  —  (ÂO*  ^  BÔ*  H-  œ*). 

Le  théorème  est  donc  démontré  (*). 


(*)  La  solation  précédente  est  celle  de  M.  Bermann  (Archives  de  Gruneri^ 
t.  LVI,  p.  109).  H.  0.  Charlicr  qous  a  envoyé  une  solution  identique,  aux 
notations  près.  Nous  en  avons  également  reçu,  de  MM.  Médulfus,  Van  Aubel» 
P.  S.,  Lcdent,  Cambier,  Seron,  élève  k  TÉcole  des  Mines  (Liège). 
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Question  Ot. 


SoU  un  hiangle  ABC.  Par  A,  menons  AD  œupani  BC  m  D; 
par  D,  DE  parallèle  à  AB,  coupant  AC  en  E;  par  E,  EP  parallèle 
àBCy  coupant  AD  en  M.  Le  lieu  du  point  M,  quand  AD  se  déplace, 
est  une  parabole  passant  par  G,  tangente  en  A  à  AB  et  dont  l'axe 
est  parallèle  à  BC. 

Prenons  un  point  I  sur  une  parallèle  AI  à  BC,  et  cherchons 
d*abord  le  lieu  du  point  m ,  intersection  de  lE  avec  AD.  Menons, 
par  I,  la  droite  16  parallèle  à  AB  et  rencontrant  la  droite  BG  en  6; 
puis  le  parallèle  à  AG. 

On  trouve,  sans  peine,  que  le  lieu  du  point  m'  passe  par 
A,  G,  B,  bf  I,  qu'il  est  tangent  à  AB  et  le;  de  sorte  que  AI  est  la 
corde  de  contact.  Ge  lieu  est  une  conique,  parce  qu*il  est  coupé 
en  deux  points  seulement  par  chaque  droite  AD  ou  Im. 

Si  le  point  I  se  transporte  à  Tinfini,  la  tangente  le  se  transporte 
aussi  à  Tinfini  :  la  courbe  devient  une  parabole  ayant  pour  dia- 
mètre la  corde  de  contact  (Salmon,  Coniques,  n**  254)  (*). 


Question  08« 

Construire  un  triangle  ABC  connaissant  les  angles  et  la  relation 
a.BC  ^-6.CA-♦-c.AB  =  *^• 
a,  b,  c,  k  sont  des  longueurs  données,  (J.  N). 
Du  point  0,  pris  à  Tintérieur  du  triangle  ABG,  abaissons,  sur 


(*)  Cette  solution  est  à  peu  près  celle  de  M.  Silldorf  (iIrcA.  de  Gruneri, 
t.  LVI,  p.  107).  Autres  solutions  de  MM.  0.  Charlier,  Médulfus,  Derous- 
seaux,  Seron.  M.  le  Capitaine  Laisant  résout  la  question  par  la  méthode  des 
àluipoUencéis. 
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leseâlés  BC,  CA»  AB,  dés  ))efpendtciilàire8y  sur  lesquelles  nous 
prendrons  OD'  =  a,  OE'  =  6,  OF  =  c;  par  les  points  D',  E', 
F',  menons  les  droites  B'G\  CX\  A'B',  parallèles  à  BG,  CA,  AB. 
Les  triangles  semblables  ABC,  A'B'C  donnent  : 

BC         CA         AB  a.BC -4- 6.CA -f- c.  AB  If 


B'C       C'A'       AB'       a.B'C'-f-6.C'A'-f-c.A'B'       2A'B'C' 

Le  triangle  A'B'C  étant  construit,  les  proportions  précédentes 
feront  connaître  les  trois  côtés  du  triangle  cherche  {*). 

(0.  Charlier.) 


Question  AO. 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  un  angle^  le  coté  BG^ 
ei  l'une  des  relations 

c.ABdb6.AC==t». 

Divisant  les  deux  membres  par  c,  et  faisant  i'^scm,  on  a 

6  6 

AB-f--AG»m,      AB kQ  =  m. 

e  c 

Il  suffira  de  considérer  la  première  de  ces  égalités. 

1*  Soit  B  Tanglc  donné.  Si  Ton  construit,  avec  les  données 
By  BG  et  BD  =  m,  le  triangle  BGD»  il  restera  &  trouver,  sur 
KDj  un  point  A  tel  que  Ton  ait  AD  =  —  AG.  A  cet  effet,  prenons 
sur  DB  une  longueur  DI  ==  6  ;  la  circonférence  (I,  c),  c*est-à-dire 
ayant  pour  centre  I  et  pour  rayon  c,  coupant  DG  en  H ,  menons 
CA  parallèle  à  HI  ;  et  le  problème  sera  résolu. 


(*)  Même  solution  de  M.  Médulfus.  Autre  par  M.  Barzîn,  régent  à 
rÉcole  moyenne  d'Andenne,  analogue  à  la  solution  suivante  de  la  Ques* 
Ivm  39. 
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2^  Soit  A  Tangle  donné.  Sur  BG  décrivons  un  arc»  capable  de 
cet  angle.  D*un  point  quelconque  À'  de  cet  arc,  tirons  A'B,  A'C. 
Prolongeons  BA',  de  A'I  =  6;  prenons,  sur  A'C,  la  longueur 
A'H«=3C;  puis  menons,  par  G,  une  parallèle  à  HT,  rencontrant 
BA'  en  D'.  Soit  D  le  point  d'intersection  des  circonférences (B, m) 
et  BD'G.  La  droite  BD  coupera  Tare  BA'G  en  un  point  A,  et  ABC 
sera  le  triangle  demandé.  En  effet,  on  a 

AD_6 
AC  ""c' 

à  cause  des  triangles  équiangles  DAG,  lA'H,  etc.  {Extrait  de  la 
solution  de  M.  J.-B.  Barzin)  f  ). 


ESQUISSES  BIOGRAPHIQUES; 


I 

W.  I.  M.  RANKINE. 

Rankine  (William  John  Macquorn),  né  à  Edimbourg,  le  5  juil- 
let 1820,  fit  ses  éludes  dans  sa  ville  natale,  et  devint  ensuite 
ingénieur  civil.  Ilobtint,en  1854,1a  médaille  de  Heit«de  la  Société 
Royale  des  Sciences  d'Edimbourg,  pour  ses  travaux  sur  la  Ther- 
modynamique; fut  nommé,  en  18S5,  professeur  de  Mécanique 


(*)  Autre  solution  de  M.  0.  Charlier,  analogue  à  ccUe  de  la  Que$Kon  38, 
insérée  ci-dessus.  M.  Médulfus  construit,  sur  les  côtés  AB,  CA,  BC,  des 
rectangles  ou  des  parallélogrammes  équivalents  à  c.AB,6.GA,  it*.  De  la  figure 
ainsi  obtenue,  on  déduit  aisément  la  solution. 
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et  de  constructions  civiles  à  TUniversité  de  Glascow,  et  nnourut 
dans  celte  ville,  le  24  décembre  1872. 

Rankine  a  écrit  un  grand  nombre  de  Mémoires  contenant  des 
recherches  originales ,  principalement  sur  la  théorie  mécanique 
de  la  chaleur  et  sur  ses  applications  aux  machines  thermiques. 
Il  est,  avec  Glausius,  le  fondateur  de  la  vraie  théorie  des  vapeurs. 
Son  principal  Mémoire  sur  la  Thermodynamique ,  présenté  à  la 
Société  Royale  de  Londres,  en  1853,  est  intitulé  :  On  the  geome- 
trical  Représentation  of  the  expansive  action  of  heat ,  and  the 
Theory  of  Thermo-Engine  (Phil.  Transactions,  t.  144;  1854). 
Dans  ses  écrits  sur  la  Chaleur ,  Rankine  s'appuie  sur  une  hypo- 
thèse particulière^  relative  au  mouvement  moléculaire,  qui,  tantôt 
Ta  conduit  à  des  résultats  nouveaux  et  exacts,  tantôt  à  des  erreurs, 
au  dire  de  Glausius. 

Rankine  a  publié  un  cours  complet  de  Mécanique  appliquée , 
universellement  estimé.  Nous  croyons  utile  de  donner  ici  le  titre 
des  Manuels  qui  composent  ce  cours  : 

I.  A  Manual  of  applied  méchantes.  London,  Griffin,  6^^  édi- 
tion, 1872;  664  pages  in-12  (Prix  :  12  shillings  6  den.). 

II.  A  Manual  of  the  Sleam  Engine  and  other  pnme  tnovers. 
Ibid.,  6^  éd.  1873;  608  p.  in-12  (Prix  :  12  sh.  6  d.). 

III.  A  Manual  of  civil  Engineering.  Ibid.,  9^ï>ed.  1873;  800  p. 
in.l2(Prix  :  16  sh.). 

IV.  Useful  rules  and  tables  relating  the  mensurationy  enginee- 
ring, structures  and  machines.  Ibid.,  4^*^  éd.  1875;  320  p.  in-12 
(Prix  :  9  sh.). 

V.  A  Manual  ofMachinery  and  Mill-Work.  Ibid.,  1869;  604  p. 
in-12  (Prix:  12  sh.  6  d.). 

VI.  Shipbuilding  theorelical  and  practical.  London,  Mackenzie, 
1866.  312  p.  et  54  pi.  (En  collaboration  avec  Is.  Watts,  Fred. 
Barnes,  ingénieurs  de  la  Marine,  et  I.  R.  Napier,  constructeur  de 
navires). 

L  13 
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Le  Manuel  de  Mécanique  appliquée  est  précédé  d'une  remar- 
quable dissertation  sur  Tharmonie  qui  doit  exister  entre  la  Mé- 
canique rationnelle  et  la  Mécanique  appliquée,  pour  qu'elles 
fassent  toutes  deux  les  progrès  dont  elles  sont  susceptibles.  On 
y  trouve  cette  assertion,  qui  étonnera  certainement  plus  d'un 
admirateur  de  l'Angleterre  :  «  Notre  pays  ne  manque  certes  pas 
d'hommes  éminents,  connaissant  parfaitement  les  matériaux,  le 
travail  à  faire  pour  les  mettre  en  œuvre,  et  sachant  en  diriger 
l'exécution  dans  les  moindres  détails;  bref,  ayant  à  un  haut 
degré  ce  genre  d'habileté  que  l'on  acquiert  par  la  pratique  seule. 
Mais,  de  cette  habileté,  à  la  fois  théorique  et  pratique,  qui  con- 
siste à  exécuter  une  œuvre  avec  la  moindre  dépense  possible  de 
matériaux  et  de  travail,  les  exemples  sont  comparativement  rares 
et  exceptionnels.  • 

M.  Mariano  Qucrcia  a  publié  une  Notice  sur  la  vie  et  les  écrits 
de  Rankine,  où  sont  analysés  avec  soin  ses  principaux  ouvrages 
{Bullettino  di  bibliografia  e  di  storia  délie  scienze  malematiche  e 
fisiche,  t.  VU,  p.  1-61  ;  janvier  et  février  1874).         (P.  M.) 
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QUESTIONS  D'ANALYSE  IHDÉTERMIHÉE. 


I 

Trouver  des  solution»  entières  de  l'équation 

I*  -4-  y*  =  z*. 
On  peut  écrire 

x*=(z-t-y){z-y), 
et,  par  suite,  poser 

p  elq  étant  deux  indéterminées.  On  tire  de  là  : 

Pour  avoir  des  solutions  entières,  nous  ferons 

X^ipq,     y=p*—q*,     z=p*  +  q*     .     .     .     (i) 

Remarque.  On  obtient  les  mêmes  valeurs  en  posant 
2t«|  l-tg»î 

n 

Trouver  des  solutions  entières  de  l'équation 
a:* -4- y* -4- «•=»«'. 
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En  écrivant 

(xVty)(x-iy)==(i/^z)(u-z),    (i  =  V/CrT), 

on  voit  qu'on  peut  poser 

X  +  tV  =  («  — «)(p-t-*9).    (a?  — »y)(p-4-i9)  =  ti  -i-js, 

pet  9  étant  deux  indéterminées.  Ces  égalités  se  décomposent 
en 

ar  =  (ti— z)p,    y  =  (tt  — 2)9, 

px  H-  çy  =  tt  -h  z,     çx  —  py  «  0. 

Par  conséquent  : 

p'  H-  ûf*  —  i  2p  Sût 

p'  -♦-  9'  -h  1  p'  -♦-  9*  H- 1        ^         p'  -♦-  ç'-t-  i 

Remplaçant  p  par  2^,  q^  par  j»  on  obtient,  pour  les  solutions 
entières  de  Téquation  proposée  : 

u  =  X'^Y'4-Z%    x»»2XZ,    y  =  2YZ,    ««X'-^-r  — Z*. 

L'identité  que  nous  venons  de  trouver,  savoir  : 

(X'-+-Y»4-ZV  =  (2XZ)'  +  (ÎYZ)*-»-(X'-*-r  — Z»)«.    .     (2) 

montre  que,  «t  tin  nomhrB  est  une  somme  de  trois  carrés,  son  carré 
est  également  une  somme  de  trois  carrés.  Cette  proposition  a  clé 
récemment  signalée  par  M.  Catalan  (Nouvelles  Annales,  1874, 

p.lH)0. 

III 

Prendre  y  sur  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle ,  trois  lon- 
gueurs OA ,  OB,  OC ,  en  nombres  enliers^  telles  que  Vaire  du  tri- 

(*)  Voir  également  Nouvelle  Corrcspandance ,  p.  155. 
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angle  ABC  soH  un  nombre  entier  (Nouvelles  Annales,  1874, 
p.  340). 

Faisons 

OÂ»ar,    OB=sy,    OC  =  z,    ABC  =  u. 

Un  théorème  connu  donne 

ABC*  =  ÔBC*  -^  OCÂ'  ^  ÔÂB*; 
d'où 


\xyzl        X*      y*      z'' 

L'identité  (2)  conduit  à  poser  : 

i      2YZ 

1     2XZ    i     x'+r  +  z* 

y        K  '     X               K 

2m       X»-i-Y'+Z' 

Par  conséquent  : 

xyz               K 

K 

K                          R 

2YZ' 
u 

*      2XZ'     '      X'+Y'- 
K»(X»  +  Y*  -»■  Z») 

-Z« 

8XYZ'(X»-t- Y»  — Z')* 

Pour  avoir  des  solutions  entières,  faisons 

K  =  4XYZ(X»4- Y«  — Z^; 
■lors 

«  =  2X{X»  +  Y»  — Z»),    y  =  2Y(X»-t-Y»  — Z»),    x  =  4XYZ, 

««2XY  (X*  -4-  Y*  —  Z»)  (X*  -4-  Y»  +  P). 


rv 

Trouver  deux  nombres  rationnels  tels ,  que  leur  somme  soit 
égale  à  celle  de  leurs  cubes. 
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L*équation  de  ce  problème  revient  à 

ou 

^(^— y)  =  0-*-y)(*— y). 

Elle  est  vérifiée  quand  on  pose  : 

x  =  {\  +y)t,    (x  — y)t  =  4  —y, 
/  étant  une  indéterminée.  On  en  conclut 

2t  —  t*  4  —  «« 

'""4-f-i.«*'    yi^^TT?' 

On  trouve,  de  la  même  manière,  pour  les  solutions  entières 
de  réquation 

X*  —  xy  -♦-  y'  «  z*  : 

x«2pg  — 9»,    y=p«  — qr»,    z  ==  p*  —  py -h  ç*.    .    (3) 

Pour  résoudre  cette  équation,  on  peut  aussi  mettre  le  premier 
membre  sous  la  forme  d*une  somme  de  deux  carrés,  en  écrivant, 
par  exemple, 


('-i)**i 


»•««% 


et  poser,  d*après  les  formules  (1)  : 

On  obtient  des  valeurs  rationnelles  en  faisant  P'  =  |3|/3; 
d'où 

«  =  «•-*.  3p%     x  =  a*-4-2ap  — 3(3»,     y  =  Aap.     .     (4) 

Les  formules  (3)  et  (4)  se  ramènent  les  unes  aux  autres  par  les 
substitutions 

pH-9  =  2«,    p—q^^. 
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Trouver f  en  nombres  entiers ^  les  côtés  d'un  triangle,  scichanl 
que  le  cosinus  de  l'un  des  angles  est  égal  à  la  fraction  ^  (Nou- 
velles Annales  (*),  1874,  p.  296). 

Xf  y 9  z  représentant  les  côtés  du  triangle,  on  doit  avoir 
a'  =  y*  +  z'  —  2yz  -  » 


ou 


Posons: 


d^où 


(x-*-y)(x--y)  =  z(z-2yH 


X  H-y=z<,     (x  — y)f  =  z— 2yi.; 

^2pl-qr(1-Ht')  q(i  >-  Q 

2(p-9<)  ^        2fp-70 


Pour  avoir  des  valeurs  entières  de  x,  j/,  z,  nous  remplacerons 
d  abord  ^  par  3^;  et  nous  prendrons  ensuite  : 

Z=:2(pa'— çap), 
x  =  2p«l5  — g(a«H-p«), 

VI 

Trouver  un  tétraèdre  ayant  un  trièdre  trirectangle,  et  dont  les 
six  arêtes  soient  mesurées  par  des  nombres  entiers  (Nouvelles 
Annales,  1874,  p.  289). 


{*)  La  solution  qu'on  y  lit  est  peut-être  moins  simple  que  la  nôtre.  Même 
observation  pour  le  Problème  VI. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  200  — 

Soient  z,  y  y  x  les  arêtes  du  triédre  trirectangle,  et  X,  Y,  Z  les 
autres  arêtes.  On  a  les  équations 

qu*il  s*agit  de  résoudre  en  nombres  entiers.  La  première  peut 
s'écrire 

x'  =  (Z4.y)(Z-y). 

Pour  en  avoir  des  solutions  rationnelles^  nous  posons,  a  étant 
une  indéterminée  : 


Z4-y  =  «x,    Z  — y=-; 


d'où 


,_f(._i).  z=|(..i)...,„ 

L*équation  x*  -f-  z*  =  Y*,  traitée  de  la  même  manière,  donne 

._i(,_i).  .=f(,.^) ,., 

(3  étant  une  nouvelle  indéterminée. 
Reste  à  satisfaire,  par  des  nombres  rationnels,  à  l'équation 

y«^x'  =  XV 
ou 

qui,  étant  développée,  devient 
Elle  est  vérifiée  quand  on  pose  : 
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La  première  des  égalités  (7)  admet  les  valeurs 


4r             2(1  _  (») 
*=i^'    ^-TTT («) 

OÙ  t  est  une  indéterminée  ;  la  seconde  revient  à 

Remplaçons  <  par  ^;  substituons  les  valeurs  (8)  dans  les 
formules  (S)  et  (6);  et  égalons  x  au  dénominateur  commun  des 
fractions  qui  entrent  dans  les  expressions  de  2^,  z,  X,  Y,  Z;  nous 
aurons  alors  : 

x  =  8pqr(p*— g*), 

z  =  2pqf[(p«^-7Y-Mp*-97], 
X«(p«  +  ,% 

Z  =  (p«-g')[(p*-f.97-^i6pV]. 

Les  nombres  p,  9  sont  indéterminés  ^  mais  ils  ne  peuvent 
être  égaux.  Si  Ion  fait p  =» 3, ç==s { ,  on  a  la  solution 

x  =  240,     y  =  1l7,     z«U, 
X  =  i25,    Y  =244,    Z=.267. 

Remarque.  Lt*  problème  précédent  dépend  d*une  équation 
de  la  forme 

(._l)V(p  _!)=.„.,.  ....  (10) 

OÙ  a»  P»  u  doivent  être  rationnels.  Gomme  nous  avons  posé 
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les  formules  trouvées  établissent,  entre  les  arêtes  du  tétraèdre, 
cette  nouvelle  relation 

(Z-|.ty)«.».(Y-*-z)«=4x«; 

par  conséquent,  elles  ne  donnent  pas  toutes  les  solutions  pos- 
sibles. 

Pour  résoudre  lëquation  (10),  Euler  {*)  emploie  les  deux 
substitutions 

'"♦"  P 

t  étant  une  indéterminée;  puis  il  ramène  la  question  à  rendre 
carré  parfait  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  ^. 

(J.  Neuberg.) 


SUR  LES  ASYMPTOTES  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES. 


t.  Lemmb.  Soit  F  (x,  X)  =3  0  une  équation  algébrique j  du  degré 
m  par  rapport  à  x.  Sotï,  pour  >  =  a,  n  te  nombre  des  racines 
réelles  ;  m  —  n  est  un  nombre  pair. 

En  effet,  m  —  n  est  le  nombre  des  valeurs  imaginaires  de  x, 
répondante  X=a. 

9*  Remarque.  L  énoncé  et  la  démonstration  supposent  que  le 
coefficient  de  x"»  ne  s'annule  pas  pour  i  =  a.  Kn  outre  pour  plus 
de  simplicité,  nous  admettons  que  les  valeurs  réelles  de  x, 
répondant  àX  =  a^  sont  inégales. 


Ç)  Algèbre  d'EuUr,  t.  II,  n*  238. 
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S.  Corollaire  I.  5t,  pour  Xasa,  a',  o!\ ^  Véqmtion 

F  (x,  X)t=sOan,  n',  n",...  racines  réelles,  les  nombres  n,  n',  n",... 
sont  de  même  parité. 

4.  Corollaire  II.  Si  une  courbe  algébrique  est  rencontrée,  en 

P»  P'^  P">  —  points,  par  des  droites  d,  d',  d", parallèles  entre 

elles,  les  nombres  p^  p',  p",  ...  sont  de  même  parité. 

5.  Corollaire  III.  Les  courbes  algébriques  n^ont  pas  de  point 
d^arrét. 

Supposons  qu'un  arc  ÂB  se  termine  brusquement  en  A. 
Menons ,  de  part  et  d'autre  du  point  d'arrêt  A ,  deux  parallèles 
d,  d',  infiniment  voisines  de  ce  point.  Si  la  droite  d,  qui  coupe 
AB,  a  p  points  communs  avec  la  courbe,  la  droite  d'  n*en  a  que 
p — 1.  Donc  la  courbe  considérée  n*est  pas  algébrique. 

•.  Remarque.  Soit  une  ligne  plane  quelconquCi  trajectoire 
d'un  point  M  qui  s'arrête  après  être  revenu  à  sa  position  ini- 
tiale A  {*)  :  le  nombre  des  points  d'intersection  de  cette  ligne  avec 
une  tranversale  quelconque,  rectiligne  ou  curviligne^  est  pair. 

En  effet,  si  la  transversale  rencontre  la  courbe  aux  trois 
poinu  A,  B,  C,  par  exemple;  les  arcs  AA',  CC,  situés  de  part 
et  d'autre  de  la  transversale,  donnent  lieu,  en  se  réunissant,  à  un 
quatrième  point  d'intersection  (**). 

3".  Remarque.  La  dernière  proposition  parait  en  défaut  dans 
ce  problème,  bien  connu  des  écoliers  :  tracer,  d'un  seul  coup 
de  crayon,  les  côtés  et  Cune  des  diagonales  d'un  rectangle  ABCD. 
Mais',  si  A  est  la  position  initiale  du  curseur,  celui-ci,  après 
avoir  décrit  la  diagonale  AC,  doit,  d  après  Thypothèse  (6),  revenir 
en  A  :  cette  condition  entraine  la  construction  d'une  nouvelle 
ligne  CEA^  allant  de  C  en  A. 


(*)  Cette  ligne  est  un  traii  de  plume,  une  toile  d'araignée,  ete. 
(**)  Ce  raisonnement  est  celai  dont  on  fait  usage  pour  établir,  par  la 
Géométrie,  les  théorèmes  sur  Vexislence  de$  raeinee  réelle». 
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S.  Des  branches  infinies.  Si  un  point  M»  parti  de  la  position  A, 
décrit  une  ligne  ABCD,  de  manière  que  la  distance  rectiligne  AM 
puisse  croître  au  delà  de  toute  limite,  nous  dirons  que  la  trajec- 
toire ABCD  a  une  branche  infinie. 

9.  Remarque.  D*après  cette  définition,  un  seul  arc  continu, 
indéfini  dans  les  deux  sens  est  considéré  comme  composé  de 
deux  branches  infinies.  Par  exemple,  l'hyperbole  ordinaire  a  quatre 
branches  infinies;  la  ligne  droite  a  deux  branches  infinies;  etc.{*). 

10.  Théorème.  Dans  toute  courbe  algébrique,  le  nombre  des 
branches  infinies  (*^),  asymptotiques  à  une  même  droite,  est  pair. 

Soit  F(x,  !^)=0  réquation  de  la  courbe,  rapportée  à  Fasymp- 


tote  X'OX,  prise  comme  axe  des  abscisses  :  F(xy  y)  est  un  poly- 
nôme entier.  Soient  y  =  ^h  e  les  équations  de  deux  droites  MQ, 
M'Q'>  parallèles  à  X'X  :  ces  transversales  rencontrent  la  courbe 
en  divers  points  M,  G,  I,  L,  Q, ...,  M',  G', ...  Soient  M,  Q, ...  M', 
. . . ,  les  points  qui  s'éloignent  indéfiniment  de  Torigine  0  et  se 


(*)  Pour  éviter  toute  confusion ,  on  pourrait  reprendre  les  dénomiuatîons 
de  bras  ou  de  rameaux,  employées  par  les  anciens  Géomètres.  Ccsl  ce  qu'a 
fait  M.  de  la  Gourneric  :  «  chaqfte  branche  (infinie)  est  formée  de  deux 
BRAS...  »  {Traité  de  Géométrie  descriptive,  91). 

(**)  Ou  plutôt  :  des  bras. 
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rapprochent  indéfiniment  de  X'X,  lorsque  s  tend  vers  zéro. 
Pour  exprimer  cette  circonstance,  nous  dirons  que  les  points 
M,  Q, ...  M'  se  transportent  à  l'infini^  ou  que  chacune  des  branches 
infinies  rencontre  l'asymptote  en  un  point  situé  à  l'infini  {*). 

Gela  posé,  il  s'agit  de  démontrer  que  le  nombre  des  points  M, 
Q, ...  M',  est  pair. 

Soient  n,  n'  les  nombres  de  valeurs  réelles  de  x  répondant  à 
y  =  -h  e,  y==  —  e  :  n  -H  n'  est  pair  (Corollaire  II).  Supposons 
que,  pour  y  =  0,  Féquation  F(x,  .y)=0  devienne  X  =  0  (**). 
Les  racines  réelles  de  cette  nouvelle  équation  déterminent  les 
points  H,  K, ...  situés  sur  X'X,  à  des  distances  finies  de  Torigine. 
Soit  p  le  nombre  de  ces  points,  ou  le  nombre  des  racines 
réelles  de  X  =  0.  Comme  on  le  voit  à  Tinspection  de  la  figure, 
ces  racines  sont  les  limites  communes  des  racines  réelles ,  soit  de 
l'équation 

soit  de  l'équatùm 

F(x, -€)  =  0, 

qui  ne  croissent  pas  indéfiniment  quand  z  tend  vers  zéro.  Le 
nombre  de  celles-ci  est  donc  2p  (***).  Conséquemment,  le 
nombre  des  points  situés  à  l'infini  est  n  -f-  n'  —  2/?. 


(*)  Plusieurs  Géomètres,  très-estiroables  d'ailleurs,  admettent,  a  prtort, 
que  l'asymptoie^  et  une  même  branche  de  la  courbe,  ont  au  moins  detix  feints 
communs^  tilués  à  l'infini.  Celte  manière  de  voir  ne  me  parait  pas  acceptable. 
A  plus  forte  raison  ne  saurais -je  croire  à  faxiome  suivan*:  «  on  peut  consi- 
dérer une  droite  comme  une  courbe  fermée,  dans  laquelle  un  point  situé  à 
Fin  fini  forme  la  jonction  des  deux  bras  qui  s'étendent  dans  les  deux  sens 
opposés  ;  »  ou  à  d^autres  du  même  genre. 

f  )  On  fait  abstraction  des  valeurs  infinies  de  x, 

(***)  IjC  point  H  est  la  limite  commune  de  G  et  G';  le  point  K  est  la 
limite  commune  de  I  et  de  L;  etc.  On  voit  que  la  démonstration  serait  en 
défaut  si  la  courbe  considérée  pouvait  avoir  des  points  d'arrêt.  Aussi  avons- 
nous  commencé  par  établir  qu'elle  n'en  a  pas. 
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Remarque.  Le  théorème  peut  encore  être  énoncé  ainsi  :  Dam 
toute  courbe  algébrique,  le  nombre  de  points  situés  à  Vinfini,  wr 
la  courbe  et  sur  une  asymptote  quelconque  ^  est  nécessairemBni 
pair.  (E.  Catalan.) 


PRIHQPES  DE  LA  THÉORIE  DES  DÉTERMIRANTS; 

d'après  Baltzkr  et  Salmon. 
{SuOê^  voir  pp.  lU,  iil  et  170.) 


CHAPITRE  11.  —  CALCUL  DES  DÉTERMINANTS. 

n 

SOMMES  ET  PRODUITS  DE  DÉTERMINANTS. 

M.  Notation  nouvelle  pour  les  déterminants  (*).  I.  Nous  repré- 
sentons/dans  ce  paragrapliCy  les  déterminants  où  les  indices  des 
colonnes  sont  remplacés  par  des  lettres,  au  moyen  de  la  série  de 
ces  lettres,  placées  entre  crochets.  Ainsi 

;  «1    6i    ^1  I 

[a6c]«  I  0,    6t    c (I) 

I  «»     6i     Ci  ; 

Au  moyen  de  celte  notation,  voici  comment  on  peut  expri- 
(')  Catalan,  Bull  de  PAc.  de  Brux.  {»•  série,  t.  Xllï,  pi.  I,  p.  534. 
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mer  les  propriétés  U^  III,  IV,  V^  pour  le  déterminant  (1)  : 

[abc]  =  —  [ach]  =  [cab]  =  -  [bac]  =  [bca]  =  -  [cba];  (2) 

[aac]  =  0; [a66]  =?  0;  clc (3) 

[ma,  6,  e]  ou  [(ma)6c]  ==  fn[abc];     ....  (4) 

[a  -^  mbybyc]ou  [(a -f-  i?i6)6c]  =  [abc]    ...  (5) 

II.  Considérons  la  permutation  principale  abcde  d'un  certain 
nombre  de  lettres,  et  une  autre  permutation  quelconque  baedc. 
On  passera  du  déterminant  R  =  [abcde] ,  au  déterminant 
W  z=  [baedc],  par  un  nombre  d'échanges  de  colonnes,  égal  au 
nombre  d'échanges  d'éléments  qui  permettent  de  déduire  la 
permutation  baedc  de  abcde.  Selon  que  ces  deux  permutations 
sont  ou  ne  sont  pas  de  même  classe,  ce  nombre  est  pair  ou 
impair,  et  par  suite  R  et  R'  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  signe. 
Les  égalités  (2),  données  ci-dessus,  sont  une  application  de  cette 
remarque. 

III.  Considérons  un  déterminant 

où  tous  les  éléments  d'une  même  colonne  sont  multipliés  par 
un  même  facteur,  désigné  par  la  lettre  grecque  correspondant  à 
la  lettre  ordinaire  qui  caractérise  la  colonne;  de  plus,  cette  lettre 
grecque  a  un  indice  égal  au  rang  de  cette  colonne.  Ce  détermi- 
nant sera 

PiOifsV»  [ftaedc]  =d=  p^c^^^^yt  [abcde], 

le  signe  +  ou  le  signe  —  convenant,  selon  que  baedc  ou  ^aiiy 
est  ou  n'est  pas  une  permutation  paire. 

M.  Propriété  VI.  Si  tous  les  éléments  d'une  colonne  {ou d'une 
ligne)  sont  des  polynômes  de  m  termes,  ce  déterminant  est  égal 
à  la  somme  de  m  déterminants  obtenus  en  remplaçant,  dans  le 
déterminant  primitif,  successivement  chaque  polynôme  par  chacun 
de  ces  termes. 
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Il  suffit  de  démontrer  ee  théorème  dans  le  cas  d'un  détermi- 
nant de  neuf  éléments.  Soient^  par  exemple  : 

a«  «  ai'  -+.  fl."  .+.  ar ,  a,  —  a,'  -♦-  a,"  -♦-  a,'" ,  a,  =  a,'  -+•  a,"  -«-  a,'". 

On  aura 

[a'  +  o"  H-  o'",  6,  c]  =  [(o'  +  a"  -♦-  a"')  6c] 

=  [a'6c]+  [a"6c]-i- [o'"6c] (6) 

En  effety  le  premier  de  ces  déterminants  est  égal  à 

(a/  -♦-  ai"  -4-  o/")  A,  H-  (a,'  +  a,"  +  o,'")  A,  ^  (a,'  -4-  o,"  -♦-  a,'")  A,; 
les  autres  sont,  respectivement,  égaux  à 

«l'Ai  -4-  Ofl'At  -*-  a,' A,, 
<ii'  A|  -4-  Os" As  -4-  Os^Ag, 
a/"A,  H-  a,'"A,  -4-  o,'"A,. 

Corollaire.  5t  les  éléments  de  plusieurs  cobnfies  (ou  lignes) 
sont  des  polynômes,  on  pourra  appliquer  plusieurs  fois  le  mode 
de  décomposition  donné  par  le  théorème  précédent.  Ainsi 


ou 
ou 


[a'  -f-  a".  6'  -♦-  6"]  =  [(a'  -♦-  a")  (b'  -♦-  6")]  =[a', b'  -f-  6"] 

[a'(6'-f-6")]-f.[a",6'-4-6"] 
[a"  (5'  +  6")]  =  [a'6']  -4-  [a'6"]  -4-  [a"6']  -4-  [a'V].    .    . 
Exemple.  On  trouve,  d  après  ce  corollaire  : 

c,    64    c, 


(6') 


0,6, —  aA,    6,f,  -V, 
a«6,  —  fliôs,    bzCi  —  6|ft 


=  6. 


«1    bf    c, 

«8    6«    c, 


%%.  Résumé  mnémonique  des  propriétés  III,  IV,  V.  VI. 
Pour  retrouver  les  égalités  (4),  (6), (6),  il  suffit  de  mettre,  entre 
crochets,  les  différents  termes  de  celles-ci,  m  excepté  : 

{mà)bc:=m  .a6c, 

(a'  -4-  a"  -4-  a'")6c  =  o'tc  4-  a"6c  -4-  a'"6c, 

(a'  -4-  a") (6' -4-  6")  =  aV  -+•  a'b"  -4-  a"6'  -4-  a"6", 
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où  le  second  membre  est  formé  en  effectuant  la  multiplication 
indiquée  dans  le  premier,  sans  interversion  des  facteurs. 

La  même  règle  suffit  pour  retenir  la  propriété  (5),  pourvu  que, 
conformément  à  la  propriété  (3),  Ton  remplace  par  zéro  tout 
produit  où  une  même  lettre  se  rencontre  deux  fois.  Ainsi 

Ua  -f- 1116)60]  =  [abc]  4-  ni[66c]  =  [06c]  -♦-  0  =  [abc], 

La  règle  précédente  permet  de  calculer  très-rapidement  cer- 
tains déterminants.  Par  exemple  : 

[a  -f-  6,  6  -♦-  c,  c  -4-  a]  =  [abc]  -♦-  [bca]  =  2[a6c] ; 

[a  —  6,6  —  Cf  c  —  a]  =  [abc]  —  [bca]  =  0. 

Exercices.  1 .  Chercher,  en  général,  la  valeur  de 

[S  — a, S  — 6, S— c,...], 

quand  S  =  a-4-6-4-c  +  ... 
2.  Décomposer  le  déterminant 

«A  —  aj6j,  6j(Î4  —  biCt,  . 
aj)i  —  0165 ,  6»C|  —  biCz,  . 
a  fil  —  0164,    64C1  —  61C4,    . 


et  montrer  qu'il  est  égal  à  àz  6|C| ...  x^à=  oi^b^c^ ... 

(Brioschi.) 

99.  Propriété  VU.  Le  produit  de  deux  déterminants  de  degré 
n  peut  se  mettre  sous  forme  d'un  autre  déterminant  de  degré  n, 
dont  les  éléments  sont  les  sommes  des  produits  des  éléments  de 
chaque  ligne  ou  de  chaque  colonne  du  premier,  par  les  éléments 
de  chaque  ligne  ou  de  chaque  colonne  du  second.  Ainsi,  soient 
p=i  mn, 


m 


«1  h, 
0»  bi 

=• 

a,  fl, 
6.6, 

,    n= 

= 

p.  P. 

Digitized  by  VjOOQIC 


âio 


«tOi  +  fcîpf 

= 

= 

On  aura 

6|«i  -4-  b^^    biPi  -¥•  b^ 

Il  suffit  de  démontrer  ce  théorème^  comme  on  va  le  voir,  pour 
deux  déterminants  de  neuf  éléments  : 

[abc],    [apr].. 

Leur  produit  est  le  déterminant 

P  =  [(ia4  +  bp^  •¥-  CYi ,    a«,  -♦-  5^8  4-  cy,,    aoii  +  6^8-*-  cy^ 

formé  d'après  la  règle  précédente.  En  effet,  d'après  le  n^  23, 
pour  trouver  P,  il  suffit  de  chercher  les  termes  du  produit 

P'  =  (aai  ^-  6p,  H-  cy)  (oflj  -♦-  6pt  -•-  or,)  (aa^  -4-6^5-4-  cyJi 

sans  intervertir  Tordre  des  facteurs  ;  d'égaler  a  zéro  ceux  où  il 
y  a  plus  d'une  fois  l'un  des  facteurs  a,  6,  c;  et  en6n  de  mettre 
entre  crochets  les  termes  restants,  pour  les  transformer  en  déter- 
minants. Or,  le  produit  P'  contient  vingt-sept  termes,  que  Ton 
obtiendra  en  écrivant  toutes  \espermutationSy  avec  répétUionj  des 
lettres  abc,  et  écrivant,  à  côté  de  ces  lettres,  les  lettres  grecques 
correspondantes ,  affectées  d'un  indice  convenable.  Si  l'on  sup- 
prime, de  ces  permutations,  toutes  celles  où  il  y  a  répétition, 
il  restera  les  six  permutations ,  sans  répetitionj  des  lettres  abc, 
auxquelles  correspondront  les  six  déterminants  partiels  : 

«ipirs  [abc]  -4-  ajr,p,  [acb]  -f-  noiP»  [cab] 
-♦-  Pia«r»  [bac]  4-  Pir^i[bca]  -¥•  riîVs  [c6a]. 

Chacun  des  déterminants  [acb],  [cab] y  ...est  égal  à  -t-  [abc]  ou 
— [a6c],  selon  que  la  permutation  correspondante  cafr  ou  ay^^cab 
ou  yoL^, ...  est  paire  ou  impaire.  Donc 

P = [abc]  \  «tp^i  —  a,r»ps  -t-  riaiP»  —  Pi^^n  +  Pir<«i  —  rsP  «t ,! 


Digitized  by  VjOOQIC 


-    211  — 


ou  encore 


P=[a6c][«pr]. 


t4.  AppLiGATiOffs  I.  Aire  du  triangle,  1"*  Considérons  trois 
systèmes  de  coordonnées  rectangulaires,  le  second  ayant  même 
origine  que  le  premier  et  faisant  avec  lui  un  angles,  le  troisième 
parallèle  au  second,  mais  ayant  une  autre  origine.  Soient,  dans 
ces  trois  systèmes  : 

(x»"=0,  yr=0;  qp/  =  0,  y.'=0;  x„  y,), 

(x,",  y«''  =  0;  »;,  y,';  Xu  y«), 

(afs",  yi";  ir,',  y,';  x,,  y,) 

les  coordonnées  des  trois  points  1,  2,  3;  d^^*  ^izf  ^si  '^^  carrés 
de  leurs  dislances  mutuelles;  T  Taire  du  triangle  123,  en  valeur 
absolue.  On  aura,  successivement  : 


2T= 


>x,"y,". 


I  Xi  ,  ys 


I  Xg  ,  yg 

Xj',  y/  I    I  cos a,  —  sin a 
x",  ys'  I    I  sin  a,      cos  a 

i         0  0 

i    X,  — xi    yj— yi 

1    xj  — X,    y8  — yi 

^  On  a  encore 

i  0 

0  i 

0  i 

0  i 


X,'  cos  a  — yt'  sin  a,  Xs'  sin  a  -i-  y,'  cos  a 
Xg'  cos  a  — ys'  sin  a,  Xg'  sin  a  -h  y^'  cos  a 


«.',  y.' 

xj— «1,  yf  — y« 

X,'.  y.' 

«»—«!.  y»— yi 

*   «i  y. 

= 

1    ««  yt 

. 

i 

«.  ys 

2T 


0 

0 

Xt 

yi 

«« 

y» 

«» 

y» 

2T=i 


1 
0 
0 
0 


0 

0 

«1 

y. 

Xt 

y» 

«» 

y» 

En  multipliant  ces  deux  expressions,  on  trouve 

0  i  i  1 

1  xî-4-yî  x,x,  +  y,y,  X|X,-4-y,y5 
i  X|X,-i-y,y,  xî-*-yî  x^»-i-y^8 
i  XixJ-t-yiy,  x,X8>y,ys  xJ-^-yJ 


—  J^V 
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Multiplions  les  Crois  dernières  lignes  par — 2;  divisons  la  première 
colonne  par — 3;  ajoutons  la  première  colonne  et  la  première  ligne, 
successivement  multipliées  par  (x\  -*- y J) ,  (acj  -+- y  î),  («5  -+- y?)» 
respectivement  aux  trois  dernières  colonnes  etaux  trois  dernières 
lignes.  Il  viendra 


0 

i 

1 

1 

-i6V^ 

1 
1 

0 

0 

dn 
d„ 

i 

d» 

dn 

0 

R  Xi  y, 

—  R  rri  yi 

i 

R  Xt  y, 

—  R  ar,  y. 

~~  8 

R  AT,  ys 

-  R  iCj  yj 

0 

dn 

dn 

dn 

0 

dn 

dn 

d„ 

0 

3*  En  égalant  ce  déterminant  à  zéro,  on  trouve  la  condition 
pour  que  les  points  !>  3,  3  soient  en  ligne  droite. 

II.  Rayon  du  cercle  circonscril  au  triangle.  Plaçant  l'origine 
au  centre  du  cercle,  on  aura  : 


—  4rR«: 


d'où,  ay  b,  c,  étant  les  côtés,  d=  4RT  i«  abc. 

Exercices.  I.  Trouver,  pour  le  tétraèdre,  les  formules  ana- 
logues à  celles  qui  sont  données  pour  le  triangle. 

2.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  distances,  deux  à 
deux,  de  quatre  points  dans  un  plan,  ou  de  cinq  points  dans 
Tespace. 

3.  En  effaçant  une  ligne  et  une  colonne  dans  les  déterminants, 
qui,  égalés  à  zéro,  expriment  les  conditions  demandées  au  n®  % 
on  trouve  la  condition  pour  que  quatre  points  soient  sur  un 
cercle,  ou  que  cinq  points  soient  sur  une  sphère  (Comp.,  n*^  13, 
exercice  3). 

4.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  arcs  joignant  quatre 
points  sur  une  sphère. 

5.  L'aire  T  d'un  triangle  ayant  pour  côtés  a,  6,  c,  inscrit  à  une 
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ellipse  dont  les  axes  sont  2 A  et  2B,  est  donnée  par  la  formule 

4T.a'6V  =  ABa6(î, 
où  ia'y  ib\  2c'  sont  les  diamètres  parallèles  à  a,  b,  c. 

(JOAGHIMSTHAL.) 

6.  Démontrer  le  théorème  de  Briosehi  (n''  23,  exere.  2),  par 
multiplication  de  deux  déterminants. 

7.  Le  déterminant  p  =  [A,  B,  G  ...],  ayant  pour  éléments  les 
mineurs  du  déterminant  R  =  [a,  6,  c, ...],  de  n'  éléments,  s'ap- 
pelle le  déterminant  adjoint  de  R.  On  a  Rp  =  R*  ,  p  =  R»-*  ; 
p  s'annule  si  R  =  0.  Les  mineurs  de  p  jouissent  de  propriétés 
analogues.  (Gaucht.) 

9.  Généraliser  la  relation  suivante  : 


=  [a6][ap]. 


et  en  déduire  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants. 

M.  Corollaires,  l.  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
déterminants  est  un  déterminant  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
le  plus  élevé  n  des  degrés  des  déterminants  donnés,  et  dont  les 
éléments  sont  des  fonctions,  rationnelles  et  entières,  des  éléments 
donnés.  En  effet,  on  peut  mettre  tous  ces  déterminants  3ous 
forme  de  déterminants  du  n**"*«  degré  (n"*  17,  III),  et  alors  mul- 
tiplier le  premier  par  le  second,  le  produit  par  le  troisième,  et 
ainsi  de  suite.  On  trouve 

[abe]  \pq]  =  [a,  ôp,  -h  cg, ,  6/?, -4-  cgj. 

II.  Le  carré  d'un  déterminant  est  un  déterminant  symétrique. 
Ainsi  le  carré  de  [abc]  est  égal  à 

aj  -4-  5'  H-  Cl,  OiOi  -k-  6i6j  h-  CiCf ,       Oias  -4-  6j6j -♦-  C|Cs 

ai(i«H-6|6«-f-c,f„  ài-^bl-k-cly  0^03  h- ^Â  h- CsC» 

OiGz  -f-  bibz  -♦-  C1C3 ,         a^Qz  -¥■  6463  -♦-  C4C3 ,  dj  -♦-  6î  -f-  Cj 


a,     6|     0 

0 

a.     fc,    0 

0 

—  i     0    «, 

P. 

0— 1    «, 

15. 

\ 
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Exercices.  1.  Démontrer  que 


1  a  0* 
i  6  6* 


«a  «I  <i 
h  «t  <s 


sachant^que  «,  =  a»  -i-  6*  -♦-  .... 

2.  Si  a^  6o  ^1»  ^29  ^i»  ^2'  ^39  ^39  ^3  ^^^^  1^3  cosinus  des  angles 
que  trois  droites,  issues  d'un  même  point,  forment  avec  trois  axes 
rectangulaires,  et  si  X,  |x,  v,  sont  les  angles  que  ces  droites  font 
entre  elles,  on  a 

[a6cp.=  1  — cos* X  —  cos*A«  —  cos*y  h-  2cos  i  cos^ccosy. 


CHAPITRE  III.—  APPLICATIONS. 

I 
ÉUMlNATlOIf. 

t€.  Résultante  de  n  équations  linéaires.  Considérons  le  sys- 
tème: 

CiiXi  -I-  aipîj  -H  ...  -#-  ai^x„=  0, 


««1*1  -»-  ««ia?i-t-  -  +  o„„îr„=  0, 
ou  le  suivant,  qui  est  équivalent, six,- +  jrMy,i==0,m=(n—l)  - 


««lyi  -*-  «»«yi  +••'-*-  ''««y« =ff„ 
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On  a,  diaprés  les  propriétés  des'mineurs  : 

fliiAu  -*-  ««iAi„  -*-  -  -*-  a^iKn  «=  ^. 


«l«Ai„  -*-  Hi^in  ' 


'  -«-  «»„A„„  «  R. 


Multiplions  la  première  équation  de  Fun  ou  de  l'autre!  système 
par  Ainy  la  deuxième  par  Asny  •••>  la  n'^'^'par  Ann>  et  ajoutons  les 
résultats.  Il  viendra 

Rx,  =  0, 
ou 

R  =  0. 

Donc  la  résultante  de  n  équations  linéaires  y  homogènes ,  est  le 
déterminant  f  égalé  à  zéro,  des  coefficients  des  inconnuesy  et  des 
termes  tout  connus,  si  les  équations  ne  sont  pas  homogènes. 

Remarques.  I.  D'après  les  propriétés  des  mineurs ,  les  équa- 
tions données  sont  véritiées,  quand  R  =  0,  si  l'on  suppose   . 

X,  :  X,  : ...  :  x„=  A„  :  A»  : ...  :  A|„  =  A»,  :  An  :  —  :  A,„=  etc.  ; 

An  ^      A|j  ^      ^       Aj^ 
Au       Au        '       A,, 


yiîy»;- 


y^  =-  —  :-  —  :...: --^=etc. 


Ces  égalités  prouvent  que  les  mineurs  des  éléments  correspon- 
dants des  lignes  (et  des  colonnes),  d'un  déterminant  nul,  sont 
proportionnels. 

II.  Soit  Ai«»=s  A2A=^.**==Attn='0;  et,  par  suite,  R  identi- 
quement nul.  Dans  ce  cas,  Xn  =  0.  On  peut  supprimer  cette 
inconnue  des  équations,  et  Tune  des  équations.  En  effet,  en  mul- 
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tipliant  celles-ci  par  Ai,*,  Asi,...,  Â„|-,  et  ajoutant  les  résultats, 
on  trouve  Téquation  identique  Rxi  =  0.  L'une  des  équations,  la 
fiièm»  par  exemple,  est  donc  une  conséquence  des  autres;  de  sorte 
que  le  système  se  réduit  à  (n —  1)  équations  homogènes,  entre 
(n  —  1)  inconnues. 

Applications.  I.  Pour  que  Téquation 

C  =  ax'  -4-  6y*  -4-  c  -♦-  2/y  -*-  2^»  -4-  2Axy  =  0 

représente  deux  droites,  le  centre  du  lieu  déterminé  par  cette 
équation  doit  être  sur  ce  lieu.  Le  centre  est  donné  par  les  rela- 
tions 

axH- Ay-4-sf==0, {{) 

hx-k-by  -^  f=0, (2) 

Retranchons  les  équations  (1),  (2),  multipliées  respectivement 
par  X  et  par  y,  de  C  =  0.  Il  viendra 

jx  -I-  /y  -♦-  c  ==  0 (3) 

L'élimination  de  x,  y,  entre  les  équations  (1),  (2),  (3)  donne 


D  = 


a  h  g 
h  b  f 
g    f  c 


=  abc  -i-  2/gf A  —  a/^  —  63*  —  cA»  =  0. 


Réciproquement,  si  le  discriminant  D  de  G  est  nul,  on  a  les 
équations  (1),  (2),  (3). 

IL  Pour  que  la  droite  représentée  par  P  =  ux  -f-  t?y  -+- 1  =  0 
soit  tangente  à  G,  le  coefficient  angulaire  de  P  doit  être  égal  à 
celui  de  la  tangente,  et  le  point  de  contact  doit  èlre  sur  P  et 
sur  G.  Ges  conditions  donnent,  X  étant  une.  auxiliaire, 

ax  -^hy  -^  g      Ax-4-6y-*-/'     Jx-f-^-nc 
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Éliminant  a?,  y,  >,  enirc  ces  équations  et  P  =  0,  on  trouve 


a  h  g  u 

h  b  /'  V 

9  f  c  \ 

u  V  \  0 


=  0. 


Exercices.  1.  Trouver  Téquation  d'une  droite  passant  par  deux 
points;  d'un  cercle  passant  par  trois  points;  d'une  parabole  dont 
Taxe  a  une  direction  donnée  et  passant  par  trois  points;  d'une 
conique  passant  par  cinq. points  ;  d'une  cubique  passant  par  neuf 
points,  etc. 

2.  Trouver  la  condition  1*  pour  qu'une  surface  du  second 
degré  se  réduise  à  un  cône;  2**  pour  qu'elle  soit  touchée  par  un 
plan  ayant  pour  équation  ux-hvy  -hwz-^l  =0, 

97.  Résultante  de  deux  équations  quelconques.  Méthode  de 
Cauchy.  Il  suffira  de  considérer  le  cas  de  deux  équations  du  troi- 
sième degré,  que  nous  écrirons,  comme  il  suit,  sous  trois  formes 
différentes  : 

—  a,x'  =  a,x*  -I-  a»*  -4-  a^,     6,x'  -i-  63X  -1-  64  =  — biOc', 

—  (aix'  H-  flTjx')  =  OsX  -f-  a*,     ôjX  -h  64= — (6(X'  -♦-  6,x'), 

—  (fllX'  -H  OjX*  -4-  QiX)  =  «4,       64=  — (6iX'  -H  6jX*  -4-  63X). 

Multipliant  membre  à  membre  les  équations  correspondantes, 
nous  trouverons  trois  équations  du  second  degré;  l'élimination 
de  x2,x,  entre  celles-ci,  d'après  la  méthode  du  n"*  précédent, 
comme  si  x^,x,  étaient  des  inconnues  indépendantes,  donne  la 
résultante  : 

{aA)  {afiz)  (0,64) 

(aifej)     {aJu)  -^  (0,63)     (aA) 
(0,64)  (0,64)  (0564) 

Si  6i|  =  0,  c'est-à-dire,  si  les  deux  équations  ne  sont  pas  de 
même  degré,  les  calculs  se  font  de  même. 
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Les  valeurs  de  ofi^x^x'^y  sont  proportionnelles  aux  mineurs 
correspondant  aux  éléments  d'une  ligne  quelconque  des  élé- 
ments de  la  résultante.  De  là,  le  moyen  de  trouver  la  racine 
commune  à  deux  équations  données,  si  les  quantités  a,  b  sont 
constantes,  la  valeur  de  x  correspondant  à  une  valeur  de  y,  si  a 
et  b  sont  des  fonctions  de  y. 

La  méthode  de  Cauchy  est,  en  pratique,  d'une  application 
facile,  si  Ton  forme  d'avance  les  déterminants  qui  entrent  dans 
la  résultante. 

Cas  particulier.  Soit  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations  : 

a:'-f-px*H- ^x -f- r  =  0,    y  =  Cl -♦- 6|X -♦- f ix'  .    .    (i) 

Multiplions  la  seconde  par  x,  et  substituons-y  la  valeur  de  x^, 
tirée  de  la  première,  puis  opérons  de  même  sur  Téqualion  trou- 
vée. Il  viendra  : 

xy  =  ^  Cif  H-  (ai  —  Ci7)x  -4-  (6|  —  Cip)x'  =  Oj  -f-  6,x  -♦-  Cjx'  .  (î) 
x*y  es  —  f,r  -4»  (a,  —  c^)x  +  (fc|  —  ftp)x*  ==  as  -4-  ôsX  -♦-  c^x'   .    (3) 

L'élimination  de  x,  x',  entre  les  équations  (1),(2),(3),  donne  la 
résultante  : 


a,  —  y      6|  Cl 

(h      bt  —  y      c, 


(y»  +  Py'  +  Qy+R)  =  o    .    (4) 


Cette  méthode  de  transformation  est  applicable  à  une  équation 
de  degré  quelconque.  Dans  le  cas  particulier  traité  ici,  on 
peut  disposer  de  a,  6,  c,  de  manière  à  avoir  P  «=  0,  Q  =»  0;  ce 
qui  permet  de  trouver  y.  On  en  déduit  x,  en  remarquant  que  1, 
X,  x',  sont  proportionnels  aux  mineurs  correspondant  aux  élé- 
ments des  diverses  lignes  du  déterminant  (4). 

Exercices.  1.  Résoudre  Téquation  du  quatrième  degré,  en  la 
ramenant  à  une  équation  bicarrée,  au  moyen  d'une  substitution 

cubique. 
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2.  Éliminer  x  entre  une  équation  de  degré  n  en  se  et  la  relation 
y  r=^,  Fx  et /"x  étant  des  fonctions  entières,  de  degré  quel- 
conque. Le  degré  de  la  résultante  en  y  est  n. 


II 

RÉSOLUTION   DES   ÉQUATIONS   LINÉAIRES. 

tS.  Équations  linéaires  non  homogènes.  Considérons  le  sys- 
tème suivant,  où  n  =  (mn- 1  )  : 

auyi  -^  ci„y,  -*-..-*-  a,„y^  =  a,„,  .     .    .     .    (1 ,) 
flHj/i  ■♦-  a^yt  -+-  -  -♦-  ûb^y^  =  a,„ ,  ....    (1,) 


Posons  R  =  (a|fa22.«.  OmmX  et  supposons  que  ce  détermi- 
nant ne  soit  pas  nul.  Appelons  ÂiA  le  mineur  correspondant  à 
un  élément  a,&.  Multiplions  les  équations  (1),  d'abord  par  A^n, 
A^),...,  Ami,  et  ajoutons  les  résultats;  puis^  par  X2U  A229.-9  Ams, 
et  ajoutons  encore  les  résultats;  et  ainsi  de  suite.  Nous  trouve- 
rons les  relations 

Ry,  =  R,,    Ry,  =  R„     ..,    Ry^  =  R«, 

en  appelant  R^ ,  R2,  .,.>  Rm  >  les  déterminants  obtenus  en  rem- 
plaçant les  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième, ...,  de  la 
fi^iime  colonne  de  R,par  les  seconds  membres  des  équations  don- 
nées. On  déduit,  des  relations  précédentes  : 

Ri  Rt  R|n 

yi=^i  y»=^>  •••>  ym=]^   ....  (2) 

Gomme  Gauss  Ta  remarqué,  nous  devons  vérifier  ces  valeurs. 
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Si  nous  les  substituons  dans  les  équations  données,  il  vient  : 

a„R,  -^  a„R,  4- ...  -*-  a^jL^  —  o,„R  =  0,    .    •    (5.) 
«liRi  +  fl«R«  H H  aj^R«  —  a,,R  «  0,    .    .   (3,) 


Ces  équations  sont  identiques.  En  effet,  le  premier  membre 
de  (3^),  par  exemple,  est  égal  (au  signe  prés,  si  «  est  impair), 
au  déterminant  suivant,  qui  a  deux  lignes  et  deux  colonnes  iden- 
tiques, et,  par  suite,  est  nul  : 


«!«       «In 


«ml     0««     •       •       •       <*mm     «m» 

On  vérifie,  de  même,  que  les  autres  égalités  (3)  sont  identiques. 

Remarques.  I.  Si  R  =  0 ,  on  pose  x,-  -4-  y   x»  «=»  0,  et  Ton 
ajoute,  par  la  pensée,  au  système  transformé,  une  équation 

o„ia:i  -*-  a„«a?«  ■*-  •••  -*-  On«^„  =  0, 

telle  que  le  déterminant  (a^na^...ann)  soit  nul.  On  retombe 
ainsi  sur  le  système  homogène  étudié  plus  haut.  Cette  trans- 
formation peut  servir,  d*ailleurs,  même  dans  le  cas  où  R  n'est 
pas  nul. 

II.  Le  système 


flimt*,  -4-  a,„i/,  + ...  +  o^«w««a„^, 


est  tel  que 
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Application.  Soient  (x^y^jf  (^i^O»  (^sj/a)»  ^^  coordonnées  des 
points  ¥y  Dy  E,  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  ont  pour 
équations  : 

CiX  -♦-  6iy  -H  C|  =  0 ,    cft* -♦-  6^  4-  Ct  =  0,    OjX  ■♦-  6sy  -♦-  c»  =  0. 

Posons  r  =  (a|6jC5),  et  appelons  A^,  B|9...yCs»  les  mineurs  der. 
On  aura  : 


—  c„  6, 

Oit  —  Ct 

—  Cj,  6s 

A. 

ai,  — Ci 

B«. 

a„  6, 

0»,      6. 

~c/ 

Oj>  frj 

«j,      6» 

«=*« 

'•"=€,' 

A, 

B.            B, 

On  conclut  de  là  que  les  sommets  ont  pour  équations  tangen- 
tielles  : 

A|ii  -♦-  B|V  -♦-  C|  =  0,  AaU  +  BaV  -4-  C,=  0,  AgU  -♦-  BjV  -♦-  C,  =  Q , 

et  que  le  double  de  Taire  du  triangle  est,  en  valeur  absolue. 


A.  B, 

A.  B,   I 

Cs  Ci 

A,  B, 


i 

CiCjCs 


A.  B,  C, 
Aa  Bs  Ca 
A,  B,  Cs 


CiGiCs 


Exercices.  1  •  Trouver  le  volume  d'un  tétraèdre,  les  équations 
des  quatre  faces  étant  données. 

2.  Trouver  les  formules  de  transformation  des  coordonnées 
trilinéaires,  ponctuelles  ou  tangentielles,  en  coordonnées  carté- 
siennes, les  équations  du  triangle  de  référence  étant  données. 

3.  Démontrer  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants, 
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par  la  considération  des  deux  systèmes  d^équations  : 

On  résout  le  système  en  j/,  puis  celui  en  x;  on  élimine  les  y, 
on  résout  le  système  résultant,  et  Ton  compare  les  valeurs  trou- 
vées pour  les  Xy  dans  ces  deux  cas.  P.  MAifsi05. 


SUR  UNE  QUESTION  DE  MAXIMUM, 
APPELÉE  PROBLÈME  I^HUYGENS. 


1.  Si  deux  quantités  positives,  x=r — z  et  y,  ont  un  produit 
constant  r%  leur  somme 


ZH ==2r-*- 


r  —  z  r —  z 

est  la  plus  petite  possible  pour  2=0,  c'est-à-dire  quand  !t=y^=r. 
Si  Ton  considère  un  nombre  quelconque  de  quantités,  quatre, 
par  exemple,  dont  le  produit  xyzu  soit  égal  à  une  constante  p, 
leur  somme 

Sissx-^y  +  z  +  ti 

est  la  plus  petite  possible,  quand  elles  sont  égales.  En  effet,  tant 
que  deux  de  ces  quantités  sont  inégales,  on  peut  diminuer  la 
somme  S^  en  les  remplaçant  Tune  et  Tautre  par  la  racine  carrée 
de  leur  produit. 

De  ces  principes  connus,  on  déduit,  comme  on  va  le  voir,  la 
solution  d*une  question  célèbre,  appelée  problème  (tHuygens. 
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9.  Les  sommes 

Ss  =ar  xyz  -f-  xyu  -t-  «zu  H-  yztt 

des  produits  deux  à  deux»  (rois  à  (rois,  de  ces  quatre  quan(i(és, 
se  composent  de  termes  qui,  multipliés  entre  eux,  donnent  le 
produit  constant  p^.  Ces  sommes  sont  donc  les  plus  petites  pos- 
sibles, lorsque  ces  termes  sont  égaux;  ce  qui  arrive  quand 

S.  Le  produit 

p  «  (i  -H  rr)  (1  -f-  y)(i  +  z){i  -h  u), 
égala 

4  +  S|  H-  Sj  -4-  S5  -♦-  p, 

a  aussi  sa  valeur  la  plus  petite,  quand 

x  =  y  =  z  =  t/; 
parce  que  les  sommes  S^^  82»  S3  ont  alors  leur  valeur  minima. 
4.  L^expression 

H,  «"^^ 


(a  +  Xj  (X  -♦-  Y)  (Y  ^  Z)  (Z  +  x) 


dans  laquelle  a  et  b  sont  constants,  X,  Y,  Z  variables,  peut 
s'écrire 

La  plus  grande  valeur  de  H,  ou  la  plus  petite  valeur  du  déno- 
minateur de  la  dernière  expression,  correspond  à 

X_Y      Z_x 
â^x'^Y~z'' 
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car  le  produit 

X    Y  Z    6_x 
ô'  X*Y*Z""o 

est  constant. 

5.  Ce  qui  précède  peut  évidemment  s*étendre  à  autant  de 
variables  qu'on  le  veut.  On  est  conduit  à  chercher  le  maximum 
d'une  expression  analogue  à  H  et  contenant  n  variables,  en  trai- 
tant la  question  suivante  ;  «  Soient  tant  de  corps  que  Ton  vou* 
dra^  parfaitement  élastiques  et  rangés  en  ligne  droite  :  le  premier 
vient  frapper  le  second  avec  une  vitesse  donnée;  le  deuxième, 
avec  la  vitesse  communiquée  par  le  premier,  choque  le  troisième; 
celui-ci,  avec  sa  vitesse  acquise,  choque  le  quatrième;  et  ainsi  de 
suite.  Les  masses  a  et  b  du  premier  et  du  dernier  étant  données, 
trouver  celles  que  doivent  avoir  les  corps  intermédiaires  pour  que 
le  dernier  reçoive  la  plus  grande  vitesse  possible  ». 

M.  PicAHT  a  traité  assez  longuement  cette  question,  appelée 
problème  d'Huygens,  au  moyen  du  Calcul  différentiel  (Nouv. 
Ann.  de  Math.  1874,  pp.  212-219).  Les  Géomètres  (Huygens, 
Lagrange,  etc.),  qui  Font  résolue  antérieurement,  dit-il,  ont 
démontré  que  Ton  avait  vraiment  affaire  a  un  maximum  de  H, 
seulement  dans  le  cas  de  trois  corps  ou  d'une  seule  variable.  On 
voit  que  l'Algèbre  élémentaire  conduit  à  une  solution  complète 
et  très-simple  de  cette  question. 

Janvier  1875.  P.  Mansion. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question.  18. 

Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  tiautetirs  du 
triangle  dont  les  sommets  sont  les  points  de  contact  du  cercle 
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inscrit  à  ABC,  a  pour  mesure 


T  étant  l'aire  du  triangle  ABC,  et  a,  b,  c,  les  longueurs  des  trois 
côtés.  (E.  Hain.) 

Soient  I  le  centre,  et  M,  N,  P  les  points  de  contact  du  cercle 
inscrit  au  triangle  ABC  ;  soient  Q,  R,  S  les  pieds  des  hauteurs 
du  triangle  MNP,  et  H  leur  point  d'intersection;  soient  enfin 
Q',  R',  S'  les  points  de  rencontre  des  prolongements  de  ces  hau- 
teurs avec  la  circonférence  MNP. 

Les  hauteurs  du  triangle  MNP  sont  les  bissectrices  des  trian- 
gles QRS,  Q'R'S'i  donc  les  arcs  RM,  S'M  sont  égaux,  et  le 
rayon  IM  est  perpendiculaire  à  R'S'.  Les  angles  R'PR,  RPH  étant 
égaux,  R  est  le  milieu  de  HR'.  De  même,  S  est  le  milieu  de  HS'; 
donc  RS  est  parallèle  à  R'S'  et  BC.  Pour  la  même  raison,  QR, 
QS  sont,  respectivement,  parallèles  à  AB,  AC.  Les  triangles  ABC, 
QRS  sont  donc  semblables,  et  leurs  aires  T,  T'  sont  proportion- 
nelles aux  carrés  des  rayons  des  cercles  circonscrits.  Le  premier 
rayon  égale  ~  ;  le  second,  moitié  de  IM,  égale  ^ — î — .  Con- 
séquemment  : 


d'où 

""o«6V(o-+-6-4-c)«* 

Remarque.  Le  triangle  MNP  est  moyen  proportionnel  entre 
ABC  et  QRS. 

En  effet,  les  angles  PIN,  BAC  étant  supplémentaires,  on  a 

mP       INxlP  . 
T   ~  AB  X  AG' 

d^'où,  en  désignant  par  r  le  rayon  du  cercle  MNP  : 

INP  =  T^- 

oc 

I.  i5 
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De  mémey 

IPM  =  tÎ^,     IMN  — TÎÎ.; 
ca  ab 

puis 

MNP= T  -!-— — i  =  .  /  ^    .  n. 

abc  a6c(a-4-0+c) 

Ledbnt^ 

professeur  à  l'école  industrielle  et  Utténire  de  Verriers. 


Question  Ad. 

Remarques  sur  la  solution  de  M,  Philippin  (p.  143),  par 
M.  Saltel.  I.  Le  problème  peut  être  traité  uniquement  par  la 
Géométrie,  si  Ton  a  égard  au  théorème  suivant,  démontré  dans  le 
Mémoire  sur  le  principe  arguesien  (paragraphe  V  du  chapitre 
des  coniques)  (**)  : 

Pour  déterminer  les  directions  des  axes  de  deux  paraboka  qui 
passent  par  quatre  points  donnés;  menezy  par  un  point  arbiti-uire 
Py  des  parallèles  aux  côtés  opposés  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  points.  Les  rayons  doubles  du  faisceau  en  involulion^ 
déterminé  par  ces  quatre  droites,  sont  les  directions  demandées. 
Ce  théorème  eonduit  naturellement  à  cette  construction  (p.  143): 

Par  le  point  C,  menez  deux  droites  faisant  entre  elles  un  angle 
égala  l'angle  donné, ^;  considérez-les  camme  rayons  doubles  d'un 
faisceau  en  involution.  Dans  ce  faisceau,  prenez  les  rayons  homo- 
logues à  CB ,  CA^  et  menez,  par  les  points  A,  ii,  des  parallèles  à 


(*)  M.  Barzin  nous  a  envoyé  une  solution  de  cette  question,  basée  sur  ces 
deux  propositions  connues  :  i^  Les  droites  QR,  RS,  SQ  sont  anti-paralIèlcs 
à  MN,  NP,  PN  j  S*"  Le  cercle  circonscrit  à  QRS  est  le  cercle  des  neuf  points 
du  triangle  MNP. 

(**)  Mémoires  in-8<>  de  V Académie  de  Belgique,  t  XXIU. 
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ces  nouveaux  rayons  :  ces  droites  se  couperont  en  un  point  du 
Heu  (*). 

II.  M.  Philippin  a  fait  observer  que  le  lieu  est  Targuesienne 
d^un  cercle.  Cette  propriété  n'appartient  pas  seulement  à  la 
quarlique  trinodale  en  question.  En  effet  :  toute  quartique  tri" 
nodale,  doîU)lement  tangente  à  la  droite  de  Vinfini,  aux  points 
circulaires j  peut  être  considérée  comme  l'arguesienne  triangulaire 
d'Un  cercle.  Plus  généralement  :  toute  quartique  trinodale,  qui 
passe  par  les  points  circulaires,  est  l'arguesienne  cubique  d'un 
cercle  (**). 

III.  //  est  toujours  possible  de  construire,  avec  la  règle  et  le 
compas,  les  quatre  droites  doublement  tangentes  à  une  quartique 
trinodale.  Ces  droites  sont,  en  effet,  les  arguesiennes  des  coni- 
ques passant  par  les  trois  points  doubles,  et  doublement  tan- 
gentes à  la  conique  arguesienne  de  la  quartique  proposée  (***)• 

Extrait  d'une  lettre  de  M,  Deumlf.  M.  Dcwulf  nous  envoie  la 
même  observation  que  M.Saltel,  touchant  la  construction  géomé- 
trique du  lieu  :  «  Il  est  facile  d'arriver,  par  la  Géométrie,  à  la 
»  construction,  par  points,  de  la  quartique  trinodale  de  la  Ques- 
»  tion  22  (iV.  C.  M.,  p.  i  43),  et  cette  construction  démontre  le 
9  théorème  énoncé  dans  la  note  de  la  page  152. 

»  Soit  M  un  point  du  lieu  cherché.  Traçons  CA'  parallèle  à 
»  BM  et  CB'  parallèle  à  AM  ;  construisons  les  rayons  doubles  de 
»  Tinvolution  déterminée  par  les  couples  de  rayons  CA,  CA'  et 

>  CB,  CB'.  Ces  rayons  donnent  les  directions  des  axes  des  deux 

>  paraboles  circonscrites  à  ACBM.  Pour  effectuer  la  construction^ 
m  traçons  le  cercle  ACB;  nommons  A',  B'  ses  intersections  avec 
»  les  rayons  CA',CB';  tirons  A  A',  BB':  ces  droites  se  coupent 


(*)  La  traduction  algébrique  de  celle  construction  conduit,  très-facilc<- 
ment,  à  l'cquation  cartésienne  du  lieu. 

(**)  Mémoire  cité  :  Note  sur  Vhypocyclotde  à  trois  rebroutiements, 
(***)  Mémoire  cité:  paragraphe  VllI. 
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»  en  S.  Menons  les  tangentes  ST,  ST'  à  la  circonférence  :  TCT' 
»  est  Tangle  cberclié. 

»  Soit  0  le  centre  de  la  circonférence  AGB  : 

»  TCT'  c=  i  TOT'  =  i  (tt  —  TST'). 

»  Donc»  si  TCT'  doit  être  constant,  le  point  S  parcourt  une  cir- 
»  conférence  concentrique  à  la  circonférence  AGB. 

»  Vos  lecteurs  trouveront  facilement  tout  le  parti  que  Ton  peut 
»  tirer  de  cette  manière  d'envisager  la  question,  qui  n'est  qu'une 
»  simple  application  des  numéros  i6âel  170  des  Éléments  de 
»  Géométrie  projective,  de  M.  Cremona  (*).  » 

Voici  quelques  questions,  analogues  à  la  Question  22,  qui  nous 
ont  été  envoyées  par  M.  Dewulf. 

1.  On  donne  trois  droites  iixes  a,  b,  c,  et  un  point  M.  Il  existe 
deux  paraboles  tangentes  à  a,  6,  c  et  passant  par  M.  Quel  lieu 
doit  parcourir  le  point  M,  pour  que  les  axes  des  deux  paraboles, 
ou  les  paraboles  elles-mêmes,  se  coupent  sous  un  angle  constant? 

2.  On  donne  deux  droites  fixes,  a,  b  et  un  point  fixe  M.  On 
donne  aussi  une  droite  G.  Quelle  doit  être  l'enveloppe  de  G  pour 
que  les  deux  paraboles  tangentes  à  a,  b,  G,  et  passant  par  M,  se 
coupent  en  ce  point  sous  un  angle  constant,  ou  que  les  axes  de 
ces  paraboles  se  coupent  sous  un  angle  constant? 


Question  34* 


Soient  A,  B,  G,  D,  quatre  points  d'une  même  circonférence. 
Démontrer  que  les  centres  des  cercles  inscrits  aux  triangles  ABC, 
ABD,  BGD,  ABD  sont  les  sommets  d'un  rectangle. 


(*)  Cet  ouvrage  vient  d'être  traduit  par  M.  Dewulf.  Nous  espérons  pouvoir 
en  rendre  compte.  (E.  C.) 
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Ce  curieux  théorème  a  été  démontré  par  MM.  Maurice  Gabart, 
Seron,  P.  S.;  Michez  et  Debacker,  élèves  à  l*Athénée  de  Mons  ; 
Van  Aubely  Derousseaux^  Brocard.  Les  solutions  de  MM.  Cabart, 
Michez  et  Debacker  sont  surtout  remarquables.  Nous  les  résu- 
mons ainsi  : 

Lemme  I.  E,  F,  6,  H  étant  les  milieux  des  arcs  consécutifs 
AEB,  BFG,  GGD,  DHA;  les  cordes  EG,  FH  se  coupent  ortho- 
gonalement. 

Lemme  IL  ABG  étant  un  triangle  inscrit,  soient  A^  B^  G'  les 


milieux  des  arcs  consécutifs  BA'G»  GB'A,  AG'B;  et  soit  I  le 
point  où  se  coupent  les  bissectrices  AA',  BB',  GG'.  Ce  point  l, 
centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABG»  est  en  même  temps 
Vintersection  commune  des  circonférences  décrites  des  points  A^B', 
G'  comme  centres,  avec  A'B=A'G,  B'G=B'A,  G'A=G'B  pour 
rayons. 

Démontrons»  par  exemple,  que  A'I=A'B.  Dans  le  triangle 
AlB,  laiigle  I  a  pour  mesure 

i(arcA'B  -♦-  arcAB'); 
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Tangle  B  a  pour  ooesare 

{  (arc  A'C  +  arc  CV)  =  { (are  A'B  -i-  arc  AV). 

Ainsi,  les  angles  I,  B  sont  égaux;  donc  A'I  =  A'B;  etc.  (*). 

Au  moyen  de  ces  deux  lemmes,  la  démonstration  du  théorème 
ne  présente  plus  aucune  difficulté. 

En  effet,  les  centres  M,  N,  des  cercles  inscrits  aux  triangles 
ABC,  ABD,  sont  situés  sur  la  circonférence  BMNA,  qui  a  E  pour 
centre;  donc  la  base  MN  du  triangle  ùoscile  MEN  est  perpendi- 
culaire à  la  bissectrice  EG  de  Tangle  DEC;  etc.  C*). 

Rehabqce.  Si  I  on  prend  pour  unité  le  rayon  du  cercle  donné, 
et  que  Ton  représente  par  2a,  2^,  2y,  2i)  les  arcs  AEB,  BFC, 
CGD,  DIlA,on  trouve: 

liN=4sin's  n-.     MQ^isin^sinî- 
2       2^  22 

Par  conséquent,  i^aire  du  rectangle  est 


16  sin  -sin  --  sin  -sin  -  • 
2       2        2       2 


(E.C.) 


Question  37. 


Le  nombre  d^années  nécessaires  pour  qu'une  somme  d'argent, 
placée  à  intérêt  composé,  à  t.  "/.  par  an,  soit  doublée,  est  égal,  à 


(*)  Il  résulte ,  du  second  Lerome,  que  les  cardes  A'B',  B'C,  CA  sant^  res- 
pectivement,  perperuUculairei  aux  milieux  des  droites  Cl,  AI,  Bf. 

(**)  M.  Derousseaux  fait  observer  que  les  côtés  du  rectangle  MNPQ  sont 
parallèles  (ou  perpendicnlaires)  aux  bissectrices  des  angles  formées  par  les 
diagonales  du  quadrilatère  ABCD. 
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3  jours  prèSf  au  quotient  de  69,315  par  i,  atigmenté  de  0,346, 
I  tCétant  pas  supérieur  a  12  (*).  (F.  Thomai!.) 

Voici,  sauf  quelques   légères  modifications,  la  solution   do 
M.  P.  S. 
La  formule  connue  donne  réfjuation 


(-4)'- 


:2. 

V         100/ 

Il  en  résulte 

1.2  0,693147  180- 


"(-IT'    '• 


OU 


100      2.1 0<)»       3.100» 
69,314  718... 


^V       20O'*'30  00O       "7 
ou,  à  fort  peu  près, 

69£i5r  ^_i._/_j !_Wln- 

I      L        200       \30000      40000/    J^  " 


c'est-à-dire. 


69.31»      „,.„       «.69,315 
a;  =  — ^■  0,346  — 


t  120000 

Si  t  ne  surpasse  pas  i%  le  troisième  terme  est  inférieur  à 
•L^=.  0,007.  Or,  7  millièmes  d'année  font  2;,»55.  Donc,  si 
l'on  prend  x  =  -2j — h  0,346,  Terreur  que  Ton  commet  est 
inférieure  à  3  jours,  conformément  à  la  formule  énoncée  (***). 


(*)  M.  Van  Âubcl  nous  a  aussi  envoyé  une  solution  de  cette  question. 

(**)  Ici,  à  un  raisonnement  qui  n'est  pas  très-clair,  nous  substituons  le 
développement  en  série.  (E.  C.) 

(***)  D*après  M.  Bertrand,  Fédor  Thoman,  calculateur  extraordinaire, 
mort  beaucoup  trop  tôt,  était  un  très-grand  personnage  Itnssc,  obligé  de 
changer  de  nom.  (E.  G.) 
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Question  44. 

fi  étant  une  quantité  positive  quelconque, 

"^r      i      ^      i 1-1=1 2. 

sLA«-*-2n — !       f* -h  2»       fA-f-nJ 

(R  C). 

M.  le  capitaine  Laisant  et  M.  le  capitaine  de  Tilly  nous  ont 
envoyé  les  deux  démonstrations  suivantes,  également  remar- 
qunblesy  mais  très-différenles  de  forme,  comme  le  lecteur  en 
jugera. 

Démonstration  de  M.  Laisant.  «  En  substituant  à  n  une  série 
»  de  valeurs,  1,  2,  3, ...  p,  on  reconnaît  immédiatement  que  le 
»  premier  membre  prend  la  forme 

lim  -H --*-    ••  H -—   (p  =  oo).     (1) 

LfA  -H  p  +  I       f*  +  p  -4-  2  p  4-  2pJ  '^ 

»  Je  dis  tout  d'abord  que  cette  limite  est  indépendante  de  (i. 
»  Soit  en  effet  ;/  une  autre  quantité  positive.  La  différence  entre 
»  le  polynôme  écrit  dans  les  parenthèses  et  le  suivant 


p'  -4-  p  -4-  !       ft'  H-  p  -♦-  2  f*'  -♦-  2p 

»  sera 


''-"■'t 


I 


p  4-  1  )(fi'  4-  p  -^  2)  (ac  4-  2p)(p'-«-  2p)J 

(f*  -4-p-l-  i)(A<'-4-p-*-2)' 


»  et  la  limite  du  second  membre  est  zéro,  pour  p  =  oo  . 

»  Nous  pouvons  donc  considérer,  an  lieu  de  (1),  l'expression 
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>  plus  simple  : 

>  obtenue  en  faisant  fx  ss  0.  L*expression  entre  parenthèses  peut 
»  s'écrire 

/il  I  \        /2      2  2  \ 

\l       2  2/ï/       Va      4  2p/ 

»  en  sorte  que  la  limite  cherchée  est 

>  Remarque.  Le  théorème  subsiste  encore  lorsque  fx  <  0,  et 
»  il  est  même  applicable  à  toute  valeur  finie  de  fx,  réelle  ou 
■  imaginaire  ('**).  » 


n  lim  (— L  4-  -1-  -h  ...  ■♦-  ^]  =1.2. 

\p-4-l       pH-2  2i>/ 

(Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  tome  XVII ,  p.  434).         (E.  C.) 
('*)  On  a  identiquement, 


1           i 

i 

1         1 

1 

H -*... 

>■  ^  —   ^a  I 

.  ....  — 

n  +  1        7H.2 

2n 

2  ■*"  3 

2n 

(iVb/e  sur  une  formule  de  M,  Botesu,  Bulletins  de  F  Académie  de  Belgique 
1872).  (E.  C.) 

Ç**)  Si  t^  est  entier  négatif,  deux  termes  de  la  série  proposée  deviennent 
infinis.  L'assertion  de  M.  L.  parait  donc  un  peu  hasardée.  On  va  voir  que 
M.  De  Tilly  la  justiflc.  (E.  C.) 
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Démonstration  de  M.  De  Tilly.  «  On  a  d*abord,  identiquement  : 

»  car,  iciy  les  trois  séries, correspondant  aux  trois  termes  entre 
B  les  crochets,sonl  séparément  convergentes,  et  l'on  peut  ranger 
»  les  termes  de  la  somme  2,  de  manière  qu'ils  se  réduisent  deux 
.  à  deux  C). 

»  Multipliant  par  dfi  et  intégrant  entre  0  et  fx,  on  trouve  : 

il,  1  f*  -H  2n  —  i  ^  pt  -*-  2»      p  H- 1  ) 

_fl-! ±\ 

_,_'•'.. ._l.s. 

2      5      4 
»  ...  ma  démonstration  est  indépendante  du  signe  de  fi.  En 


(*)  La  troisième  série,  convergente  si  i^  est  positif,  a  tous  $e$  terma  de 
même  signe.  On  peut  donc  les  grouper  dans  an  ordre  arbitraire,  et  en  parti- 
culier, dans  celoi-ci  : 

_  _i i 1 

(M-M)«       (M+3)«       (Ai-f-5)« 

1  1  1 


(E.C.) 
(**)  L'équation  (J)  est  la  dérivée  de 

Le  second  membre  de  celle-ci  étant  indépendant  de  M  »  il  en  est  de  ménie 
pour  le  premier  membre.  On  peut  donc,  sans  altérer  la  somme  eherdiée, 
prendre  jus^Oj  etc.  (E.  C.) 
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»  d'autres  termes,  on  a  cette  seconde  série 

>  En  ajoutant  les  deux  séries  trouvées,  on  a  : 

£  \  p«_  (2n  -  iy      p«  -  (2n)*      ,i«-  nM 

»  ce  qui,  étant  une  idenrité,  au  même  titre  que  la  formule  (1), 
»  ...  confirme  tout  ce  qui  précède... 

>  Dans  le  cas  particulier  où  fx  est  enrier,  deux  termes  de  la 
»  série  (2)  deviennent  infinis.  L'un  correspond  à  n«=iu;  Taulre 
»  à  n  =  I  ou  ^^—-^ ,  selon  que  jx  est  pair  ou  impair.  La  somme 
•  algébrique  de  ces  deux  termes  infinis  {*)  converge  d'ailleurs 

>  vers  une  quantité  finie,  pendant  que  {ji  converge  lui-même  vers 

>  la  valeur  entière.  II  n'y  a  donc  point  là  une  véritable  exc^tton; 
»  mais,  à  la  rigueur,  il  faut  écrire  (pour  le  cas  où  fA  est  pair,  par 
»  exemple)  : 

»  le  terme  général  des  trois  séries  étant  le  même  que  dans 
.l'équation  (2)  (**).. 


(*)  Plus  exactement:  !a  somme  algê>rique^  des  deux  termes  qui  deviennent 
infinis,  converge..»  (€•  C.) 

I  (**}  Si ,  dans  le  termegcnéral,  on  fait  n  ^  |,  n  ss  a,  on  trouve 

I  111 


I  ^"2 


I  M-2«^-l        M~2a        M— «* 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


4ft.  Sur  les  segments  AC^BC,  d*une  droite  AB,  et  sur  la  droile 
AB  elle-même,  on  construit  des  triangles  équilatéraux,  ayaut 
respectivement  AC,BC,AB  pour  côtés,  et  situés,  les  deux  pre- 
miers, d'un  cô(é  de  AB,  le  troisième,  de  Tautre  côté,  i"  Les  cen- 
tres de  gravité  M,  L,  N  de  ces  trois  triangles  sont  les  sommets 
d'un  triangle  équilatéral  ;  ^  le  centre  de  gravité  de  ce  triangle 
est  sur  la  ligne  AB;  3**  les  côtés  LM,  MN,  NL  rencontrcni,  res- 
pectivement, les  trois  côtés  des  premiers  triangles  qui  alioutissenl 
en  C,en  A,  en  B,en  des  points  (C|,Cj,C5)(Ai,A2,A3)(B,,B^,B5)- 
Ceux  de  ces  neuf  points  qui  appartiennent  à  un  même  triangle 
primitif,  c'est-à-dire  (A|,B^,C,),  (AjjBj.Cj),  (A5,B2,C5),  sont  en 
ligne  droite;  4""  les  trois  droites  ainsi  obtenues  forment  un 
triangle  équilatéral  PQR,  dont  les  côtés  sont  perpendiculaires  à 
ceux  du  triangle  LMN.  5""  Le  centre  de  gravité  de  PQR  est  situé 
sur  AB  (*). 


quantités  dont  la  somme  est 

1  I  J 1_ 


Pour  0c  a:  M,  cette  somme  devient 


,__î__l_!=„_.'^-' 


etc.  (E.  C.) 

(')  Le  premier  de  ces  théorèmes  nous  a  été  communiqué  par  i.  Dsioos- 
SEAUX,  élève  de  première  année  à  l'École  normale  des  sciences  (1871)- 
{Noie  de  la  Rédaction.) 
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4#.  La  conique,  réprésentée  par 

A„a*  -I-  Bnfi'  -4-  Ajjr*  -»-  SA^ap  -v  2An^  -♦•  2Asir«  =-  0 , 

renconire  les  côtés  du  triangle  de  référence  en  six  points  tels, 
que  les  droites  qui  les  joignent  aux  sommets  opposés  du  triangle 
sont  tangentes  à  une  seconde  conique.  Trouver  Téquation  de 
cette  conique.  (Hesse.) 

47.  Les  droites  qui  joignent  les  sommets  d'un  triangle  ABC,  à 
deux  points  quelconques  M,  N,  rencontrent  les  côtés  opposés 
en  six  points  situés  sur  une  même  conique.  Trouver  Téqua- 
tion  de  cette  conique,  en  fonction  des  coordonnées  des  points 
M,  N. 

4S.  La  conique  dont  Téquation  est 

divise  barmoniquemcnt  les  diagonales  du  quadrilatère  complet 
représenté  par  a^yd  =  0. 

49.  Trois  plans  parallèles,  coupant  deux  droites  quelconque^ 
aux  points  (A,À'),  (B,B'),  (C,G') ,  on  a  : 


AA'*  BB^  ce* 


=  *; 


AB.AC       BC.BA       CA.CB 

k  éiant  une  camtantBy  indépendante  de  laposUion  des  points  A  jBf  C. 

(J.  N.) 

M.  Soient  ABCD  un  tétraèdre  quelconque,  M  un  point  quel- 
conque de  Taréte  CD;  démontrer  la  formule 

ÂBH'.CD'— 
ÂBC*.  râ*  •*•  ÂBD*- CM*— 2Â6C .  ÂBD  .  DM .  CM  eos  CÂBD: 

(J.  N.) 
•1.  Les  quatre  coniques  circonscrites  à  un  triangle  donné 
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ABC,  et  dont  un  foyer  est  le  point  donné  F»  se  coupent,  deux  à 

deux,  en  six  nouveaux  points  Dis»  D^j,  Démontrer  que 

chacune  des  trois  coniques  ayant  pour  foyer  le  point  F,  pour 
directrice  Tun  des  côtés  du  triangle  ABC,  et  passant  par  le 
sommet  opposé  de  ce  triangle,  contient  deux  des  points  D. 

(J.  N.) 
ftt.  Théorème.  ABC...  étant  un  polygone  de  n  côtés,  inscrit  à 
un  cercle  dont  le  centre  est  R;  soient  G  le  centre  de  gravité  du 
système  des  points  A,  B,  C,  ...,  et  O  un  point  pris  sur  la  circon- 
férence qui  a  pour  diamètre  GR.  La  puissance  du  point  0,  par 
rapport  au  cercle  R,  a  pour  expression 

i(ÔÂ'-♦-ÔB•^-OC'^-..) 
n 

Laisant, 

capitaine  du  génie,  à  Tlemcen. 

M.  Théorème.  Le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  puissances, 
par  rapport  h  n  circonférences  données,  est  constante,  est  une 
circonférence.  (Laisant.) 

êé.  Trouver  le  lieu  d*un  point  M  tel,  que  la  somme  de  ses 
puissances,  par  rapport  à  n  circonférences  données,  croisse 
proportionnellement  :  1"^  aux  accroissements  des  arcs  de  la 
courbe  parcourue  par  M  ;  2"  aux  accroissements  des  carrés  des 
mêmes  arcs.  (Laisant.) 

êê.  Soit  AOB  un  angle  donné,  coupé  par  deux  transversales 
AB,  A'B',  parallèles  à  une  direction  fixe,  de  telle  sorte  que  Taire 
du  trapèze  ABA'B'  soit  constante.  Démontrer  que  les  lieux  des 
milieux  des  diagonales  AB',  A'B  sont  deux  hyperboles  conju- 
guées. (Laisant.) 

fte.  Le  lieu  des  foyers  des  paraboles  conjuguées  à  un  triangle 
est  la  circonférence  des  neuf  points.  (Cambibr.) 

$7.  Construire  un  triangle  rcctiligne  dont  on  donne  les  trois 
bissectrices  intérieures.  H.  Brocard, 

capitaine  du  génie,  à  Alger. 
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n.  Résoudre»  en  nombres  entiers»  Téquation 


(H.  Brocard.) 

M.  On  donne,  dans  un  plan»  deux  points  fixes»  0»  A.  Du 
point  A»  on  mène  une  droite  quelconque  AB»  sur  laquelle  le 
point  0  se  projette  en  B.  On  joint  le  point  B  au  milieu  C  de  OA, 
cl  Ton  mène  BB'  perpendiculaire  à  BC  :  le  point  0  se  projette 
en  B'»  sur  BB'.  On  joint  le  point  B'  au  miieu  C'de  OB;  et  ainsi 
de  suite.  Le  lieu  des  points  B,  et  Tenveloppe  des  droites  AB» 
BB'» ...  sont  des  spirales  équiangles. 

De  ce  théorème»  on  déduit  une  propriété  des  podaires  succes- 
sives d^une  courbe  plane»  et  la  propriété  de  la  spirale  équiangle 
d'être»  à  elle-même»  sa  podaire.  (H.  Brocard.) 

60.  On  sait  que  Téquation  générale  du  cinquième  degré» 

x"-*- AiX*^  AtX'-4- AaX'+ A4X -H  Ab— 0,  .     .     .     (I) 

peut  être  ramenée  à  la  forme 

y'-»-py-^9  =  0n (2) 

La  transformation  exige  la  résolution  d'une  seule  équation  du 
troisième  degré.  La  proposée  pouvant  admettre  cinq,  racines 
réelles»  et  la  transformée  n'en  pouvant  admettre  que  trois»  au 
plus»  on  demande  ce  que  doivent  devenir  deux  des  racines  de  la 
proposée.  (H.  B.) 

m»  Les  hauteurs  d'un  triangle  ABC  rencontrent  la  circonfé- 
rence circonscrite»  en  des  points  A',  B'»  C\  respectivement 
opposés  aux  sommets  A»  B»  C.  Soient  c»  a,  6»  les  points  où  les 
cordes  A'B'»  B'C»  C'A'  rencontrent»  respectivement»  les  côtés 
AB,  BC»  CA.  Démontrer  que  ces  trois  points  sont  en  ligne 
droite.  (H.  B.) 


(*}  Ce  beau  théorème  est  dû  0  M.  Jerrard,  Géomètre  anglais.  (E.  C.) 
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6t.  On  donne  trois  circonférences  ayant  même  *axe  radical 
01.  On  les  coupe  par  une  quatrième  circonférence.  Soient  A,  A'; 
B,  B';  C,  C  les  couples  de  points  ainsi  obtenus.  Démontrer  que 
les  cordes  A  A',  BB',  CC  se  rencontrent  en  un  même  point  de  01. 

(H.  B.) 

6S.  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires,  OX,  OY»  et  une 
droite  AB,  qui  les  rencontre  aux  points  A,  B  ;  on  projette  le 
point  0  en  C,  sur  AB,  et  Ton  contruit,  avec  des  parallèles  aux 
axes,  menées  par  A,  B,  G,  les  projections  F,  G  de  G,  sur  les  axes, 
et  les  gradins  BDG,  GEA. 

1*  Le  coefficient  angulaire  de  DE  est  le  cube  du  coefficient 
angulaire  de  BA  ; 

2""  Les  droites  FG,  BA,  DE  se  rencontrent  en  un^méme 
point; 

S""  Quel  est  le  lieu  de  ce  point,  lorsque  la  dislance  GO  reste 
constante?  (H.  B.) 

64.  Étant  donnée  la  relation 


y\/  ''    =g    «(«-i/«»-îf«) , 

calculer  g.  (H.  B.) 

65.  1^  Méthode  pour  ranger  un  carré  quelconque  en  carré 
magique. 

^  Question  du  carré  22^,  qui  reste  planétaire  si  Ton  enlève 
trois  enceintes,  puis  encore  deux  à  la  même  condition  (sic),  puis 
encore  une  seule  à  la  même  condition. 

S""  Nombre  de  solutions  qui  peuvent  arriver  à  chaque  carré. 

(Fermât)  (*). 


(*)  Cet  énoncé,  très-obscur,  m*C8l  communiqué  par  M.  de  Tilljr,  qui  Ta 
copie  exactement.  J'ignore  si,  en  effet,  le  problème  a  été  proposé  par  Fer- 
mat.  Euler,  et  beaucoup  d'autres  Géomètres,  se  sont  occupés  des  carrés  ma- 
giques, sur  lesquels  Frénicle  a  composé  un  Traité  complet.         (E.  C.) 
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66.  Si,  (Inns  le  triangle  ABC,  on  mène  la  bisseetriee  AD,  puis 
que  du  point  D,  où  elle  rencontre  BG,  on  élève  EDF  perpendi- 
culaire à  AD,  et  coupant  les  autres  côtés  en  Ë,  F,  on  aura 

A—  *     JL 
ae""âb'*"âc' 

MiCHEZ, 

élève  de  l'Athénée  de  Mons. 


ESQUISSES  BIOGRAPHIQUES. 


II 

0.  Hesse. 


Otto  Hesse,  né  le  22  avril  1811,  mort  le  4  août  1874,  fut  Tun 
des  disciples  les  plus  distingués  de  Jacobi.  Successivement  pro- 
fesseur à  Kônigsberg,  Halle,  Heidelberg  et  Munich,  il  contribua 
beaucoup  à  propager  la  connaissance  des  méthodes  de  la  Géo- 
métrie analytique  moderne,  tant  par  son  enseignement  que  par 
son  principal  ouvrage  :  Vorlesungen  Mer  analytische  Géométrie 
des  Baumes. 

Parmi  ses  travaux,  qui  sont  tous  des  modèles  d*élégance 
mathématique,  il  faut  citer  :  l""  la  détermimation  du  huitième 
point  commun  à  trois  surfaces  du  second  ordre;  2''  la  détermi- 
nation des  points  d'inflexion  des  cubiques,  qui  a  été  Torigine  des 
recherches  d*Aronhold  sur  les  formes  algébriques  ;  S"*  ses 
recherches  sur  les  bitangentes  des  quartiques.  Presque  tous  les 
écrits  de  Hesse  ont  été  publiés  dans  le  Journal  de  Crelle  (Bor- 
CHARDT,  Journal  de  Crelle,  U  LXXIX,  pp.   345-347). 

(P.  M.) 
I.  16 
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B.   TORTOLINI. 

Barnabe  Tortolini  est  né  à  Rome,  le  19  novembre  1808. 
Après  avoir  fait  de  brillantes  études  dans  sa  ville  natale ,  il 
embrassa  Tétat  ecclésiastique;  puis  devint,  successivement,  pro* 
Tesseur  de  Physique  mathématique,  de  Mécanique  et  de  Calcul 
infinitésimal,  à  TUniversité  de  Rome.  Ses  nombreux  travaux 
mathématiques,  principalement  sur  la  théorie  des  intégrales 
elliptiques,  le  firent  nommer  membre,  associé  ou  correspondant 
des  Académies  de  Rome,  Naples,  Bologne,  Modène,  Upsal,  etc. 
H  est  mort  le  24  août  1874. 

Il  a  rendu  le  plus  grand  service  aux  mathématiciens  italiens 
par  la  fondation  du  recueil  connu,  de  ce  côté-<^i  des  Alpes,  sous 
le  nom  d'Annales  de  Tortolini  (Annali  di  scienze  matetnatkhe  e 
fîsiche,  1850-1857;  Annali  di  matemalica  pura  ed  applicaia, 
1858-1865).  La  liste  complète  de  tous  les  écrits  de  Tortolini,  au 
nombre  de  110,  se  trouve  à  la  fin  de  la  Notice  à  laquelle  nous 
empruntons  les  détails  qui  précèdent  (voir  Dioaio,  Intomo  alla 
vita  ed  ai  lavori  di  monsignor  D.  Bamaba  Tortolini.  Estratto 
dagli  AttideirAcadcmiapontificia  de'Nuovi  Lincei.  Anno  XXVIII. 
Sessione  I«  del  20  Die.  1874, 14  p.  in-4')  (*).         (P.  M.) 


(')  B.  Tortolini  applaudit  h  mes  premiers  essais,  et  me  témoigna  con- 
stamment une  grande  bienveillance.  Quelques  mois  avant  sa  mort,  frappe  de 
paralysie,  il  me  fit  écrire,  par  son  secrétaire,  une  affectueuse  lettre,  accom- 
pagnée de  sa  photographie.  J'ai  le  regret  de  n'avoir  pas  connu  personnelle- 
ment ce  remarquable  Géomètre ,  qui  devait  être  un  excellent  homme. 

(E.  C.) 
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Les  numéros  de  juillet  à  décembre  1874,  du  BuUettino  di 
bibliografia  et  di  sloria  délie  scienze  matematiche  e  fisiche,  de 
M.  B.  Boneompagni,  conliennent,  outre  la  lisle  des  publications 
récentes,  les  écrits  suivants  : 

1"  Un  Mémoire  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Andalo  di  Negro 
et  de  quelques  autres  cosmographes  génois ,  par  G.  de  Simoni, 
avec  un  catalogue  des  écrits  de  Andalo  di  Negro,  par  B.  Bon- 
compagni  (pp.  313-376).  Andalo  di  Negro,  né  vers  1360,  mort 
en  1440,  appartenait  à  une  famille  célèbre  de  Gènes,  qu'il  illus- 
tra encore  par  ses  connaissances  astronomiques  et  par  les  progrés 
qu'il  fit  faire  à  la  Géographie.  Il  voyagea  beaucoup,  fut  poète  et 
peut-être  helléniste.  Boccace  raconte  que  c'est  Andalo  di  Negro 
qui  lui  a  appris  TAstronomie.  Le  catalogue  des  écrits  du  savant 
génois,  dont  le  plus  grand  nombre  se  rapporte  à  l'astrolabe,  a 
été  fait,  avec  beaucoup  de  soin,  par  M.  Boncompagni.  Trois  de 
ces  écrits  ont  été  publiés  en  1475,  dans  un  volume  très-rare;  les 
douze  autres  sont  inédits.  M.  Boncompagni  fait  connaître  les 
Bibliothèques,  publiques  ou  privées,  où  l'on  peut  trouver  cette 
édition  de  1475  et  les  manuscrits. 

2®  Un  Mémoire  de  F.  Jacoli  sur  deux  écrits  de  Raffaele  Gtial- 
teroti  de  Florence,  touchant  une  étoile  nouvelle  qui  apparut  en 
1604,  avec  des  lettres  inédites  de  ce  contemporain  de  Galilée 
(pp.  377-405).  Ce  mémoire  contient  beaucoup  de  particularités 
curieuses  sur  les  idées  astronomiques  de  l'époque. 
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S""  Une  Notice  historique  sur  les  fractions  continues,  depuis  le 
Xin*  siècle  jusqu'au  XVII%  par  A.  Favaro,  professeur  à  TUni* 
versité  de  Padoue  (pp.  451-502, 533-589).  Cet  écrit,  qui  est  très- 
intéressant,  se  trouvait  entre  les  mains  de  M.  Boncompagni 
avant  la  notice  analogue  de  S.  Gunther  (Bullettino,  1874,  pp.213- 
354).  Une  notice  de  celui-ci,  sur  deux  méthodes  d'approxima- 
tion des  quantités  irrationnelles,  se  trouve  à  la  suite  de  Tarticle 
de  Favaro  (pp.  590-596).  (P.  M.) 
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SUR  LES  POLYGONES  aRCONSCRITS  A  UNE  CONIQUE  ; 

par  M.  J.  Neuberg,  professeur  à  l'Âthénéc  de  Bruges. 


L'une  dos  plus  belles  propositions  sur  les  coniques,  qui  est 
aussi  Tune  des  plus  difficiles  à  démontrer  par  les  moyens  ordi- 
naires de  la  Géométrie  analytique ,  est,  sans  contredit,  la  sui- 
vante, due  à  Poncelet  : 

Quand  un  polygone  est  à  la  fois  inscrit  à  une  conique  et  cir- 
conscrit à  une  autre  conique,  il  existe  une  infinité  de  polygones 
jouissant  des  mêmes  propriétés. 

Elle  peut  être  considérée  comme  un  cas  particulier  de  celle-ci  : 

Quand  une  courbe  d'ordre  n  —  1  contient  les  °^°^'  sommets 
d'un  polygone  complet  de  n  côtés,  tous  tangents  à  une  même 
conique,  elle  est  circonscrite,  de  la  même  manière,  à  une  infinité 
d'autres  polygones  de  n  côtés,  formés  avec  d'autres  tangentes  à  la 
même  conique. 

Ce  théorème  général  a  été  démontré,  d'une  manière  fort 
simple,  par  M.  Dabboox  (*)  et  par  M.  Em.  WEyR(**). 


(*)  G.  Darboux,  Sur  une  classe  remarquable  de  courhes  elde  surfaces  algé- 
briques, et  sur  la  théorie  des  imctginaires.  Paris,  Gauthicr-Villars ,  i875. 

Les  parties  de.  cet  ouvrage  que  nous  aualysons  ici ,  sont  rarliclc  38,  p.  99, 
et  la  note  II,  p.  i85. 

(")  Eh.  Wbtr,  Sur  les  involulions  des  degrés  supérieurs.  Article  inséré  au 
JouRNAi.  DE  Crbllb-Dorcbardt,  t  LXXII,  pp.  S85-29â. 

IL  i 
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La  présente  Note  a  pour  but  de  faire  connaître  ceux  des  travaux 
de  ces  Géomètres  qui  se  rapportent  aux  polygones  circonscrits  à 
une  même  conique ,  pourvu  qu'ils  rentrent  dans  le  programme 
de  la  Nouvelle  Correspondance  Mathématique  (*)• 


SUR  LES  COORDONNÉES  (p,  f>,)  DE  DARBOUX. 

t.  Considérons  une  conique  fondamentale  K ,  représentée  par 
réquation 

K  =  p'  — «r=0, 

dans  laquelle  a,  P,  y  sont  des  coordonnées  trilinéaires  (distances 
d'un  point  aux  trois  côtés  d'un  triangle  de  référence  ABC,  mul- 
tipliées par  des  constantes)  ;  ou,  si  l'on  veut,  des  fonctions  linéaires 
des  coordonnées  cartésiennes  (x  »  y). 

Un  point  quelconque  de  cette  conique  peut  être  défini  par  les 
équations  (**). 

a^inp,     r«~, (I) 

m 

où  le  paramètre  m  a  une  valeur  quelconque. 

Nous  convenons  de  désigner,  par  une  même  lettre ,  un  point 
de  la  courbe  K ,  son  paramètre  et  la  tangente  en  ce  point. 

%.  Au.  moyen  des  relations  (1),  on  trouve  facilement  que  les 
paramètres  des  points  où  une  sécante,  représentée  par 

Aa  -f-  B(3  -^  Cr  =  0, 


(*)  Ainsi,  nous  ne  nous  occuperons  pas  des  applications  intéressantes,  que 
faitM.Darboux,  des  coordonnées  {p,  Pi\  aux  fonctions  elliptiques  et  aux  fooe- 
tions  ultra-elliptiques. 

(**)  Les  équations  (I)  expriment  que  laconique  K  peut  être  engendrée  par 
l'intersection  des  rayons  homologues  de  deux  faisceaux  homograpfiiquês  qui 
ont  leurs  sommets  respectivement  en  C  et  k,  (Cbasles,  Sections  coniques, 
n«»  6  et  8.) 
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(3) 

rencontre  la  conique  fondamentale,  sont  déterminés  par  Téqua- 
lion 

Am'-*-Bm  -|.C  =  0. 

Soient  p,  pi  ces  paramètres;  on  aura 

B  G 

A  A 

et  réquation  de  la  sécante  pourra  s'écrire  (*) 

«  — (/»-^/>i)p-^p/»ir  =  0 (2) 

Si  les  points  p,  pi  coïncident,  la  droite,  qui  devient  tangente, 
peut  être  représentée  par 

«  — 2pP-*-pV  =  0 (3) 

S.  Désignons  maintenant  par  p,  pi  les  paramètres  des  points 
de  contact  des  tangentes  menées ,  par  le  point  M  (a,  p,  y),  à  la 
courbe  K;  comme  ils  vérifient  Téquation  (3),  on  a 

a  _  p 

PPi        i  (p  -♦-  Pi)  ""     ' 

P=' ,     Pi^' S 

r  r 

Nous  allons  considérer  les  quantités  p,  pi  comme  étant  des 
coordonnées  du  point  M,  d'une  nature  spéciale.  Chaque  point  du 
plan  de  la  conique  fondamentale  est  alors  déterminé  par  les  para- 
mètres des  deux  tangentes  menées,  de  ce  point,  à  la  conique. 
Suivant  qu'un  point  est  extérieur  ou  intérieur  à  cette  courbe,  ses 
coordonnées  (p,  pi)  sont  réelles  ou  imaginaires  conjuguées  ;  pour 
tout  point  situé  sur  la  courbe ,  on  a  p=pi. 


(*)  Si  Ton  considère  le  point  («,  |3,  y)  comme  fixe,  Téquation  (3)  exprime 
qa'iine  sécante,  qui  tourne  autour  d'un  point  fixe,  détermine,  eur  la  conique  K, 
des  divisions  en  involutùm.  (Ghaslbs,  Sections  coniques,  n?  226.) 
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4.  Les  formules  (i)  servent  à  passer  des  coordonnées  trili- 
néaircs  aux  nouvelles  coordonnées;  ainsi,  Téquation  homogène 
/■(a,  (3,  y)  =  0  conduit  à  l'équation  symétrique  fl  ppu  ^"ï^  >  *  )=0. 
En  général,  une  courbe  d'ordre  n  est  représentée  par  une  équa- 
tion syméu*ique ,  du  degré  n  par  rapport  à  chacune  des  varia- 
bles p,  p|. 

Une  tangente  h  la  conique  K  est  représentée  par  Tune  ou 
l'autre  des  équations 

P  =  Oy    />i  =  a. 

L'équation  à  une  variable,  du  degré  n,  représente  un  système 
de  n  tangentes  à  la  conique  fondamentale,  ou  un  polygone  cir- 
conscrit, de  n  côlés; 

Une  droite  quelconque  est  représentée  par  l'équation  symé- 
trique, du  premier  degré  (*), 

Appi  -f-  B  (/5  -4-  Pi)  -f-  C  =  0. 

Par  la  substitution  (4),  l'équation  de  K  se  réduit  à 

(p-pO"  =  o, 

résultat  facile  à  prévoir. 
L'équation  d'une  conique  doublement  tangente  à  K  est  de  la 

forme 

K  «=  (Aa  ^  Bp  -4-  Cr)\ 

Dans  le  nouveau  système  de  coordonnées ,  elle  devient 
(p  -  Pi)'  =  (2 App,  -*-  Bp  +  Bp.  +  2C)«; 
ou,  en  extrayant  la  racine  carrée , 

crppi  -*-  6p  -H  cpi  -*-  d  =  0. 


(*)  Cette  équation  exprime  que  !e$  points  de  conlacl  des  couples  de  fait- 
génies  qu'on  peut  mener,  des  différents  points  d'une  droite,  à  la  coittgue  K,/br- 
ment  sur  celle-ci  uneinvolution;  propriété  qui  ne  diffère  pas  essentieHemeoi 
de  celle  qui  est  énoncée  dans  la  note  de  la  page  3. 
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Ainsi,  l'équation  non  symétrique,  du  premier  degré  (*),  repré- 
sente une  eonique  doublement  tangente  à  la  conique  fondamen- 
tale. Les  points  de  contact  des  deux  courbes  sont  déterminés  par 
réquation 

o/>'  -4-  (6  -v  c)  jD  -*-  d  =5  0. 

Si  ces  points  sont  les  sommets  A,  G  du  triangle  de  référencé, 
réquation  de  la  conique  prend  la  forme  très-simple 

p  -^  api  =  0. 

L'équation  d'une  conique  quelconque  peut  s'écrire 

Af>VÎ-*- 2Bppj(p H- /»,) -V C(/»^ /»i)'-*-2CVp4 -*.  2D(p H-p,) h- E  =  0, 

ou 

f>;(Ap«  -f-  2Bp  -hC)  -h  2[B|t)«-*-  (C+  C>  -*-  D]  />,  +  C/»« -h  2D/»  4-  E=0. 

Les  paramètres  des  points  où  se  coupent  cette  courbe  et  la 
conique  K,  résultent  de  l'équation  précédente,  lorsqu'on  y  fait 
Pi  =  p;  par  suite,  ils  sont  racines  de 

\p*  -♦-  4Bp'  +  2  (2C  .*-  C)  p^  -4-  4D/,  -t-  E  =  0. 

Les  tangentes  communes  aux  deux  courbes  sont  déterminées 
par  la  condition  qu'à  une  même  valeur  de  p  correspondent  deux 


(*)  Oo  peut  coDsidérer  cette  équation  comme  la  traduction  analytique  du 
théorème  suivant:  5t  le  sommet  d'un  angle  circMiscrit  à  une  conique  glisse  sur 
une  seconde  conique  doublement  tangente  à  la  première,  les  points  de  content 
des  deux  côtés  de  tangle  forment  deux  divisions  homographiques,  (Chaslbs, 
Sections  coniques,  n<>  475.) 
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valeurs  égales  de  pi  ;  leurs  paramètres  satisfont  donc  à  Téqua- 
tion  O 

cp*  —  2dp^  -*-  (2c'  +  c)f>'  —  26/)  4-  a  =  0, 

où  a,  by...  sont  les  mineurs,  correspondant  aux  éléments  A,  B,..., 

du  déterminant 

ABC 

B    C    D 

C   D    E 

5.  Considérons  maintenant  une  eourbe  C,  déterminée  par  une 
équation  algébrique  en  p,  pi  : 

fiP.pù^O (6) 

I.  Supposons  d'abord  que  la  fonction  /*,  non  symétrique ,  soit 
du  degré  n  en  p  et  du  degré  n^  en  pi;  Tordre  de  la  courbe  C  est 
n+ n|.  En  effet,  les  points  où  une  tangente  a  à  la  conique  K  ren- 
contre la  courbe  G,  sont  déterminés  par 

P  =  a,    /•(a,pO=0, (7) 

ou  par 

Pi=a,    /•(p,a)=0.; (7*^) 

ce  qui  donne  n  +  ni  systèmes  de  valeurs  de  p,  pi. 
Par  la  substitution  (5),  l'équation  (6)  prend  la  forme 

P«-Q«K«0; (8) 

P  et  Q  étant  des  fonctions  entières  de  a,  p,  y.  Donc  Téquation  non 
symétrique  en  p,  pi  représente  une  courbe  qui  touche  la  conique 
fondamentale  en  tous  les  points  où  elle  la  rencontre,  et  qui  a  un 


(*)  Si  Ton  désigne  par  F  {p)  le  premier  membre  de  cette  équation,  Tcqua- 
tioD  différentielle  de  la  courbe  peut  prendre  la  forme 

-^--4-— ^i— =  0 

et  celle-ci  convient  encore  à  toutes  les  coniques  qui  sont  inscrites  à  un  mémo 
quadrilatère,  circonscrit  h  la  courbe  K. 
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certain  nombre  de  points  doubles  (à  Tintersection  des  lieux  repré- 
sentés par  P=  0,  Q=0). 

Par  exemple,  réquation  non  symétrique  du  second  degré  repré- 
sente une  courbe  du  quatrième  ordre,  qui  touche  la  conique  K 
en  quatre  points,  et  qui  a  au  moins  deux  points  doubles  (*). 

II.  Supposons  maintenant  Téquation  (6)  symétrique,  et  du 
degré  n  par  rapport  à  chaque  variable.  Les  systèmes  d'équa- 
tions (7)  et  (T***)  donnent  les  mêmes  solutions;  donc  la  courbe  C 
est  de  Tordre  n. 

^.  Les  coordonnées  p,  p|  se  prêtent,  d'une  manière  très- 
simple,  à  la  résolution  de  toutes  les  questions  concernant  les 
polygones  circonscrits  aux  coniques. 


(')  Les  explications  précédentes,  que  nous  empruntons,  presque  textuelle- 
ment, à  Touvrage  de  M.  Darboux  (p.  204),  nous  paraissent  incomplètes;  car 
réquation  (8)  est  toujours  de  degré  pair,  ein-hn^  peut  être  un  nombre 
impair.  Le  raisonnement  suivant  est  peut-être  préférable. 

Pour  trouver  réquation  en  <x,  i3,  r,  équivalente  à  Téquation  non  symé- 
trique (6),  on  peut  partir  de  réquation  symétrique 

fiP,Pihf(Pi.p)  =  0 (9) 

et  faire,  dans  le  produit  effectué  des  facteurs  du  premier  membre,  la  substi- 
tution (i\  On  voit  facilement  que  réquation  résultante  est  du  degré  n-hn^, 
par  rapport  aux  coordonnées  triiinéaires. 

Les  points  d'intersection  des  courbes  C  et  K  sont  déterminés  par  réqua- 
tion f{py  P)=0;  réquation  (9)  montre  que  ces  points  doivent  être  comptés 
chacun  pour  deux  points  d'intersection ,  ou  qu'ils  sont  des  points  de  contact 
des  deux  courbes. 

Les  points  doubles  de  C  sont  donnés  par  les  solutions  communes  aux  sys- 
tèmes d^équations  (7)  et  (7^");  c'est-à-dire  que  les  coordonnées  sont  racines 
de  réquation  qui  résulte  de  l'élimination  de  p^  entre  les  équations 

Remarquons  cependant  que  l'équation  résultante  renferme  le  facteur 
étranger  f{9,  P). 
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Soit  y  par  exemple ,  à  trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  P 
cl*un  triangle  MNP  circonscrit  à  la  conique  K,  et  dont  les  som- 
mets M 9  N  parcourent  une  seconde  conique,  représentée  par 
réquation  /"(p,  pi)=0. 

Désignons  par  p,  pop^  les  paramétres  des  points  de  contact  de 
NP,  PM,  MN;  les  coordonnées  des  points  M,  N,  P  seront  (pi,  pj), 
(Pi'  p)'  (p>  Pi)'  ^^  ^  ^^^  équations  de  condition 

/•(/»..  ft)=«0,    /•(p,p.)  =  0, 

entre  lesquelles  il  faut  éliminer  p^.  Elles  sont 

Af>î  -t-  Bp,  -H  C  =  0,    AVÎ  4-  B'p,  -*-  C'  =  0; 

A,  B,  C  étant  des  fonctions  du  second  degré,  en  p,;  A',  B',  C 
les  fonctions  semblables  de  p;  donc  le  résultat  de  Télimination 
de  P)  est 

(AC  -  A'O'  -*-  (BA'  —  B'A)  (BC  —  B'C)  =  0. 

En  supprimant  le  facteur  (p — p,)*,  on  a  une  équation  symé- 
trique,  du  second  degré;  par  conséquent,  le  point  P  décrit  une 
conique. 

Supposons  encore  que  deux  sommets  d'un  triangle  circonscrit 
à  la  conique  K  soient  assujettis  à  se  mouvoir  sur  des  droites  ou 
sur  des  coniques  doublement  tangentes  à  K.  On  aura  Téquation 
du  lieu  décrit  par  le  troisième  sommet  en  éliminant  p^  entre  deux 

équations 

Apft  H-Bp   -t-C/ïj-H-D    =0, 

ce  lieu  est  une  conique  doublement  tangente  à  K. 

7.  En  général,  on  peut  définir  un  point  variable  d'un^ 
conique  K,  par  un  seul  paramètre,  de  la  manière  suivante. 
Soient  a=0,  (3  =  0  les  équations  des  côtés  d'un  angle  inscrit  à 
la  courbe;  la  droite  représentée  par  Téquation  a=mj3  rencontre 
la  conique  en  un  point  M,  autre  que  le  sommet  de  Tangle.  La 
quantité  m  est  le  paramètre  du  point  M. 
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Chaque  tangente  à  la  conique  K  peut  être  considérée  comme 
déterminée  par  le  paramètre  de  son  point  de  contact. 

Un  point,  non  situé  sur  la  courbe  K ,  est  défini  par  les  para- 
métres des  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point.  Ces 
paramétres  sont  les  coordonnées  du  point. 

Une  droite  est  déterminée  par  les  paramètres  des  points  où  elle 
rencontre  K.  Ces  paramètres  constituent  un  système  de  coordon- 
nées tangentielles. 

Toute  équation  entre  deux  variables  est  susceptible  de  deux 
interprétations  : 

I.  Elle  représente  le  lieu  des  points  d'intersection  des  couples 
de  tangentes  dont  les  paramètres  sont  une  solution  de  Téquation. 

II.  Elle  représente  Fenveloppe  des  cordes  dont  les  extrémités 
ont  pour  paramètres  une  solution  de  l'équation. 

Les  deux  courbes  ainsi  obtenues  sont  polaires  réciproques  par 
rapport  à  la  conique  K. 

(La  suite  prochainement.) 


NOTE  SUR  L'ESSAI  POUR  LES  CONIQUES; 

par  M.  Le  Paige,  docteur  en  Mathématiques. 


Dans  ce  petit  écrit  de  Pascal,  seul  reste,  avec  la  lettre  de 
Leibniz  à  Përier,  d'un  ouvrage  complet  sur  les  Coniques,  se 
trouvent  plusieurs  propositions  qui  se  rattachent  aux  théories 
modernes. 

On  n*y  signale,  ordinairement,  que  le  fameux  Théorème  sur 
rhexagone  inscrit  et  le  Théorème  de  Desargues  sur  Finvolution 
dans  un  quadrilatère  inscrit  à  une  conique. 

M.  Chasies  dit  aussi,  en  parlant  de  la  proposition  connue  sous 
le  nom  de  Théorème  de  Ptoléméc  :  «  On  la  trouve  notamment 
dans  le  petit  traité  de  Pascal  intitulé  :  Essai  pour  les  coniques.  » 
(Géom.  sup.,  p.  274.) 
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Cependant  cet  Essai  contient  d'autres  propriétés,  au  moins 
aussi  iniportantes  que  celles  que  nous  venons  de  citer. 

F^a  première  a  rapport  à  cinq  points  d'une  conique.  Pascal 
rénonce  comme.il  suit  : 

«  Si  dans  le  plan  MSQ,  dans  la  section  de  cône  PKV,  sont 
menées  les  droites  AK,  AV,  atteignantes  la  section  de  cône  aux 
points  P,  K,  Q,  V;  et  que  de  deux  de  ces  quatre  points  qui  ne 
sont  point  en  même  droite  avec  le  point  A,  comme  par  les  points  K, 
V,  et  par  deux  points  N  y  0  pris  dans  le  bord  de  la  section,  soient 
menées  quatre  droites  KN,  KO,  VN,  VO,  coupantes  les  droites 

AV,  AP  aux  points  L,  M,  T, 
S  :  je  dis  que  la  raison  com- 
posée des  raisons  de  la  droite 
PxM  à  la  droite  MA,  et  de  la 
droite  AS  à  la  droite  SQ,  est 
la  même  que  la  raison  com- 
posée des  raisons  de  la  droite  PL  à  la  droite  LA,  et  de  la  droite  AT 
à  la  droite  TQ  (*).  »  C'est-à-dire  que 


ou  bien 


MP 

SA   PL 

AT 

MA 

■  SQ  ~  AL 

TQ' 

MP 
MA" 

LP   SQ 
LA  ~  SA  ■ 

TQ 
TA 

Cette  proposition  revient  évidemment  à  celle-ci,  énoncée  par 
M.  Chasies  {Traité  des  sections  coniques^  p.  3)  :  «  Si  de  quatre 
points  d'une  conique  on  mène  des  droites  à  un  cinquième  point 
de  la  courbe  :  le  rapport  anharmonique  de  ces  droites  a  une 
valeur  constante,  quel  que  soit  le  cinquième  point.  * 

Le  théorème  suivant  contient,  comme  le  dit  M.  Chasies,  le 
Théorème  de  Ptolémée,  mais  il  renferme,  de  plus,  une  autre  pro- 
priété que  Ion  trouve  déjà  dans  les  Lemmes  de  Pappus,  relatifs 
aux  Porismes  d'Euclide  (Chasles,  Les  trois  livres  de  Porismes 


(')  OEuvres  complètes  de  Biaise  Pascal,  t.  If,  p*  355.  Hachette,  4858. 
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d'Eudide,  pp.  H  et  87),  et  qui  concerne  la  propriété  projective 
du  rapport  anharinonique  de  quatre  points. 

Cette  proposition  est  telle  :  «  S*il  y  a  trois  droites  DE,  DG,  DH 
que  les  droites  AP,  AR  coupent  aux  points  F,  G,  H,  C,  y,  B,  et 
que  dans  la  droite  DC  soit  déterminé  le  point  E,  la  raison  com- 
posée des  raisons  du  rectangle  de  EF  en  FG  au  rectangle  de  EC 
en  Cy,  et  de  la  droite  A7  à  la  droite  AG,  est  la  même  que  la  com- 
posée des  raisons  du  rectangle  de  EF  en  FH  au  rectangle  de  EC 
en  CB,  et  de  la  droite  AB  à  la  droite  AH;  et  elle  est  aussi  la 
même  que  la  raison  du  rectangle  des  droites  FE,  FD,  au  rcc- 
langle  des  droites  CE,  CD  (*).  » 

On  a  donc 

EF  .  FG  .  Ar   EF  .  FH  .  AB  _  FE  .  FD 
EC  .  Cr  .  AG  ""  EC  .  CB  .  AH  ~"  EC  .  CD* 


Cette  suite  d'égalités  se  réduit  évidemment  à 
Ar    Cr       AG    FG       AB.CD.FH 


=  1; 


AC    CB       AH    FU       AH.CB.FD 

ce  qui  revient  aux  deux  propositions  citées. 

Hais  Pascal  tire,  de  ces  théorèmes,  une  conséquence  impor- 
tante. II  continue  ainsi  : 

«  Partant,  si  par  les  points  E,  D  passe  une  section  de  cône  qui 
coupe  les  droites  AH,  AB  aux  points  P,  K,  R,  5^,  la  raison  com- 
posée des  raisons  du  rectan- 
gle des  droites  EF,  FC,  au 
rectangle  des  droites  EC,Cy, 
et  de  la  droite  yA  à  la  droite 
AG,  sera  la  même  que  la 
composée  des  raisons  du  rec- 
tangle des  droites  FK,  FP, 
au  rectangle  des  droites  CR ,  C%,  et  du  rectangle  des  droites  AR, 
A%,  au  rectangle  des  droites  AK,  AP.  » 


n  OEuvreir,  I.H,p.355. 


1 
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On  a  donc 

EF  .  FG  .  Ar  _  FK  .  FP  .  AR .  A^ 

EC .  Cr  .  AG  ^  CR  .  C%  .  AK .  AP  " 
Si  l'on  observe  que  Ton  a  déjà, 

EF  .  FG  .  Ar  _  FE .  FD 
EC.Cr  .AG""CE.Cd' 

il  vient  immédiatement 

AR .  A%  .  FK  .  FP  .  CE .  CD 


AK.AP.FE.FD.CR.C;^ 


i; 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  le  Théorème  de  Carnot,  appliqué  au 
triangle  AFC. 

Sans  doute,  il  n'est  pas  énoncé  explicitement  dans  YEssai  de 
Pascal;  mais  le  Théorème  de  Ptolémée,  que  M.  Chasles  y  trouve, 
n'est  pas  plus  clairement  exprimé;  et  il  n'est  guère  vraisemblable 
que  Pascal  n'ait  pas  remarqué  cette  conséquence  évidente  des 
égalités  qu'il  avait  écrites. 

On  doit,  à  ce  propos,  se  rappeler  ce  que  Pascal  disait  dans  son 
Traité  des  ordres  numériques  (Propos.  IX  à  XI)  : 

«  Si  on  ne  sait  pas  tourner  les  propositions  à  tous  sens,  et 
qu'on  ne  se  serve  que  du  premier  biais  qu'on  a  envisagé,  on 
n'ira  jamais  bien  loin  :  ce  sont  ces  diverses  routes  qui  ouvrent 
les  conséquences  nouvelles  et  qui,  par  des  énonciations  assorties 
au  sujet,  lient  des  propositions  qui  sembloient  n'avoir  aucun 
rapport  dans  les  termes  où  elles  étoicnt  conçues  d'abord  (*).  » 

Mais  il  est  une  autre  preuve  qui  doit  faire  adopter  cette  manière 
de  voir. 

La  proposition  qui,  dans  VEssai  de  Pascal,  suit  celle  que  nous 
venons  de  citer,  n'est,  en  quelque  sorte,  qu'un  corollaire  du  Théo- 
rème de  Carnot,  appliqué  à  deux  triangles  dont  les  côtés  ren- 
contrent la  conique. 


(*)  OEuvres,  U  II,  p. UZ. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  13  — 

La  place  même  de  celle  proposition,  immédiaiemcnt  après 
celle  dont  nous  parlons,  tendrait  à  prouver  que  Pascal  la  consi- 
dérait comme  une  conséquence  de  ce  théorème. 
La  voici  : 

«  Si  quatre  droites  AC,  AF,  EH,  EL  s'entre-coupent  aux  points 
N,  P,M,  0,  et  qu'une  section  de  cône  coupe  lesdites  droites  aux 

poinu  C,  B,  F,  D,  H,  G,  L, 
K  :  la  raison  composée  des 
raisons  du  rectangle  de  MC 
en  MB,  au  rectangle  des  droi- 
tes FF,  PD,  et  du  rectangle 
des  droites  AD,  AF,  au  rec- 
tangle des  droites  AB,  AC, 
est  la  même  que  la  raison 
composée  des  raisons  du  rec- 
tangle des  droites  ML,  MK, 
au  rectangle  des  droites  PH,  PG,  et  du  rectangle  des  droites  EH, 
EG,  au  rectangle  des  droites  EK,  EL  (*).  » 

On  voit  aisément  qu'appliquant  le  Théorème  de  Carnot,  ou 
plutôt  de  Pascal,  aux  triangles  AMO,  EPO,  et  supprimant  les 
facteurs  communs,  on  obtient  Tégalité  énoncée. 

C'est,  sans  doute,  cette  voie  si  simple  qu'aura  suivie  Pascal;  et 
celte  application  des  théorèmes  précédents  rend  très-probable 
l'hypothèse  que  le  Théorème  de  Carnot  lui  était  connu. 

Note  du  Rédacteur.  Depuis  la  publication  de  Y  Aperçu  histo- 
rique (seconde  édition),  M.  Le  Paige  a  reconnu  que  les  rappro- 
chements signalés  dans  la  Note  précédente,  avaient  déjà  été  faits, 
en  partie,  par  M.  Chasles.  (Voir  l'ouvrage  cité,  p.  74.) 


(•)  OEuwres,  p.  356. 
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DE  LA  TRISECTION  DE  L'ANGLE,  AU  MOYEN  DU  COMPAS; 

par  M.  EDOUARD  LccAS,  professeur  aa  Lycée  de  Moulins. 


Dans  une  lettre  de  Deseartes  au  P.  Mersenne^  en  dale  du 
8  octobre  1629,  on  trouve  le  passage  suivant  :  «  De  diviser  les 
»  cercles  en  27  et  29,  cela  se  peut  mécaniquement,  mais  non 
»  point  géométriquement;  il  est  vrai  qu'il  se  peut  en  27,  par  le 
»  moyen  d'un  cylindre,  encore  que  peu  de  gens  en  puissent 
»  trouver  le  moyen,  mais  non  pas  en  29,  et  si  Ton  m'en  veut 
»  envoyer  la  démonstration ,  j'ose  vous  promettre  de  faire  voir 
»  que  cela  n'est  pas  exact.  »  (Œuvres  de  Descartes,  par  Coijsin, 
t.  VI,  p.  56.) 

La  construction  des  polygones  réguliers  de  9,  27,  81, ...  côtés 
se  déduit  du  principe  suivant,  qui  résout  le  problème  de  la  trisec- 
tion de  l'arc,  par  des  figures  décrites  au  moyen  d'un  compas  à 
branches  courbes,  sur  la  surface  d'un  cylindre  de  révolution. 
Soient,  en  effet,  ABC  la  base  d'un  cylindre  dont  le  rayon  est  égal 
à  l'unité,  A  l'origine  des  arcs,  B  et  G  les  extrémités  de  l'arc 
donné  a  et  de  l'arc  supplémentaire.  Du  point  B  comme  centre, 
on  décrit,  sur  la  surface  du  cylindre,  une  courbe  sphérique  pas- 
sant par  le  point  diamétralement  opposé  au  point  B;  sur  la  géné- 
ratrice passant  par  le  point  G,  on  prend  un  point  D,  dont  l'or- 
donnée est  égale  au  cosinus  de  l'arc  donné;  et,  de  ce  point  D 
comme  centre,  on  décrit,  sur  la  surface  du  cylindre,  une  seconde 
courbe  sphérique  passant  par  le  point  diamétralement  opposé  au 
point  G. 

Ges  deux  courbes  se  coupent  en  quatre  points  dont  les  ordon- 
nées sont  égales  à  2  cos  a  et  aux  trois  valeurs  de  l'expression 
2  cos  ^'^^ y  et  dont  les  projections,  sur  la  circonférence  de  base, 
sont  les  extrémités  de  quatre  arcs  respectivement  égaux  à  27r  —  a 
et  aux  trois  valeurs  cherchées  de  l'expression  ?'^y^. 
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Telle  est,  je  pense,  rinterprétalion  que  Ton  doit  donner  du 
passage  de  Descartes,  rapporté  plus  haut.  La  méthode  employée 
permet  aussi  de  construire  les  racines  des  équations  du  troisième 
et  du  quatrième  degré. 

Vétnfication.  —  Si  Ton  prend,  pour  axe  des  z,  Taxe  du  cylindre, 
et  pour  axe  des  x  le  rayon  passant  par  le  point  A,  les  sphères 
décrites  des  points  B  et  D  sont  représentées  par 

(x  —  r  ces  o)'  -4-  (y  —  r  sin  àf  h-  z'  ==  ir", 

(x  -4-  r  cos  àf  4-  (y  —  r  sin  àf  h-  (z  —  r  cos  àf  =  4r*  4-  r*  cos'  a; 

et  ces  équations  sont  simultanément  vériflées  : 
1**  par 

x=3rcosa,  y^^  —  rsina,  z  =  2rco8a; 

2*  par 

a  -4-  2Air  .    a  -+-  SAtt  ^         a  -f-  SAtt 

x=3rcos »     y=rs\n >     z  =  2rcos 

3^3  3 

D  ailleurs,  ces  quatre  points  sont  dans  le  plan  qui  a  pour  équa- 
tion z  =  2x. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  TRANSFORMATIONS  LINÉAIRES  ('); 

l»ar  M.  P.  Mansiom,  professeur  à  rUnivcrsité  de  Gand. 


I 
PROPRIÉTÉ  FONDAMENTALE. 


1.  Équations  qui  déterminent  la  transformation  (S.  524). 
Les  équations  qui  expriment  la  correspondance  entre  un  point 


(*)  Les  transformations  linéaires  sont  souvent  appelées  homographiques 
en  France,  eollinéaires  en  Allemagne.  Ghaslbs  a  étudié  avec  soin  les  trans- 
formations linéaires,  dans  la  seconde  partie  de  son  célèbre  Mémoire  sur  la 
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M  (x,  y,  z)  de  la  première  figure ,  et  un  point  M'  (x',  y',  z')  de 
la  seconde,  sont  de  la  forme 

a^x  4-  6,y  ■+-  CjZ  _  a^-^h^  -\-  c^      a^  -^  b^y  -*-  c^z 

X'  "~      y'  ■*"  z'  '     ^' 

Posons 

I   «I     fct     Cl 

A  =  I  Os    bi    Cf 


0%    6,    f, 


et 

A  =»  ttiAj  4-  QfXi  -¥■  OjAj  =  6|B,  4-  ôgBi  -♦-  6,B,  =  CjC,  -4-  fgC,  -+-  rjCj. 


On  déduira  9  des  équalions  (1)  ; 


y 


7-  (^-) 


A,a:'  -+-  As^y'  -4-  A^z'       B.x'  -*-  B^'  -i-  B^z'       C,x'  -*-  C^'  -4-  C^ 

Prenons  un  nouveau  triangle  de  référence,  pour  la  première  ou 
la  seconde  figure,  pour  la  seconde,  par  exemple;  soient 

AiX'  -+-  Aty'  -♦-  Ajz'==0, 
B|X'  -^B^'  -^Bj2'=0, 
C|X'-4-Qjy'  H-C,«'=0, 

les  équations  des  côtés  de  ce  nouveau  triangle,  et  (x'",  y'",  z"') 


Dualité  et  l'Homographie,  II  en  donne  la  théorie  générale,  géométrique  et 
analytique,  en  examine  les  cas  particuliers  les  plus  intéressants;  et  en  fait 
Tapplication  aux  coniques  et  aux  surfaces  du  second  ordre.  Saliion  ,  dans  le 
chapitre  XVI  de  ses  Sections  coniques,  a  résumé  les  recherches  de  Cbasles 
relatives  à  ces  courbes,  en  tant  qu'elles  dépendent  de  la  théorie  du  rapport 
anharmonique.  Nous  ne  ferons  nous*méme  ici  qu^abréger,  commenter  ou  tra- 
duire les  premières  pages  du  chapitre  XIII  des /iigher  plane  eûmes  du  même 
auteur. 
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les  coordonnées  du  point  M^  par  rapport  à  ces  côtés.  Elles  seront 
définies  par  les  relations 


x'" 

=  A.x' 

+  A^' 

H- A,?', 

y'" 

=  B,x' 

+  V 

+  B^', 

«'" 

=.C.x' 

-»-C^' 

H-C.Z', 

puisque  x'"  =  0,  y'"  =  0,  z'"  ==  0  sont  les  équations  nouvelles 
des  côtés  du  triangle  en  question. 
Les  équations  (2)  et  (1)  seront  remplacées  par 

^      y      ^ 

Ces  équations 9  ou,  en  supprimant  deux  accents  devenus  inu- 
tiles 9  celles-ci  : 

X       y       z      . 

7^y^^7' ^*^ 

déterminant  donc  la  transformation  linéaire  la  plus  générale  » 
pouinm  que  les  triangles  de  référence  soient  convenablement  choisis. 
Si  Ton  a  x  =  0»  on  doit  avoir  aussi  x'  =  0;  de  même  y  =  0 
entraine  x'  =  0;  et  z  =  0,  z'  =  0,  à  cause  des  équations  (4). 
Donc,  aux  trois  côtés  du  triangle  de  référence  de  la  première  figure 
(xssaO^  y  =  0,z=0),  correspondent  respectivement  les  trois 
côtés  du  triangle  de  référence  de  la  seconde  (\'=0,  y'=0,  z'=0). 
Quand  on  choisit  des  triangles  quelconques  pour  triangles 
de  référence,  la  transformation  linéaire ,  définie  par  les  équa- 
tions (1)  et  (2),  dépend  de  huit  constantes,  savoir  les  rapports 
de  huit  des  quantités  a|,  a^,  ag,  6|,  6,,  63,  q,  c,,  Cg,  à  la  neu- 
vième. Dans  réquation  (i),  ces  constantes  n'entrent  plus  que 
d'une  manière  implicite. 

H.  Théorème  de  Riemann.  Conservation  du  genre  (S.  334).  Soit 
9(x,  y,  js)= 0,  réquation  d'une  courbe  d'ordre  n,  de  la  première 
figure.  Cette  équation  est  nécessairement  homogène.  Les  coordon- 
nées des  points  M'  (x',  y'fZ',)  qui  correspondent,  dans  la  seconde 
IL  2 
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figure,  aux  points  M  (x,  y  y  z)  de  la  courbe  9»  satisfont  aux  rela- 
tions (4) ;  par  suite,  <p  (x',  y' y  z,)  =  0  sera  Téquation  du  lieu  de 
ces  points  M'.  Donc  une  courbe  et  sa  transformée  sont  de  même 
ordre  :  en  particulier,  à  une  droite  correspond,  comme  trans- 
formée, une  autre  droite.  Si  a  =  0,  P  =  0,  y  =  0,  etc.,  sont  les 
équations  des  lignes  de  la  première  figure,  a'  =  0,  P'=0,  /  =  0 
les  équations  des  lignes  correspondantes,  dans  la  seconde  figure; 
à  la  ligne  représentée  par  Aa  h-  /p  h-  my  =  0 ,  dans  la  pre- 
mière; correspond,  dans  la  seconde,  la  ligne  représentée  par 
kcc'  -h  /P'  4-  my'  =  0. 

En  un  point  double  (isolé  ou  de  rebroussement)  d*une  courbe, 
celle-ci  a  deux  tangentes,  réelles  ou  imaginaires,  distinctes  ou 
coïncidentes,  qui  sont  la  limite  de  deux  sécantes  distinctes,  pas- 
sant par  ce  point.  Il  en  sera  de  même  dans  la  courbe  transformée, 
au  point  correspondant  à  ce  point  double;  par  suite ^  ce  point 
sera  un  point  double  de  la  courbe  transformée.  En  général,  à  un 
point  multiple  d'ordre  m,  de  la  première  courbe  j  correspond  un 
point  multiple,  de  même  ordre,  dans  la  transformée. 

De  ce  qui  précède  résulte  le  théorème  de  Ribmann,  sur  la  con- 
servation du  genre,  pour  la  transformation  particulière  que  nous 
étudions  ici.  En  effet,  le  genre  d'une  courbe  ne  dépend  que  de 
Tordre  de  cette  courbe ,  et  de  celui  de  ses  points  multiples.  Or 
ces  deux  nombres  sont  les  mêmes,  dans  le  cas  actuel,  pour  une 
courbe  et  sa  transformée.  Donc  le  genre  d'une  courbe  est  le  même 
que  celui  de  sa  tranformée  linéaire. 

S.  Théorème  de  Chasles.  Conservation  du  rapport  anharmo- 
nique  (S.  325).  La  propriété  fondamentale  de  la  transformation 
linéaire  est  la  suivante  :  Le  rapport  anharmonique  de  quatre 
droites  passant  par  un  même  point,  ou  de  quatre  points  situés 
sur  une  même  droite,  dans  la  première  figure,  est  le  même  que 
celui  des  quatre  droites  ou  des  quatre  points  correspondants, 
dans  la  seconde  figure. 

Considérons  d'abord  quatre  droites  dans  la  première  figure, 
ayant  pour  équations  : 
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et  les  quatre  droites  correspondantes,  représentées  par 

a'==0,     p'  =  0,     a'  — Â:l3'  =  0,     a'— /6'=:0. 

D'après  la  théorie  de  la  ligne  droite  (Salmon»  Sections  coniques, 
n°  S6)y  le  rapport  anharmonique  de  chacun  de  ces  deux  faisceaux 
est  j;  ce  qui  démontre  le  théorème,  pour  les  droites. 

Soient  maintenant  1,  2,  3,  4,  5,  cinq  points  de  la  première 
figure,  l'y  2',  3',  4',  5',  les  points  correspondants  de  la  seconde. 
Les  faisceaux 

(54,  52,  53,  54)    et    (5'i',  5'2',  5'5',  5'4'); 

ou,  plus  brièvement, 

(5.4234)    et    (5'.4'2'3'4'), 

ont  même  rapport  anharmonique.  Si  1234  sont  sur  une  droite, 
il  en  sera  de  même  de  l'2'3'4'.  Le  rapport  anharmonique  de 
chacun  de  ces  systèmes  de  quatre  points  est,  comme  Ton  sait, 
égal  à  celui  des  faisceaux  correspondants.  Le  théorème  est  donc 
démontré. 

4L.  Réciproque.  Il  existe  plusieurs  réciproques  du  théorème 
précédent.  Nous  n'en  citerons  qu'une  :  Si  l'on  donne  quatre 
points  fixes  A,  B,  C,  D,  et  un  point  mobile  H ,  appartenant  à  une 
première  figure;  quatre  points  fixes  A',  B',  C,  D'  et  un  point 
mobile  W  d'une  autre  figure;  tels  que  les  fiiisceaux 

(A.BGDM)    et    (B.CAMD) 

aient  respectivement  même  rapport  anharmonique  que  les  fais-- 

ceaux 

(A'.B'C'D'M')     et    (B'.C'A'D'M'); 

la  figure  décrite  par  le  point  M'  est  une  transformée  linéaire  de 
la  figure  déaite  par  le  point  M  ;  et  les  fiiisceaux 

(C.ABDM),    (C'.A'B'D'M') 

ont  aussi  même  rapport  anharmonique. 
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Pour  démontrer  ce  théorème ,  prenons  ABC^A'B'C  pour 
triangles  de  référence  ^  et  soient 


les  équations  des  droites 


X 

a 

y     « 

x' 
a 

X 

k 

y     « 

x' 

k' 

y       z' 

3S  : 
AD, 

BD,    CD, 

AD', 

B'D',    CD', 

AH, 

B  M  }    G  M  9 

A'M', 

B'M',    CM'. 

Cela  revient  à  dire  que  Ton  prend  (a,  6,  c)  pour  coordonnées  de  D 
dans  la  première  figure;  (a,  b,  c),  ou  des  quantités  proportion- 
nellesy  pour  les  coordonnées  de  D' dans  la  seconde;  enfin  (k,  l,fn)f 
(k',  Vy  m') y  ou  des  quantités  proportionnelles,  pour  les  coor- 
données de  M  et  de  M'. 

Les  faisceaux 

(A.BCDM),    (A'.B'C'D'M') 

ont,  pour  rapports  anharmoniques, 

cm      cm' 

Ces  quantités  devant  être  égales,  on  a 

m      m' 

De  même,  les  faisceaux 

(B.CADM),    (B'.C'A'D'M') 
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ont,  pour  rapports  anharmoniques, 


a 

k 

a 

k' 

c 

m 

e 

m' 

et. 

comme 

ils  sont  égaux 

• 

k 

m  ~ 

m 

t 

On 

a  donc. 

,  en  résumé, 

k 

l 

m 

*'      /'      m'  ' 

e*est-à-dire  que  les  coordonnées  des  points  correspondants  des 
deux  figures  sont  proportionnelles.  La  transformation  est  donc 
linéaire;  et,  par  conséquent,  les  rapports  anharmoniques 

5    /      6    f 

a'  k       a'  k' 
des  faisceaux 

(C.ABDM),    (C'.A'B'D'M') 

sont  égaux;  ce  qui  est  d'ailleurs  visible  f). 

Il  résulte,  du  théorème  précédent,  quï/  suffit  de  donner  quatre 
couples  de  points  correspondants ,  dans  les  deux  figures,  pour  que 
la  transformation  soit  complètement  déterminée.  Cela  était  pres- 
que évident,  puisque  la  tranformation  linéaire  dépend  de  huit 
quantités,  absolument  comme  la  position  de  quatre  points  de 
la  seconde  figure,  par  rapport  à  la  première. 

6.  Première  construction  géométrique  des  points  correspon- 
dants (S.  336).  Considérons  deux  droites  correspondantes,  AM, 
A'M',  dont  les  équations  soient 

tity— k  =  0,    my'  —  k'  =  0. 


(*)  Au  point  de  vue  géométriqae ,  ce  théorème  réciproque,  qui  n*est  pas 
dans  Sa LiioN,  suffit  pour  établir  toute  la  théorie  des  transformations  linéaires. 
Nous  prions  le  lecteur  de  le  comparer  avec  le  théorème  analogue,  dans  la 
transformation  arguesienne,  de  M.  Saltel. 
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Ces  droites  se  coupent  sur  la  conique  C^  dont  l'équation  est 

quels  que  soient  m  et  /•  L^équation  de  cette  conique»  par  rapport 
au  premier  triangle  de  référence,  s'obtient  en  remplaçant  y*f  z* 
par  leurs  valeurs  en  Xj  y,  z.  De  même,  les  droites  correspon- 
dantes BMy  B'M^  ayant  pour  équations  : 

fc  — mx  =  0,    fcz'  —  mx'ssO, 

se  coupent  sur  une  conique  C^,  dont  Téquation  est 

zx'  — x'a:  =  0. 

Enfin»  les  droites  CM,  CM',  dont  les  équations  sont 

lx  —  ky  =  Oj    /x'  — %'=0, 

se  coupent  sur  une  conique  Cj,  ayant  pour  équation 

a:y'  — x'y  =  0. 

On  déduit  de  là  une  construction  géométrique,  très-simple,  du 
point  M'  correspondant  au  point  donné  M,  quand  les  coniques 
Ci9  C),  C3,  sont  tracées.  On  mène  les  droites  AM ,  BM,  CM,  qui 
rencontrent  les  coniques  Ci,  C^,  C3,  en  F,  6,  H;  les  droites 
AT,  B'G,  C'H,  d'après  ce  qui  précède,  se  rencontrent  au  point 
unique  M'. 

On  remarquera  que  la  construction  précédente  n'est  pas  réver- 
sible. Si  l'on  cherche,  dans  la  seconde  figure,  le  correspondant  M", 
du  point  M',  considéré  comme  appartenant  à  la  première,  00  ne 
trouve  pas,  en  général,  que  M"  soit  identique  avec  M.  Nous  mon- 
trerons, plus  loin ,  qu'il  n'y  a  pas ,  à  proprement  parler,  de  trans- 
formation linéaire  réversible  ;  mais  pour  cela  nous  devons  étudier 
les  propriétés  des  coniques  auxiliaires  C|,  C^,  Cg. 

{La  fin  prochainement.) 
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SVR  UN  PROBLÈME  RELATIF  AUX  COITRBES  PLANES; 

par  M.  Laisamt,  capitaine  du  génie  (Tlemcen). 


Soit  une  courbe  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  OX,  OY. 
Pour  chaque  point  M  de  la  courbe ,  on  mène  l'ordonnée  MP  et 
l'abscisse  MQ;  et  l'on  demande  l'enveloppe  des  droites  PQ. 

La  détermination  du  point  M|  de  cette  enveloppe,  situé  sur  PQ, 
présente  une  propriété  fort  simple.  C'est  que  la  droite  MM|  et 
la  tangente  en  M  sont  également  inclinées  sur  les  axes ,  mais  en 
sens  contraires.  Je  ne  sais  si  cette  remarque  a  déjà  été  faite. 

Appelons  x,  y,  les  coordonnées  de  M;  «i,  yi,  celles  de  M^. 
L'équation  de  la  droite  PQ  est 

(i) -^l=i. 

X        y 

En  la  différentiant,  on  trouve 

^  or      y*  dx 

Mais,  en  multipliant  (1)  par  -  — -,  on  a  , 

r;  _  Y»  _  X  _  Y  _  Xx  _  Yy 

X*      y*       «  .  y       ^'       S* 
ou 

X(X  — ar)      Y(Y  — y)      ^ 

Comparant  les  équations  (2),  (3),  on  obtient  immédiatement 
ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 
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Corollaires.  1.  Si  Ton  appelle  T  le  point  de  rencontre,  avec 
PQ,  de  la  tangente  en  M,  les  points  Mj,  T,  divisent  harmonique- 
ment  PQ. 

H.  Le  coefficient  angulaire  de  PQ  est  moyen  proportionnel 
entre  ceux  de  M|0  et  M|M. 


SUR  LES  NOKBRES  POLYÉDRAUX  ; 

par  M.  Charlier  ,  professeur. 


I.  FORMULE  GÉNÉRALE. 

1.  On  appelle  rC  nombre  polygonal,  ou  polygone  de  n,  la  somme 
de  n  nombres  tels  que  leurs  unités  puissent  être  placés  aux  som- 
mets et  sur  les  côtés  de  n  polygones  semblables  ayant  un  angle 
commun,  les  côtés  de  ces  polygones  contenant  respectivement 
1,  %  3,...,  n  unités.  On  trouve  sans  peine  la  formule  : 

Polygone  de  p  côtés  de  n  =  n  -*-  (p  —  2)  f    J  (*). 

9.  Soient  une  suite  de  polyèdres  semblables  ayant  un  angle 
solide  commmun;  au  sommet  de  cet  angle  on  place  une  unité; 
i  est  le  y*^  nombre  polyédral,  ou  le  polyèdre  de  4.  k  chacun  des 
autres  sommets  du  premier  polyèdre  on  place  une  unité,  de 
manière  quil  y  en*  a  deux  sur  chaque  arête  :  1  plus  le  nombre 
d'unités  que  Ton  vient  d'ajouter  est  le  ST  nombre  polyédral,  ou 
le  polyèdre  de  9.  Si  Ton  place  des  unités  aux  sommets,  sur  les 
arêtes  et  sur  les  faces  du  second  des  polyèdres  semblables,  de 
manière  que  chacune  de  ces  arêtes  en  contienne  3,  et  que  chaque 
face  triangulaire  contienne  le  triangle  de  3,  chaque  face  qua- 

(*)  Baltzbr,  Éléments  de  Mathématiques,  1. 1,  p.  465,  5«  édition  ;  1868. 
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drangulaire  le  quadrilatère  de  3,  chaque  face  pentagonale  le  pen- 
tagone de  S^etc;  le  polyèdre  de  3  plus  le  nombre  d*unités  que 
l'on  vient  d'ajouter  est  le  5' nombre  polyedral,  ou  le  polyèdre  de  5. 

En  continuant  ainsi ,  on  construira  successivement  les  polyè- 
dres de  4 y  5, ... ,  n.  Par  conséquent^  le  n"*  nombre  polyédral,  ou 
le  polyèdre  den,  que  nous  représenterons  par  P„y  est  la  somme 
de  n  nombres  tels  que  leurs  unités  puissent  être  placées  aux  som- 
mets,  sur  les  arêtes  et  sur  les  faces  de  n  polyèdres  semblables, 
ayant  un  angle  solide  commun,  de  la  manière  suivante:  les  arêtes 
de  ces  polyèdres  doivent  contenir  respectivement  1,  2,  3,...,  n 
unités;  leurs  faces  triangulaires  doivent  contenir  les  triangles, 
leurs  faces  quadrangulaires  les  quadrilatères,  leurs  faces  pentago- 
nales  les  pentagones, etc., respectivement  des  nombres!, 3, 3,...,n. 

Considérons  un  polyèdre  ayant  S  sommets,  A  arêtes  et  F  faces, 
dont  p  sont  des  polygones  de  />'  côtés,  f'  des  polygones  de  p" 
côtés,  etc.  Suppposons  que  Tangle  solide  commun  ait  G  faces; 
que  g'  de  ces  faces  soient  des  polygones  de  p'  côtés,  g"  des 
polygones  de  p"  cotés,  etc.  Nous  savons  que  P|  =  1,  Pj  ==  S. 
Si  P„  est  construit,  et  si  Ton  veut  obtenir  P„.|,  il  faut  d'abord 
retrancher,  du  premier,  (S  —  1)  unités  aux  sommets  non  com- 
muns, puis  (A  —  G)  (n  —  2)  unités  sur  les  arêtes  non  com- 
munes; enfln,  il  faut  encore  retrancher  les  unités  qui  restent 
sur  les  faces  non  communes.  Or,  à  chacune  de  ces  faces  on  a 
retranché  les  unités  qui  formaient  le  périmètre,  c'est-à-dire  qu'on 
a  retranché  sur  une  face  de/)- côtés,  p  (ti —  1)  unités;  il  reste 
donc,  sur  chaque  face  non  commune. 

Polygone  de  p  côtés,  de  n  —  p{n  —  4) 
ou 


■(p-i)Q-P(n-i)n- 


{*)  Baltsbr  (p.  456)  se  trompe  quand  il  dit  : 

«  La  différence  entre  P»  et  P,_i  se  compose  de  (F  — G)  polygones  de 
(n  —  3)  sur  les  faces  non  communes.  »  Gela  n'est  vrai  que  si  ces  faces  sont 
des  quadrilatères,  car  il  est  facile  de  voir  que 

«  +  (P-2)Q-p(n-l) 

est  le  polygone  de  p  cotés  de  (n  —  2),  seulement  pour  p=  4. 
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Par  suite,  on  doit  retrancher  des  faces  non  communes,  outre 
ce  qui  a  été  indiqué  plus  haut  : 


(/•'-s') 

-4-  •••» 


«-*-(P'-«)(2)-P'(«-*) 
n  +  {p"_2)Q-p"(n-4) 


ou 


Donc, 


2(A-j)[«-^fp-2)(2)-p(«-4)l. 

P.-P.-i  =  {S -<)-♦- (A-G)(n-2) 
■l{f-9)^n+{p-i)Q-p(n-i)'\{' 


Par  conséquent,  P„  est  la  somme  des  n  termes  de  la  série  sui- 
vante : 


(S-i)  +  (A-G)0+2(/'-S) 
(S-1)  +  (A-G)1-h2(/--5) 

(S-<)+(Ar-G)2  +  2(/'-S) 


4  +  {p-2)(*)-p.3 


2-*- 
3-H 


(S-l)-4-{A-G)(n-2)  +  2(/"-</)r«-+-(p-2)(2) -p(«-0  |. 
On  trouve  ainsi  : 

P.  =  l-4-(n-l)(S-i)-»-(A-G)(''~^) 

^2(^-.)|("r)--<'-'rr')-0i- 


(*)  La  notation  (  2)  «  employée  par  Fauteur,  représente  le  nombre  des 
combinaisons  de  n  lettres,  prises  2  à  2.  Pourquoi  ne  pas  écrire  C„, , ,  ou ,  tout 
simplement,  "<*)-;'>  ?  (£•  C.) 
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La  quantité  qui  multiplie {f —  g),  sous  le  signe  2,  est  égale  à 

Donc, 

P.=  n  +  (ii-1)(S-2)  +  (A-G)("~*) 

-r7')2(A-^)*Q2(/'-5)(p-2). 
A  cause  de 

f=2a  g=2î' 

et  d'après  le  théorème  d^EuIer^  exprimé  par  la  relation, 

A  — F*=S  — 2, 
il  vient  enfin  : 

P„  =  n-*.(S-2)QH.Q2(/^-S)(p-2).    .    (i) 

U.  CAS  PARTICULIERS. 

1.  De  la  formule  générale ,  il  est  facile  de  déduire  la  formule 
des  nombres  pyramidaux  ou  des  piks  de  boulets.  En  effet,  la  pyra- 
mide qui  a  pour  base  un  polygone  de  n  côtés  est  un  polyèdre 
ayant  (t  +  1)  sommets  et  (t  +  1  )  faces,  dont  tt  triangulaires 
et  1  de  9r  côtés;  Tangle  solide  commun  a  n  faces,  toutes  triangu- 
laires. Dans  la  formule  (1),  il  faut  donc  faire 

S  =  ,r-4-1,    r  =  g'  =  n,    p'  =  5,    r  =  i,    g"  =  0,    p"  =  r; 

par  suite 

2(/'~»)(P-2)  =  r-2. 

On  a  ainsi,  pour  la  Pyramide  à  base  de  n  côtés  de  n  : 
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Pour  un  tétraèdre ,  r  =  3  ;  par  conséquent 

Tétraèdre  de  «=(";*)  H- ("  ^  *)  =  (";  ^) . 

S.  Lorsque  toutes  les  faces  ont  le  même  nombre  p  de  côtés , 
la  formule  générale  devient 

P„=n4.(S--2)Q+(F-G)(p-2)(j)   .    .    (2) 

Si  Ton  considère,  par  exemple,  le  polyèdre  formé  en  juxtapo- 
sant, par  leurs  bases,  deux  pyramides  ayant  même  base,  de 
T  côtés,  il  faut  prendre,  dans  la  formule  (2)  : 

S==7r  +  â,     F«2r,     G  =  3r,    p  =  3; 
elle  devient 

Pour  T  =  4,  on  obtient 

Octaèdre  de  n  =»  n  -*-  4  (  )  ; 

et,  pour  TT  =  6, 

Dodécaèdre  de  n  =■«-♦-  6  (  j  =  «'. 

La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres  est,  diaprés 
cette  dernière  formule, 

[  2  J-^n  4  )=(  2  )• 

s.  Considérons  les  polyèdres  réguliers.  Tous  les  angles  solides 
ont  le  même  nombre  6  de  faces.  Cela  posé,  des  trois  relations 

2A==pF  =  GS,    A-*-2  =  S-*-F, 

on  tire 

(S  —  2)  (S  —  p) 

F  — G  =  2^ ^• 

S(p-2) 
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Si  Ton  substitue  dans  la  formule  (3),  elle  devient 

P.=..,s-„[Q.,ir£(-)]. 

Cette  formule  donne,  pour  les  cinq  polyèdres  réguliers  ; 
Tétraèdre  de    **==»»  "*"2(j  -♦- (j  ==  T  ^    )' 
Hexaèdre  de    n  =  n  ■♦-  6  (  )  =  w', 

Octaèdre  de     ii=3n-«-4f  j» 


Dodécaèdre  de  n = n  4-  i  8  T  j  h-  27  r  )  =  n 
Icosaèdrede    n=n-t-io(    j  -4-15  (l  =  n 


i  H- 9 

\  -4-5 


0 


n. 


On  observe  que  Vhexaèdre  régulier  de  n  a  la  même  valeur  que 
le  dodécaèdre  à  faces  triangulaires  de  n  y  du  n"  2. 

Pour  se  rendre  compte  de  ce  fait,  il  suffit  d'observer  que 

c'est-à-dire  que  le  carré  de  n  est  égal  à  deux  fois  le  triangle  de 
n,  moins  n  unités.  Par  conséquent ,  chaque  face  de  Thexaèdre 
équivaut  à  deux  faces  ayant  une  base  commune  dans  le  dodé- 
caèdre à  faces  triangulaires. 

Au  moyen  des  formules  précédentes  il  est  facile  d'obtenir  la 
somme  des  polyèdres  des  nombres  1,  3,  3, ...,  n.  Pour  le  dodé- 
caèdre régulier,  par  exemple,  cette  somme  est  : 


(*)  CettequanUté  égale  ^  n  (3n—  1)  (3n— â). 


(E.  C.) 
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SUR  UH  MÉMOIRE  DE  UBRI. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  le  capitaine  Brocard  :  «  ....  Quelque 
»  triste  que  soit  le  souvenir  de  Libri  (surtout  fatal  aux  Biblio- 
»  thèques),  eet  ingénieux  mathématicien  avait  trouvé  quelque 
»  chose....  pour  la  résolution  générale  de  Téquation  indéter- 
»  minée 

»  by  —  axesc: 

6      1  S*  .    ^eyn      ayn 

»  II  serait  très-intéressant  d'avoir  quelques  lignes  sur  Texposé 
»  de  la  solution...  Pouvez-vous  combler  ce  desideratum?  » 

I.  Le  Mémoire  dans  lequel  Libri  prétendait  résoudre  les  équa- 
tions indéterminées  de  tous  les  degrés,  a  été  lu,  à  TAcadémie  des 
Sciences,  le  15  juin  1825.  Il  a  pour  titre  :  Mémoire  sur  la  théorie 
des  nombres  (*).  Le  trop  célèbre  auteur  commence  (**)  par  faire 
observer  que  «  toutes  les  éqtmtions  appelées  jusqu'ici  indéterminées 
sont  plus  que  déterminées.  •  Partant  de  là,  il  considère,  en  par- 
ticulier, réquation 

puis,  intégrant,  sommant,  différentiant,  etc.  (****),  il  trouve 
(p.  37),  que  la  pltu  petite  valeur  de  x  est  donnée  par  la  formule 


6 


—  1       1"^         \       2/6 


*=-i— 52 


2  23  .    ottff 

sm— p- 
0 


(*)    Savants  étrangers,  t.  V  ;  1833. 
(**)  Page  2. 

{***)  Comme  M.  Brocard,  nous  modifions  un  peu  la  notation  employée 
par  Libri. 
('***)  Tous  ces  calculs,  s'ils  sont  exacts,  sont  très-difficiles  à  suivre. 
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A  la  fin  du  Mémoire  (p.  7),  on  lit  cette  Note,  curieuse  à  plus 
d^un  titre  : 

«  Soit  proposé,  par  exemple,  de  résoudre  en  nombres  entiers 
»    et  positifs  réquation 

»  3j:  -♦-  i  s=s  4y, 

»    si  on  la  compare  avec  Fautre 


»    qui  donne 
»    (a)  .    .    . 


6-i 


^^sin(2c-a)Ç 


sin 


ayr 


»    on  aura  a  =  3,  c  =  1,  6  =  4,  et  par  conséquent 

27r 


3       i 
2       2 


—  sm  - 

4 


sm- 


sm  — 
4" 


sm  — 

4 


.     3r 
sm  — 

4 

sm  — 


3       1  3      1 

2       2  ^22 

9    et  la  valeur  x=  1  résoudra  Téquation  proposée,  comme  il  est 
»    /iictïe  de  voir, 

»  Il  est  clair  que  Ton  aura  aussi 

»    en  développant  le  second  membre  de  Téquation  (a). 

»  Ces  formules  pourraient  être  généralisées,  et  il  serait  aisé 
»  de  les  étendre  aux  degrés  supérieurs  des  congruences;  mais 
»    alors  on  aurait  des  expressions  plus  compliquées.  » 

Que  seraient  donc  ces  expressions  !  La  formule  (a)  est  déjà 
tellement  compliquée,  que,  pour  arriver  h  un  résultat  évident 
a  priori,  on  est  obligé  de  faire  deux  lignes  de  calculs! 
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li. Le  Mémoire  sur  la  théoiie  des  nombres  contient,  noii-sea- 

lement  des  formules  illusoires,  mais  des  théorèmes  faux.  On  peut 

lire,  à  la  page  30  : 

«  On  démontrerait  de  la  même  manière  tous  les  théorèmes 

»  que  M.  Gauss  ^  iusérés  dans  la  troisième  partie  de  ses  Recher- 

»  ches  arithmétiques,  et  heaucoup  d'autres;  par  exemple,  on 

»  obtient  la  congruence 

i.2.3...(ff~i)(j^0...(P-^)-^S'-'=0(modp)n 

»  qui  est  toujours  vérifiée  lorsque  p  est  un  nombre  premier.  > 
!•  Soient  p  =  î$,  y  =  3  :  on  devrait  trouver 

i.2.4  -4-  5*  =  89  =  JïL.5;  ce  qui  n'est  pas. 

2*  Soient  p  =  7,  j  =  4  :  on  devrait  trouver 
^.2.3.5.6  H- 4«  =  180  + 4096  =  4276=  «Jlt. 7;   ou    6  =  JIL.7Î 

III.  Ces  exemples  ne  sont  pas  de  simples  cas  d'exception  :  le 
théorème  de  Libri  est  toujours  faux. 
En  effet,  soit,  s'il  est  possible, 

4.2.3...(ff-4)((;-i-1)...(p-l)-+.j'-*  =  J)t.p; 

ou,  ce  qui  est  équivalent, 

i.2.3...(p  — 1)H-j«'  =  JIL.p (I) 

Le  théorème  de  Wilson  (**)  consiste  dans  l'égalité 

i.2.3...(p— i)-*- 4»=JIL-P (2) 

(La  fin  prochainement.) 

(*)  Pour  ceux  de  nos  jeunes  lecteurs  qui  ne  sont  pas  familiers  avec  cette 
notation  compliquée,  due  à  Gauss,  nous  dirons  que  la  congruence 

A^O(modp) 
équivaut,  tout  simplement,  à  Tégalité 

A  =s  JTLp  s=  multiple  de  p. 

(**)  Dans  Montucla,  Lagrange,  Lacroix,  Legendre,  Lebesgue, ....  je  n'a 
trouvé  aucun  renseignement  biographique  sur  WiUon,  qui  n*est  pas  même 
cité  dans  le  Dictionnaire  de  SI.  Poggendorf.  Jean  Wilson  serait-il  un  pseu- 
donyme? 
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Conséquemment , 

f—i=r.Jr<..p (5) 

Le  nombre  premier  p  ne  divisant  pas  g,  on  a  aussi  (*) 

ou 

9'-5«jrL.p (4) 

Donc  enfin 

ce  qui  est  absurde. 

IV.  Comment  un  Mémoire  renfermant  les  énormités  que  nous 
venons  de  signaler  a-t-il  été  approuvé  par  TAcadémie  des  sciences? 
Comment  les  Rapporteurs  n  ont- ils  pas  songé  à  vérifier  le  théo- 
rème de  la  page  30?  Comment  Fauteur  est-il  devenu  membre  de 
la  section  de  Géométrie,  professeur  à  la  Sorbonne,  etc.?  (**). 

E.  Catalan. 

Post-scriptum.  La  note  relative  à  Wilson  (p.  33)  nous  a  valu 
d obligeantes  communications,  dont  nous  remercions  vivement 
les  auteurs.  Selon  M.  le  général  deMarsilly,  «  sir  Wilson,  esquire, 
»  est  un  géomètre  amateur,  qui  n'est  connu  que  par  une  phrase 
»  de  Waring,  et  que  les  historiens  de  Mathématiques  n*ont  pas 
»  mentionné  parce  qu'il  n'a  rien  publié,  selon  toute  apparence.  » 


(*)    Théorème  de  Fermât 

(**)  Comme  certain  personnage  d'une  Féerie  célèbre,  Libri  ne  connaûsaU 
Tpoi  d'obstacles!  Dans  un  journal  de  Mathématiques,  qu'il  publiait  à  Florence, 
on  peut  lire  cet  énoncé  :  Étani  donnés  deux  joueurs  d'échees ,  qui  jouent 
ouffi  6tm  que  possihte,  et  une  partie  d'échecs  dans  une  position  quelconque; 
déterminer  au  bout  de  combien  de  coups  il  y  aura  échec  et  mat  '.  La  solution 
du  problème  sera  donnée  dans  le  prochain  numéro. 
Bien  entendu,  la  solution  n'est  jamais  venue! 

1  Je  cite  de  mémoire,  n'ayant  pas  le  texte  sous  les  yeux  ;  mais  je  garantis  l'exactitude 
du  sens. 

II.  3 
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M.  Edouard  Lucas  est  bien  tenté  de  croire,  comme  nous,  que 
Wilson  et  Waring  ne  font  qu'un  (*). 

Quant  au  théorème  de  Libri,  un  autre  abonné  suppose ,  béné- 
volement,  que  renoncé  renferme  une  faute  typographique,  et 
qu'il  doit  être  lu  ainsi  : 

i  .2. 5  ...  (sf  -  ^)5(sf -^  i) ... (p  -  i) -*-/-«  =  0  (mod;p). 

Pour  toutes  sortes  de  raisons ,  inutiles  à  indiquer,  cette  hypo- 
thèse nous  parait  inadmissible. 


SUR  LES  POLTGOHES  CIRCONSCRITS  A  UNE  CONIQUE; 

par  M.  J.  Neuberg,  professeur  à  rAthénée  de  Bmges. 
(5iM'te,Toiri.  ll,p.  1. 

II 

THÉORÈME  DE  PONGELET. 


ft.  Soient 


A,-=0,     A,  =  0,...,A„: 


les  équations,  en  coordonnées  trilinéaires ,  des  côtés  d  un  poly- 
gone quelconque  A  ;  Mi^  le  sommet  situé  à  Tintersection  des  côtés 
représentés  par  A<  =  0,  Ar  =  0;>|,  >3,...,X,,  nconstantes quel- 
conques. L'équation 

A|        Al  A„ 


(')  Est-ce  que  cette  opinion  n'aurait  pas  été  celle  de  Lagrange?  Dans  le 
Mémoire  intitulé  :  Démonstration  cTun  Théorème  noitvectti^  coneemanl  les 
nombres  premiers  (Nouveaux  mémoiees  de  Berlin,  année  4774),  après  avoir 
cité  les  MetUtationes  algebraicœ,  qu'il  vient  de  recevoir,  Tilluâtre  Géomètre  dit 
simplement  :  «  M.  Waring  fait  honneur  de  ce  théorème  à  M.  Jean  Wilson.  • 
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ou,  sous  forme  entière, 

/,AjAj ...  A„  -*-  AsAgAi ...  A„Aj  -♦-..  =  0, 

représente  une  courbe  d'ordre  n  —  1 ,  qui  passe  par  tous  les  som- 
mets du  polygone  complet  A. 

Réciproquement,  toute  courbe  C,  d'ordre  n  —  l,  circonscrite 
au  polygone  complet  A,  peut  être  représentée  par  l'équation  (10). 
Car  on  peut  donner  à  ^,^,...,X»  des  valeurs  telles,  que  les 
coordonnées  de  n  —  1  points  quelconques  de  C,  autres  que  les 
sommets  du  polygone  A,  vériGent  l'équation  (10);  la  courbe  C 
et  le  lieu  représenté  par  l'équation  (10),  ayant  alors  ^^''^y**^*^ 
points  communs ,  doivent  être  identiques. 

9.  Supposons  que  les  sommets  Mi^yM^s,  M84,...  M.^  soient 
situés  sur  une  conique  G,  chaque  côté  du  polygone  A  ayant  deux 
sommets  sur  cette  courbe.  On  peut  choisir  les  constantes  ^1  >  ^ , ..., 
de  manière  que  le  lieu  de  l'équation  (10)  passe parn  —  1  points 
pris  arbitrairement  sur  C;  comme  il  passe  aussi  par  les  points 
1^199  M(|3,  M34, ...  M.I,  il  a  Sn  —  1  points  communs  avec  la  co- 
nique; par  conséquent,  il  la  contient  tout  entière.  Ainsi,  avec 
des  valeurs  convenables  del^yl^y ...,  l'équation  (10)  peut  repré- 
senter une  courbe  formée  de  la  conique  C  et  d'une  autre  courbe  C, 
de  degré  n  —  3  (*). 

(*)  La  proposition  que  nous  venons  de  démontrer,  pourrait  encore  être 
énoncée  comme  il  suit  : 

*"■««'  A.  =  0,    A,  =  0,...,A„  =  0 

le$  iqiiaHons  des  eôté$  d'un  polygone  interit  à  une  conique;  tou$  le$  pointe  de 
cette  courbe  itUitfont  à  une  relation  de  la  forme  (*) 

^  +  ^  +  ...  +  ^-0. 

Ce  théorème  est  susceptible  dHme  démonstration  directe  et  élémentaire. 
Eq  effet,  décomposons  le  polygone  en  triangles,  au  moyen  des  diagonales 

(*)  G* est  one  relation  entre  let  dittancet  d*nn  point  quelconque  de  la  conique  aux  côtés 
d'un  polygone  interit. 
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10.  Supposons  que  ie  polygone  A,  au  lieu  d'être  quelconque, 
soit  circonscrit  à  la  conique  fondamentale  K;  et  désignons  par 
^{7^9  *- 9^  l^s  paramètres  de  ses  côtés.On  peut  poser  (n""*  2  et  3) 

A,  =  a  —  2a,|3  -f-  (;^r=  ^{0^  —  p)  (a,.  -  p,)  ; 

et  réquation  d'une  courbe  G,  d'ordre  n  —  1,  passant  par  tous  les 
sommets  du  polygone  complet  A ,  prendra  la  forme 

^*  "•  -h...=0.     .    (W) 


{p  —  «i)  (/>«  —  «i)     (9  —  «i)  0>i  —  «t) 

En  multipliant  par  p^  —  p,  et  observant  que 


(p  —  «i)  (Pi  —  «0        p  -  «•        Pi  —  «, 

on  peut  encore  écrire 

2^i — ^2-^0. 

ou  bien 

?W     f(pi) 


(iî) 


m   ({PiY 

après  avoir  posé 

f(p)  =  (p  —  «0  (p  —  ««)  ...  (p  —  a„) , 

?  w = 2  ^«  ('^ —««)(/»— «»)  •"  (p — ««)• 

partant  du  sommet  M«i ,  et  que  nous  représentons  par 

B,=:0,    B,  =  0,...,B;^,  =  0. 

La  conique  étant  circonscrite  à  chacun  de  ces  triangles ,  on  peut  la  repré- 
senter par  des  équations  de  la  forme 

A.  A,      B. 

_^  +  ii  +  ^'  =  0, 

B,  A.      B, 


Par  conséquent,  tous  ses  points  vérifient  encore  Péquation  qui  résulte  des 
précédentes,  par  l'élimination  de  B^,  B^, ... 

(•)(i=J,2,...,n). 
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Il  importe  d'observer  que  Téquation  /(p)  =  0  peut  être  con- 
sidérée comme  représentant  le  polygone  A,  et  que  cp  (p)  est  un 
polynôme  de  degré  inférieur  à  celui  de  /(p). 

Réciproquement,  toute  équation  de  la  forme  (12)  pourra  être 
ramenée  à  la  forme  (11);  elle  représente  une  courbe  d'ordre 
n  —  1,  contenant  tous  les  sommets  du  polygone  circonscrit  à  la 
conique  K ,  et  dont  les  côtés  sont  définis  par  Téquation  /(p)  =  0. 

Mais  Téquation  (12)  peut  être  écrite  ainsi  : 

?{p) ?{Pi) 


et  cette  nouvelle  équation,  étant  de  même  forme  que  la  précé- 
dente, la  courbe  C  sera  circonscrite  au  polygone  dont  Téquation 
est 

Gomme  la  quantité  m  est  arbitraire,  on  peut  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Qiuind  une  courbe  d'ordre  n  —  1  contient  tous  les  sommets  d'un 
polygone  de  n  cotés,  tous  tangents  à  une  même  conique,  elle  est 
circonscrite,  de  la  même  manière,  à  une  infinité  d'autres  polygones 
de  n  cotés,  formés  avec  d'autres  tangentes  à  la  même  conique. 

f  I.  Si  les  sommets  Mi^,  M33, ...  M.|  sont  situés  sur  une  co- 
nique C,  les  coefficients  de  Téquation  (11)  peuvent  être  choisis 
de  telle  sorte,  qu'elle  se  décompose  en  deux  autres  qui  représen- 
tent, respectivement,  la  conique  C  et  une  courbe  C,  d'ordre  n — 3. 
D'après  le  théorème  général  qui  vient  d'être  démontré,  le  poly- 
gone complet  A  peut  se  déformer,  d'une  manière  continue ,  sans 
que  ses  sommets  cessent  de  décrire  la  courbe  composée  CC.  Par 
conséquent,  le  polygone  simple  M|<|,  M33,  ... ,  M«i  ne  cessera 
pas  d'être  inscrit  h  la  conique  G. 

Le  théorème  de  Ponceict  est  ainsi  démontré. 
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III 

INVOLUTIONS  D'CN  DEGRÉ  SUPÉRIEUR  AU  SECOND. 

t«.  Dans  les  développements  qui  vont  suivre,  nous  aurons  à 
considérer  des  groupes  de  n  points ,  pris  sur  une  conique  fonda- 
mentale K.  Pour  abréger,  nous  conviendrons  de  représenter 
les  paramètres  des  points  qui  composent  le  groupe  A,  par  les 
lettres  «i,  «j,  ...,  «,,  et  de  faire  servir  ces  mêmes  lettres  à 
désigner  les  points  du  groupe,  ainsi  que  les  tangentes  menées 
en  ces  points;  ces  tangentes  forment  un  polygone  que  nous  dési- 
gnerons par  A'.  Des  notations  analogues  seront  employées  pour 
les  groupesJS,  C,... 

Soient  A  et  B  deux  groupes  quelconques  de  n  points  de  la 
conique  K;  posons 

/■  W  =  (p  —  *i)  (p  -  «t)  ...  (p  —  a,), 
f(p)  =  (p-pi)(p-W...(p-l3j. 

L'équation  du  n****  degré, 

/^(p)-Mny(p)=0, (iZ) 

peut  être  considérée  comme  définissant  un  groupe  de  n  points 
(7i>y«>-y«)>  les  paramètres  de  ces  points  étant  égaux  aux 
racines  de  cette  équation.  / 

Les  différents  groupes  de  points,  définis  par  l'équation  (13), 
lorsque  m  prend  toutes  les  valeurs  possibles,  sont  dits  former 
une  involutian  du  n**"*  degré. 

Les  groupes  A  et  B  font  partie  de  l'involution;  ils  corres- 
pondent aux  valeurs  m=0,  m  =  oo. 

Deux  points  de  la  conique  K .  appartenant  à  un  même  groupe 
de  l'involution ,  sont  dits  conjugués  entre  eux.  Tout  point  de  K 
est  conjugué  avec  n  —  1  autres  points  de  cette  courbe. 

Soit  y,  un  point  quelconque  de  K;  la  valeur  de  m  qui  déter- 
mine le  groupe  auquel  appartient  ce  point,  résulte  de  l'équation 

/"(ri)  +  Wf  (ri)  =  0; 
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de  manière  que  les  paramètres  des  conjugués  de  y^  sonl  racines 
de 

/'(/»)f(yi)  — ?(p)/"(ri) 


p— ri 


■  =  0. 


L'involution  ne  change  pas,  quand  on  remplace,  dans  Féqua- 
tion  (13)  qui  la  définit,  les  polynômes  /*(p)  et  (p(p)  par 

fi  (p)  =  (p  —  rO  (p  —  r«) ...  (p  —  r„), 
fi(p)  =  (p-^i)(p-^0-(p-<^«). 

pourvu  que  les  groupes  (71,  y,, ...  y„),  ((îj,  J,,  ...  (î„)  fassent  déjà 
partie  de  Tinvolution.  Car,  si  Pon  a  identiquement 

/â(p)  =  /"(p)-*-Pf(p)»    fâ(p)  =  /'(p)-*-??(p)> 

Téquation 

/i(p)-^Wf,(p)  =  0, 

étant  équivalente  à 

4  -♦-  m 

rentre  dans  Téquation  (13). 

Lorsque  des  groupes  de  n  points  A,B,C, ...  forment  une  invo- 
luiion,  nous  dirons  également  que  les  polygones  circonscrits 
correspondants  A',B',  C, ...  forment  une  involution  du  n'^* degré. 

Les  équations 

Ap)  =  0,     ?(p)  =  0,    /•(/)) -^my(p)  =  0, 

peuvent  être  considérées  comme  représentant,  respectivement, 
les  polygones  circonscrits  A^  B',  et  un  troisième  polygone  cir- 
conscrit C,  appartenant  à  la  même  involution  que  A'  et  B'. 

1S.  Cherchons  le  lieu  décrit  par  les  sommets  des  polygones 
circonscrits  à  K  et  formant  une  involution. 

Les  coordonnées  (p,  pi),  de  Tun  de  ces  sommets,  sont  racines 
d  une  même  équation  de  la  forme  (13);  de  sorte  qu  on  a 

Ap)-^^?(p)  =  0,    /^(p,)-4-my(p,)  =  0. 
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L'élimination  de  M,  entre  ces  égalités,  donne  l'équation  du  lieu 
cherché  * 

np)f{p^)-f(Pi)fip)^o (14) 

Cette  équation  est  du  n'^  degré;  mais  il  est  facile  de  voir 
qu'elle  est  vérifiée  par  p=pi.  Par  conséquent,  les  sommets  des 
polygones  circonscrits  à  une  conique  K,  et  appartenant  à  une 
même  involution  du  n*^*  degré,  décrivent  une  courbe  d'ordre 
n  —  1.  Nous  donnerons  à  cette  courbe  le  nom  de  courbe  direc- 
trice de  l'involution. 

Lorsque  la  conique  K  et  la  courbe  directrice  d'une  involution 
sont  données,  il  est  facile  de  construire  les  conjugués  d'un 
point  7i  de  K.  Car,  menons  la  tangente  en  ce  point  à  la  conique; 
et,  par  les  points  où  cette  droite  rencontre  la  courbe  directrice, 
menons  n  —  1  nouvelles  tangentes  à  K  :  celles-ci  se  couperont, 
deux  h  deux,  sur  la  courbe  directrice;  et  leurs  points  de  contact 
seront  les  conjugués  deyi. 

14.  Les  polygones  A',  B'  ayant  été  supposés  quelconques, 
on  peut  énoncer,  sous  la  forme  suivante»  le  résultat  obtenu  au 
numéro  précédent  : 

Paroles  n(n  —  1)  sommets  de  deux  polygones  complets,  de 
n  cotés,  circonscrits  à  une  même  conique,  on  peut  faire  passer 
une  courbe  d'ordre  n  —  1^  qui  contient  encore  les  sommets  d'une 
infinité  d'autres  polygones  de  n  côtés,  circonscrits  à  la  même 
conique. 

Par  exemple  : 

Par  les  six  sommets  de  deux  triangles  circonscrits  à  une  co- 
nique, on  peut  faire  passer  une  conique  contenant  les  sommets 
d'une  infinité  d'autres  triangles  circonscrits  à  la  première  co- 
nique. 

I.M  douze  sommets  de  deux  quadrilatères  {complets)  circon-- 
scrits  à  une  conique,  sont  sur  une  même  cubique,  etc. 

{La  fin  prochainement.) 
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SUR  LA  THÉORIE  DES  TRANSFORMATIONS  UNE  AIRES; 

par  M.  P.  Hansion,  professeur  à  l'IIoiversité  de  Gand. 
(Suite,  voir  t  II,  p.  15.) 


II 


$.  Propriétés  des  coniques  auxiliaires  (S  .326).  Appelons  of,,  (3,  y 
les  points  d'intersection  des  droites 

(BCB'C),     (CA,C'A'),     (AB,A'B'), 

dont  les  équations  sont 

(x  =  0,a:'  =  0);    (y  =  0,y  =  0);    (z  =  0,z'=0); 
puis 

les  points  d'intersection  des  droites 

(AD,A'D'),     (BD,B'D'),    (CD,  CD). 

Ces  points  «^i,  d,,  d,  se  trouvent,  respectivement,  sur  les  coniques 
^i>  C),  C3,  comme  intersections  des  droites  correspondantes, 
pour  la  même  raison  que  F,  G,  H. 
La  conique  C| ,  dont  Téquation  est 

y«'  — y'«==o, 

passe  par  les  points  A  et  A^  représentés  par  les  équations    . 

(y  =  0,^  =  0);    (y'  =  0,z'=0) 

et  par  les  points  ^^  y,  dont  les  équations  sont  données  plus  haut. 
Cette  conique  C|  est  donc  déterminée  par  les  points  AA'(37d|. 
De  même ,  C^  est  déterminée  par  les  points  BB'/w}, ,  et  G3  par 

CC'«p5.v 
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Ces  trois  coniques  ont  trois  points  communs.  En  effet,  con- 
sidérons d'abord  les  coniques  C,  ei  Cj.  Elles  .se  coupent  en 
quatre  points,  dont  Tun  est  y  et  dont  les  autres  seront  appelés 
P,  Q,  R.  Les  équations 

de  ces  deux  coniques,  ayant  pour  conséquence,  quand  elles 
subsistent  sinjultanément,  Téqualion 

qui  est  celle  de  la  conique  C5,  il  en  résulte  que  les  points  com- 
muns aux  deux  premières  sont  aussi  sur  la  troisième;  toutefois 
le  point  y  n'est  pas, sur  C5,  parce  que  la  troisième  équation 
ne  peut  plus  se  déduire  des  deux  premières,  quand  on  suppose 
z==0,  z'=0,  comme  cela  a  lieu  pour  le  point  y.  Donc  C| ,  Q,  G3 
n'ont  que  trois  points  communs  P,  Q,  R. 

Si  les  équations  de  B'C,  C'A',  A'B',  par  rapport  au  triangle 
ABC,  sont 

Ptx-^qty  -+-  r.z  =  0, 

P^-^qzy  -*-  rj«  =  0; 

les  trois  coniques  se  couperont  aux  points  déterminés  par  les 
équations 

p^x  -*-  q^y  +-  r.z       p^  -f-  q^  ^  r,z       p^x  -+-  q^y  -*-  rjZ 

= = ■  =  «,  (5 

X  y  z 

où  s  est  une  variable  auxiliaire.  On  trouve  aisément,  pour  déter* 
miner  Sy  l'équation  du  troisième  degré  : 


7i,  n 

qz,      rj  — 5 


=  0. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  43  — 

•.  Points  communs  aux  deux  figures.  Seconde  construction 

géométrique  des  points  correspondants  (S .  327).  Les  points  P,  Q,  R 

jouissent  de  cette  propriété  remarquable  d'être  leurs  propres 

correspondants,  comme  l'expriment  les  trois  équations  (5),  et 

comme  on  le  voit  par  la  construction  géométrique  du  n^  4.  Il 

en  résulte  immédiatement   une  construction   très -simple  du 

point  M',  correspondant  à  un  point  donné  M,  si  Ton  connait, 

outre  P,  Q,  R,  deux  points  correspondants  0  et  O'.  Il  suffit, 

pour  cela,  de  construire  le  quatrième  rayon  de  deux  des  trois 

faisceaux, 

(P.QRO'M),    (Q.RPO'M),    (R.PQO'M'), 

qui  ont  même  rapport  anharmonique  que  les  faisceaux  donnés  : 

(P.QROM),    (Q.RPOM),     (R.PQOM). 

Si  Ion  prend  le  triangle  PQR  pour  triangle  de  référence 
commun,  les  équations  qui  expriment  la  correspondance  des 
deux  figures  ont  une  forme  extrêmement  simple.  A  la  droite  PQ, 
dont  réquation  est  z  =  0,  dans  la  première  figure,  correspond, 
dans  la  seconde  figure,  la  même  droite  PQ,  dont  Téquation 
est  z'  =  0.  Il  faut  donc  que  z'  soit  nul  en  même  temps  que  z, 
c'est-à-dire  que  z'  =  mz.  De  même ,  on  a  a:'  =  kx,  y'  =  ly.  On 
peut  démontrer  directement  ce  théorème  en  se  servant  de  la 
propriété  fondamentale  exposée  dans  le  n**  3.  Si  (1, 1, 1)  sont  les 
coordonnées  du  point  0,  (k,  l,  m)  celles  du  point  0',  on  trouve 
les  relations  x'  =  ix,  y'  =  ly,  z'  ==  ma;,  entre  les  coordonnées 
de  deux  points  correspondants  M  et  M'.  A  la  ligne  dont  Téqua- 
tion  est  <p  (x,  y,  iz)  =  0,  correspond  la  ligne  dont  l'équation 
est  (p  (kx,  ly,  mz)  =  0. 

La  similitude  directe  et  la  similitude  inverse  sont  des  cas  par- 
ticuliers de  la  transformation  linéaire.  Elles  correspondent  au 
cas  où  A:  =  /  =  w,  et  où  deux  des  points  communs  sont  trans- 
portés à  l'infini. 

7.  Irréversibilité  de  la  transformation  linéaire.  Supposons, 
s'il  est  possible,  qu'il  existe  une  transformation  linéaire  réver- 
sible, où  il  y  ait  trois  points  communs  P,  Q,  R,  aux  deux  figures 
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formanl  un  triangle.  Prenons  ce  triangle  PQR  pour  triangle  de 
référence.  On  sait  qu'il  y  a,  entre  les  coordonnées  (x,  y,  z)  d'un 
point  M  de  la  première  figure,  une  relation  linéaire  de  la  Tornie 

Kx  +  Ly  ^  Mz  =  N (6) 

De  même,  pour  le  point  correspondant  M.'  : 

Kkx  ■♦•  lly  +  Mmz  =  N (7) 

Comme  le  point  M(x,  j/,  z)  a  pour  correspondant  M'(Aac,  ly,  mz), 
que  celui-ci,  de  son  côté,  a  pour  correspondant  M,  dont  les  coor- 
données  doivent  être  par  conséquent  {k^x,  Py,  m^z),  on  a 

Or,  ces  équations  sont  incompatibles  avec  les  équations  (6)  et  (7). 
Si  Ton  a,  en  effet, 

on  trouve,  en  soustrayant  1  équation  (7)  de  Téquation  (6), 

ce  qui  sup|K)se  que  les  côtés  du  triangle  PQR  passent  par  un 

même  point. 

Si 

jk  =  — i,    /«-i,    m  =  — i, 

on  arrive  à  la  même  conclusion,  en  ajoutant  les  équations  (6)  et  (7). 
De  même,  les  hypothèses 

fc  =  I  ,      /  ==  i  ,  IM  ==  —  I , 

k  =  \,    /  =  — 1,    m=--i, 
donnent 

M  ==  0    ou    î2Kx  =  N, 

relations  incompatibles  avec  lexistence  du  triangle  PQR  :  la 
première  suppose  que  les  côtés  PQ,  QR  coïncident;  Tautre 
conduit  à  K  =  0,  N  =  0,  x  étant  quelconque.  Donc  enfin,  s*il 
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existe  une  iransformalion  linéaire  réversible,  les  poinls  communs 
aux  deux  figures  ne  peuvent  pas  former  un  triangle.  Us  doivent, 
être  situés  en  ligne  droite,  ou  se  réduire  à  un  point  unique.  Cette 
dernière  hypothèse  est  la  seule  possible,  comme  on  va  le  voir. 

Si  la  transformation  considérée  est  réversible,  les  droites  AA', 
BB', CC'ont,  pour  correspondants,  A'A,B'B,C'C.  Les  points 
d'intersection  de  ces  trois  droites  sont  donc  leurs  propres  corres- 
pondants, et  comme  ils  ne  peuvent  former  un  triangle,  ils  doivent 
se  confondre  en  un  point  unique  S.  Les  trois  droites  AA',BB',  CC' 
étant  des  droites  quelconques,  qui  réunissent  des  points  corres- 
pondants, on  peut  conclure,  de  la  discussion  précédente,  quen 
général,  dans  une  transformation  linéaire  réversible,  toute  droile 
MM',  qui  réunit  deux  points  de  ce  genre,  passe  par  le  point  S. 

Prenons  maintenant,  pour  triangle  de  référence,  ABS,  A'B'S. 
11  est  clair  que  Ton  a,  dans  le  cas  actuel,  entre  les  coordonnées 
(x,  y,  z)  du  point  M  et  les  coordonnées  (x',  y\  z')  du  point  M', 
les  relations 

X       y 
ou 

exprimant  que  MM'  passe  par  S.  Mais  M  étant  aussi  le  corres- 
pondant de  M',  quand  celui-ci  est  censé  appartenir  à  la  première 
figure,  on  a  : 

x  =  kx'  =^  k*x ,    y  =  ky''=:  k*y] 

et,  par  conséquent, 

k*  =  i. 

Si  Ion  suppose  k  =  i  ^  les  deux  figures  sont  identiques  et 
superposées;  si  Ton  suppose  *= —  1,  les  deux  figures  sont  iden- 
tiques, mais  placées  symétriquement  par  rapport  au  point  S. 
Dans  aucun  des  deux  cas,  il  n'y  a  pas,  à  proprement  parler, 
transformation  de  figure,  puisque  la  seconde  figure  est  identique 
de  forme,  ou  même  de  forme  et  de  position,  avec  la  première. 
L'irréversibilité  de  la  transformation  linéaire  est  donc  démontrée. 
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8.  Relations  entre  les  longueurs  et  les  aires  de  la  figure  trans- 
formée  et  de  la  figure  primitive. 

I.  Le  rapport  de  deux  segments  de  droites  correspondants  y 
dans  les  deux  figure^,  est  constant  pour  tous  les  segments  de 
même  direction,  «  Soient  a6,  cd  deux  lignes  parallèles  dans  la 
»  première  figure,  et  a'b',  c'd\  les  deux  lignes  correspondantes 
»  de  la  seconde  figure.  Il  faut  prouver  que  Ton  a  : 

06  cd  ah      a'b' 

a'b'^Vd''     ^"     Td^Vd'' 

n  Les  deux  lignes  ac ,  bd  se  coupent  en  un  point  e,  et  Ton  a  : 

ab ea 

cd       ec 

»  Pareillement,  les  deux  lignes  a'c\  b'd'  se  coupent  en  un 
»  point  e'y  et  Ton  a,  parce  que  les  deux  lignes  a'b'^  c'd'  sont  paral-> 
»  lèles  (leur  point  de  rencontre  à  Tinfini  devant  correspondre  au 
»  point  de  rencontre  à  Tinfini  de  ac  et  bd)  : 


a'b'      e'a' 
cd'      e'c' 

»  Or  on  a  : 

ea      e'a' 
ec       e'c' 

(Cbaslbs.) 


En  effet,  si  (x„  j/j,  jzi);  (xj,  1/5,  z^);  (a:»,  j/ij,  z^)  sont  les  coordon- 
néesde  a,  de  c  et  de  e,  puis  (a;'i,y'|,  r'i);  [x'z.y'zy^^'z);  («'9» ï'»»^'») 
les  coordonnées  de  a',  c',  e\  le  triangle  de  référence,  dans  les 
deux  cas,  étant  PQR,  on  a  : 


Xz X5 

ce  qui  démontre  le  théorème. 
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On  arrive  au  même  résultat  en  calculant  directement,  au 
moyen  des  coordonnées  obliques,  deux  distances  correspon- 
dantes par  rapport  aux  axes  QP,  RP.     « 

II.  Le  rapport  de  deux  aires  correspondantes  est  constant. 
«  Soient  deux  aires  planes  T  et  U,  appartenant  à  la  première 
»  figure,  et  soient  T'  et  U'  les  aires  correspondantes  dans  la 
»  seconde  figure.  Il  faut  démontrer  que 


T        U 

T     r 

—  —  ^—  9 

ou 

< —  — —  — - 

T'       U' 

u      U' 

>   Quelle  que  soit  la  forme  de  deux  polygones  T,  U,  on  peut 

>  les  décomposer  chacun  en  un  certain  nombre  de  petits  parallé- 

>  logrammes,  tous  égaux  entre  eux  et  ayant  leurs  côtés  parallèles. 

>  à  deux  axes  fixes.  T  contiendra  m  de  ces  parallélogrammes, 

•  et  U  en  contiendra  n.  Le  rapport  des  aires  des  deux  polygones 

•  sera^  .  Tous  ces  petits  parallélogrammes  auront  pour  corres- 
»  pondants,  dans  la  seconde  figure,  d  autres  parallélogrammes, 
»  et  ceux-ci  seront  aussi  égaux  entre  eux;  de  sorte  que  les  deux 
»  polygones  T',  U'  seront  aussi  divisés  respectivement  en  autant 
»  de  parallélogrammes,  que  les  deux  polygones  T,  U;  par  consé- 
»  quent^  le  rapport  de  leurs  aires  sera  ~ .  Il  sera  donc  égal  au 
»  rapport  des  aires  des  deux  premiers  polygones.  »  (Chasles.) 

On  peut  donner  aussi  une  démonstration  de  ce  théorème,  au 
moyen  des  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  (E.  Amigues, 
Nouv.  Ann.  Math.,  1873,  pp.  374-379),  comme  il  suit.  On  a, 
entre  les  nouvelles  et  les  anciennes  coordonnées,  les  relations 

Y'  =  a,X  -t-  6,Y, 
comme  il  est  facile  de  le  voir.  Par  suite ,  on  a  : 

Xi,  y;,  1  I 

Xi,  Yi,  1   ^  ; 

Xs,    Y5,    i    1 

c'e9t-à-dire  que  la  surface  d'un  triangle ,  dont  les  sommets  ont 


x„ 

Y., 

i 

X., 

Y„ 

i 

X 

X,. 

Y„ 

i 

o„   6„   0 

0.,   bt,   0 

0,    0,     4 
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pour  coordonnées  (X'i,  Y'i);  (X'j,  Y'^);  (X'jjY'j)  dans  la  secondo 
iigure,  est  égale  à  celle  du  triangle  correspondant  de  la  première, 
multipliée  par  (a^b^  —  aJ)^),  D'après  la  même  égalité^  si  deux 
points  d'une  figure  sont  du  même  côté  d'une  droite,  les  deux 
points  correspondants  sont  du  même  côté  de  la  droite  correspon- 
dante. On  conclut  de  là  que  la  relation  entre  les  triangles  corres- 
pondants existe  pour  deux  polygones  ou  deux  figures  quelcon- 
ques, qui  se  correspondent. 

Les  valeurs  des  constantes  introduites  par  la  transformation  se 
trouvent  géométriquement  comme  il  suit  : 

Soient  une  droite  quelconque  ab  faisant  partie  de  la  première 
figure,  r  le  rayon,  parallèle  à  ab,  d'une  circonférence  de  la  pre- 
mière figure;  a'b'  la  droite  correspondante  de  la  seconde,  d' le 
demi-diamètre  parallèle  à  a'b'  dans  Fellipse  correspondant  à  la 
circonférence.  D'après  ce  qui  précède,  on  aura 


«6«-Xr. 


Donc,  pour  faire  la  transformation  d'une  relation  entre  certaines 
lignes  d'une  figure  proposée,  il  faut  remplacer  cette  ligne  par  la 
ligne  correspondante,  divisée  par  le  demi -diamètre  parallèle 
d'une  certaine  ellipse  fixe,  et  multipliée  par  une  constante. 
On  trouve  de  même ,  pour  deux  aires , 


S' 


S  et  S'  étant  les  deux  aires  correspondantes,  E'  l'aire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  les  demi-diamètres  conjugués  de  l'el- 
lipse de  la  seconde  figure ,  correspondant  au  carré  construit  sur 
deux  rayons  rectangulaires ,  dans  la  première. 

Ghasles,  à  qui  nous  empruntons  ces  remarques,  a  donné 
d'innombrables  applications  des  théorèmes  analogues ,  dans  la 
géométrie  dés  trois  dimensions,  aux  surfaces  du  second  degré. 
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Nous  citerons  quelques- ifnes  des  propriétés  correspondantes 
pour  les  coniques  : 

i*  Dans  le  cercle,  le  rectangle  construit  sur  deux  rayons  per- 
pendiculaires est  constant;  dans  rellipse,  le  parallélogramme 
construit  sur  deux  demi-diamètres  conjugués  est  constant  et  a 
pour  mesure  le  produit  des  demi-axes. 

2**  L  aire  du  cercle  est  7rR2;  donc  celle  de  lellîpse  est  égal  à  t, 
multiplié  par  le  produit  des  demi-axes. 

3**  Deux  ellipses  semblables,  concentriques,  sont  telles  que  les 
tangentes  a  la  première  retranchent,  de  la  plus  grande,  des  seg- 
ments équivalents. 

4®  La  limite  de  la  somme  des  éléments  de  la  circonférence 
d*une  ellipse,  divisés  respectivement  par  les  diamètres  parallèles, 
est  égale  à  n. 

5*  La  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conjugués  est 
constante  (*). 


SUR  LES  ASYMPTOTES  DES  COURBES  ALGÉBRIQUES; 

par  M.  DE  Tn.LY,  capitaine  d'artillerie,  professeur  à  l'École  militaire. 


Dans  un  article  de  la  Nouvelle  Correspondance  Mathématique 
(u  1 ,  p.  175),  M.  Catalan  cherche  à  démontrer  le  théorème  sui- 
vanl  : 

•  «  Dans  toute  courbe  algébrique,  le  nombre  des  points  situés  à 
l'infini,  sur  la  courbe  et  sur  une  asymptote  quelconque,  est  néces- 
sairement pair.  9 


(')  Salmon  ne  dit  rien  de  ces  relations  métriques,  sauf  un  mot  sur  la 
transformation  où  les  aires  correspondantes  sont  égales.  Il  montre,  ce  qui 
est  facile,  qu'elle  est  linéaire  (n«  351,  fin). 

II.  4 
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Je  vais  exposer  les  raisons  qui  me  portent  à  ne  pas  admettre 
ce  théorème.  Mais ,  d'abord ,  il  faut  observer  que  si  y  dans  ceue 
question,  simple  en  apparence,  il  peut  y  avoir  divergence  d*opi- 
nions  entre  esprits  droits,  c'est  précisément  parce  que  renoncé 
même  renferme  quelque  chose  de  vague,  d'arbitraire,  de  con- 
ventionnei  Toutefois ,  les  diverses  conventions  dont  on  peut  se 
servir  pour  définir  et  compter  les  points  à  Tinfini,  communs  à 
une  courbe  et  à  son  asymptote,  doivent  s'accorder  entre  elles  (*). 

M.  Catalan  mène  deux  parallèles  à  Tasymptote  (de  part  et 
d'autre  de  celle-ci)  et  appelle  n  et  n'  les  nombres  respectifs  de 
points  d'intersection  réels  (  et  à  distance  finie }  de  ces  parallèles 
avec  la  courbe.  €  n  -h  n'  *  dit-il,  «  est  pair  (Corollaire  H).  » 

Or  si ,  dans  le  Corollaire  II,  les  droites  d  et  d'  sont  des  paral- 
lèles à  une  asymptote,  le  coefficient  de  x^f  dont  il  est  question 
dans  la  Remarque  (2),  s'annule  bien  certainement  (**).  D'après 
cette  même  Remarque,  il  semble  donc  que  l'énoncé  et  la  démon- 
stration du  Lemme  dont  on  invoque  un  corollaire  soient  ici  en 
défaut.  Cependant  il  suffit ,  pour  l'exactitude  du  lemme ,  que  le 
nombre  *  des  termes  en  ocr,  oc*"* ...,  ac*"^*"^  qui  s'annulent,  soit 
le  même  pour  la  droite  d  que  pour  la  droite  d',  ce  qui  arrive 
en  effet.  Alors  m  sera  remplacé  par  w  —  *,  mais  n  et  n'  seront 
encore*  de  même  parité ,  et  par  conséquent  n-i-  n'  est  bien  un 
nombre  pair. 

Cela  posé,  l'auteur  appelle  p  le  nombre  des  points  réels  d'inter- 
section, à  distance  finie,  entre  la  courbe  et  l'asymptote  et  il  admet 
que  n-^n'  —  2/>  représente  le  nombre  des  points  à  l'infini  com- 
muns à  l'asymptote  et  à  la  courbe  (***). 

Ceci  revient  à  définir  ces  derniers  points  comme  résultant 
exclusivement  de  l'éloignement  progressif  et  illimité  de  tous  les. 


(*)    Oui,  pourvu  qu'elles  soient  également  bonnes.  (£.  G.) 

(**)  C'est  là,  semble- 1- il,  une  assertion  erronéel  Si,  dans  Téquation 
xmy  s=  4,  on  fait  y  =  se  (a  étant  difiFérent  de  zéro) ,  le  coefficient  de  x"  ne 
s'annule  pas.  (£.  G.) 

(***)  Mon  savant  confrère  dit  que  y  admets,  quand  j'ai  tAclié  de  démontrer. 
Ma  démonstration  est-eile  inexacte?  Voilà  toute  la  question.     (E.  G.) 
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points  réels  qui  sont  situés  d'abord  à  des  distances  iinies,  sur  la 
courbe  et  sur  Tune  quelconque  des  deux  sécantes  dont  il  a  été 
question. 

Cest  là  une  convention  admissible  a  priori,  mais  qui  a  lé 
défaut  grave  d'être  en  contradiction  avec  cette  autre  convention, 
plus  naturelle  et  plus  importante ,  selon  moi  :  qu'en  additionnant 
le  nombre  des  racines  réelles  déterminées  (ou  des  points  réels  ), 
celui  des  racines  imaginaires  ou  des  points  imaginaires,  et  celui 
des  racines  infinies  ou  des  points  à  l'infini,  résultant  de  la  com- 
binaison des  équations  respectives  d'une  courbe  et  d'une  droite 
quelconque,  on  doit  reproduire  le  degré  de  Téquation  de  la 
courbe  (*). 

Dans  l'hyperbole,  les  deux  conventions  s'accordent  à  établir 
que  chaque  asymptote  rencontre  la  courbe  en  deux  points  h  l'in- 
uni;  mais  pour  l'asymptote  du  folium  de  Descartes,  par  exemple, 
M.  Catalan  ne  doit  trouver  que  deux  points  à  l'infini,  tandis  que 
j'en  trouve  trois,  deux  sur  l'un  des  bras  et  un  sur  l'autre  (**). 
La  raison  de  symétrie  qui,  à  première  vue,  semble  infirmer  cette 
conclusion  n'a  ici  aucune  valeur,  attendu  que  la  symétrie  par 
rapport  à  la  courbe  n'existe  que  pour  la  position  finale  de  l'asymp- 
lole  (***),  mais  non  pour  les  positions  qu'elle  a  successivement 
occupées  en  convergeant  par  rotation  vers  cette  limite.  J'ai  soin 
d'amener  l'asymptote  vers  sa  position  définitive  (***),  par  rotation 
et  non  par  translation,  comme  M.  Catalan^  parce  que,  dans  ce  der- 
nier mode  de  convergence,  j'obtiendrais  déjà  des  points  à  l'infini 


{•)    Pourquoi?  (E.  C.) 

(•*)  Sî,  dans  Téquation  or* -*-  y*  —  ^axy  :=  0,  on  fait  y  =  —  «  —  a,  on 
Irouye 

ô{a  —  a)  T*  -¥■  5«  (a  —  «)  .r  —  <,;•  =  0- 

Cornaient  cette  équation ,  qui  a  deux  racine»  réelles  quand  a  est  compris 
entre  0  et  a,  en  aorait-elle  troii  si  a  =s  o?  Est-ce  que  mon  honorable  con- 
tradicteur adopterait  la  théorie  de  Lef^bure  de  Fourcy  {Nouvelles  Annahs 
de  Mathémati^s,  t.  I)  ?  Je  ne  le  pense  pas.  (E.  C) 

(*'•)  Est-ce  que  l'asymptote  est  une  droite  variable?  (E.  C.) 
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dans  les  positions  préalables,  et  la  difficulté  ne  serait  que  dé- 
placée (*). 

Mais  on  peut,  cependant,  considérer  Tasymptote  eomme  la 
limite  des  sécantes  qui  lui  sont  parallèles,  en  supposant  que  cha- 
cune de  ces  dernières  ait  d*abord  convergé  vers  sa  position,  de 
là  même  manière  que  Tasymptote  a  convergé  vers  la  sienne 
propre,  c*est-à-dire  par  une  rotation  dans  un  sens  déterminé,  le 
même  pour  Tasymptote  et  pour  toutes  les  sécantes.  On  en  déduit 
le  moyen  le  plus  simple  de  distinguer  celui  des  deux  côtés  de 
Tasymptote  sur  lequel  il  n'y  a  qu'un  point  de  rencontre  avec  la 
courbe  :  cest  le  côté  où  une  sécante  mobile,  immédiatement 
avant  de  devenir  asymptote  par  rotation,  rencontrait  déjà  la 
courbe. 

En  résumé,  c'est  parce  que  j'attache  plus  d'importance  à  la 
seconde  convention  qu'à  la  première,  que  je  n'admets  pas  le  théo- 
rème de  M.  Catalan.  Je  ne  dis  pas  qu'il  soit  inexact.  Il  n'y  a  pas 
ici  d'exactitude  ou  d'inexactitude  absolue.  Il  s'agit  plutôt  d'une 
question  de  mots  que  d'une  question  de  faits  {**), 

Une  observation,  mise  en  note  au  bas  de  la  page  178  de  la 
Nouvelle  Correspondance,  est  ainsi  conçue  : 

«  Plusieurs  Géomètres,  très-estimables  d'ailleurs ,  admettent, 
a  priorif  que  Vasymptole,  et  une  même  branche  de  la  courbe ,  ont 


(*)  Par  un  point  0,  intérieur  à  la  boucle  du  folium,  menons  une  trans- 
versale quelconque.  Soient  a,  b  les  points  où  cette  droite  coupe  la  boucle, 
et  c  le  point  où  elle  coupe  Tune  des  branches  infinies.  Quand  la  transver- 
sale, en  tournant  autour  du  pôle  0,  tend  à  devenir  parallèle  à  Tasymptote, 
les  points  a,  b  convergent  vers  deux  points  A,  B,  symétriques  relativement 
au  pôle,  et  la  distance  Oc  augmente  au  delà  de  toute  limite.  Il  semblerait 
donc,  contrairement  au  théorème  cité,  et  contrairement  aussi  à  Topinion 
émise  par  M.  de  Tilly,  que  h  foliutn  et  l'asymptote  ont,  à  Vinfini,  un  seul 
point  commun*  Cette  conclusion ,  inadmissible,  montre  bien  que  le  vrai 
moyen  d'y  voir  un  peu  plus  clair,  dans  cette  question  de  points  situés  à 
rinfini,  est  de  prendre  la  droite  mobile,  parallèle  à  Tasymptote.    (E.  C.) 

(**)  Est-ce  qu'il  ne  s'agit  pas,  surtout,  d'une  question  de  définition? 

(E.  C.) 
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au  moins  deux  points  communs,  situés  à  Vinfini.  Cette  manière 
de  voir  ne  me  parait  pas  acceptable.  A  plus  forte  raison  ne  sau* 
rais-je  croire  à  Xaxiome  suivant  :  «  On  peut  considérer  une  droite 
»  comme  une  courbe  fermée,  dans  laquelle  un  point  situé  à  l'infini 
>  forme  la  jonction  des  deux  bras  qui  s'étendent  dans  les  deux 
»  sens  opposés;  »  ou  à  d'autres  du  même  genre.  » 

Tout  ce  qui  précède  montra  clairement  que  je  rejette,  comme 
M.  Catalan,  la  première  de  ces  propositions.  Quant  à  la  seconde, 
c'est  tout  simplement  un  énoncé,  vague  et  défectueux,  de  la  pro- 
priété suivante  : 

«  On  peut  considérer  une  droite  comme  la  limite  d'une  cir- 
conférence [*],  qui  reste  tangente  à  cette  droite  en  un  point 
donné,  et  dont  le  rayon  grandit  indéfiniment.  » 

Sous  cette  forme  rectifiée,  la  propriété  en  question  est  iiffecti- 
vement  un  axiome  de  la  Géométrie,  car  c'est  Tune  des  mille  pro- 
positions connties  par  lesquelles  on  pourrait  (si  l'on  y  trouvait 
un  avantage  sérieux)  remplacer  Yaociome  des  parallèles  ou  postur 
latum  d'Euclide  (**). 


[*]  D'autres  courbes  fermées  peuvent  jouer  ici  le  même  rôle  que  la  cir- 
conférence. 

(**)  Ici  je  suis  complètement  d'accord  avec  mon  honorable  confrère. 
Toiil  est  bien  qui  finit  bien!  (E.  C.) 


\ 
\ 


\ 
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SUR  UNE  FORMULE  DE  M.  DELAUNAY  (*). 

(  Extrait  d'une  lettre  de  M.  Charles  Herinite  à  M.  Paul  Nansion. 


M.  Deiaunay,  dans  sa  Thè^e  sur  la  distinction  des  maxima  et 
minima  qui  dépendent  du  calcul  des  variations  (Journal  db 
M.  LiouviLLB,  t.  VI,  p.  212),  a  donné,  sans  démonstration,  la 
formule  suivante  : 

PDrQ=  DrPQ  —  m.lÇ-'P'Q  -^  m,Dr-'P"Q  -* i-  (—  iy"P<-Hî, 

où  P  et  Q  sont  deux  fonctions  de  x,  m|, ut), ...  étant  les  coefiB- 
eients  de  x,  x*, ...  dans  la  puissance  (1  -h  x)"*.  On  peut  rétablir 
facilement,  si  Ton  observe  que  tous  les  termes  du  second  membre 
donnent,  en  développant  les  dérivations  indiquées,  des  résultais 
compris  dans  cette  forme  : 

AP<«)Q  ^  BP<— *>Q'  H-  CP<— «JQ"  +  ...  +.  LPQ<*>, 

les  coefficients  A,  B,G, ...,  L  dépendant  seulement  de  m.  Leur 

somme  peut  donc  être  représentée  par  l'expression  de  même 

nature  : 

aP(«)Q  -h  6Pî—«>Q'  -t-  <;P<"-«)Q"  ^     •  +  /PQ(->; 

et  il  suffira,  pour  obtenir  les  coefficients  numériques  a» 6, ...,  l^ 
de  faire  une  hypothèse  particulière  convenable  sur  les  fonctions 


(*)  Charles -Eugène  Dclaunay,  né  à  Lusigny  (Aube),  le  9  avril  1816; 
sorti  de  TÉcole  polytechnique,  le  premier,  en  1856 j  ingénieur  des  mines; 
professeur  à  la  Sorbonne  et  à  TÉcoIe  polytechnique;  membre  de  Tlnslilut; 
directeur  de  TObsenratoire;  noyé,  dans  la  rade  de  Cherbourg,  le  5  août  1879. 
Tous  ceux  qui  Tout  connu  le  regrettent  et  ont  déploré  la  terrible  catastrophe 
qui  a  mis  fin  à  une  si  belle  existence. 

La  Mort  a  dei  rigueurs  k  nult«  autre  pareilles! 

(E.  C.) 
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P  et  Q.  Soil,  à  cet  effet  :  P  =  c^,  Q  =  e''.  On  sera  ainsi  conduit 
à  ridentité 

Or,  en  effectuant  les  dérivations  et  supprimant  dans  les  deux 
membres  le  facteur  exponentiel,  elle  prend  cette  forme  : 

(p  -+-  qr  —  tnip  {p  -t-  qf)— '  -+-  »i^'  (p  -^  y)*"* -t-  (—^pp*" 

=  ap'"  -+-  ôp* ~*  -+-•••-♦-  /qr"*; 

ei,  le  premier  membre  se  réduisant  à  (p  -h  q  —  p)'",  cost-à-dire 
simplement  à  (f,  on  voit  qu'en  effet  les  coefficients  a,  6, ...  dis- 
paraissent» sauf  le  dernier  qui  a  pour  valeur  Tunité. 

Paris,  25  novembre  1875. 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  P.  S,  :  La  question  65  (*)  me  semble 
exiger  quelques  explications. 

En  théorie  pure ,  l'intérêt  que  présente  une  question  ne  dé- 
pend en  rien  de  la  personnalité  de  celui  qui  Ta  posée;  mais  il  est 
loin  d'en  être  de  même  dans  la  pratique.  Je  commence  donc  par 
cette  affirmation,  que  les  problèmes  énoncés  dans  la  question  6S 
ont  été  réellement  posés  par  P.  Fermât,  Les  mémoires  de  ce 


(*)   En  voici  renoncé  : 

i»  Méthode  pour  ranger  un  carré  quelconque  en  carré  magique. 

2<*  Question  du  carré  22',  qui  reste  planétaire  si  l'on  enlève  trois  enceintes, 
puis  encore  deux  à  la  même  condition  (sic) ,  puis  encore  une  seule  à  la  même 
condition, 

3»  Nombre  de  solutions  qui  peuvent  arriver  à  chaque  carré. 
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grand  homme  ont  été  publiés  par  son  fils,  Samuel  Fermai  ÇToW' 
louso,  1679)  (*)  ;  on  en  trouve  encore  quelques  exemplaires  dans 
les  principales  bibliothèques  de  la  France.  Cette  publication  est 
terminée  par  le  recueil  des  lettres  de  Format.  Deux  de  ces  lettres 
concernent  la  question  qui  nous  occupe;  elles  sont  toutes  deux 
adressées  au  père  Mersenne;  j'en  copie  les  passages  suivants  : 

Première  lettre  :  «  J  ai  vu  plusieurs  talismans  où  quciques- 
»  uns  de  ces  carrés  sont  décrits,  et  parmi  plusieurs,  un  grand 
>  d  argent  qui  contient  le  49  rangé  selon  la  méthode  de  Bachet; 
»  ce]] qui  fait  croire  que  personne  n'a  connu  la  générale  ni  le 
»  nombre  de  solutions  qui  peuvent  arriver  à  chaque  carré.  Si  I» 
»  chose  est  sue  à  Paris,  vous  m'en  éclaircirez;  en  tout  cas,  je 
»  ne  la  dois  qu'à  moi  seul.  > 

Autre  lettre,  dont  la  date  n'est  pas  indiquée  (**),  mais  qui  pa- 
rait postérieure  à  la  précédente  : 

«  J'ai  reçu  avec  satisfaction  votre  lettre,  accompagnée  de  celle 
»  de  M.  Frénicle,  qui  me  confirme  en  l'estime  que  je  faisais  de 
»  lui.  J'y  réponds  succinctement,  et,  premièrement,  sur  ce  qu'il 
»  a  douté  que  j'eusse  une  méthode  générale  pour  ranger  tous  les 
»  carrés  pairs  à  l'infini,  je  vous  prie  de  l'assurer  du  contraire; 
»  car  il  est  très-certain  qu'il  y  a  plus  de  dix  ans  que  je  la  décou- 
•  vris ,  et  en  donnai  dés  lors  des  exemples  sur  des  carrés  plus 
»  hauts  que  ceux  de  Bachet,  comme  M.  Despagnet  vous  pourrait 

»  témoigner j'avoue  que  je  n'avais  pas  vu  toutes  les  manières 

»  qui  y  conduisent,  puisque  je  doutais  même  que  le  carré  pût 
»  rester  magique  en  levant  une  seule  enceinte.  Mais  ayant  trouvé 
»  une  règle  pour  les  ordonner  en  beaucoup  de  façons,  je  crus 
»  qu'elle  les  contenait  toutes  ;  ce  qui  me  semble  excusable, 
»  puisque  je  vous  envoyai  ma  lettre  aussitôt  après  la  première 


(*)  Et  réimprimés,  en  fac-similé,  à  Berlin,  en  186 i.  (E.  C.) 

(**)  La  date  de  la  première  ne  Test  pas  non  plus,  au  moins  dans  PéditioD 
de  Berlin.  (E.  G.) 
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»  méditation  que  j'eus  faite  sur  ce  sujet.  Depuis  que  j'ai  reçu  la 
>  dernière  de  M.  Frénicle,  j'ai  aussitôt  découvert  la  question  du 
»  carré S2(^*);  en  sorte  qu'en  levant  trois  enceintes,  il  reste  pla- 
II  nétaire,  et  du  restant  encore  deux,  et  qu'il  demeure  magique, 
■  et  puis  une  seule,  du  reste,  à  la  même  condition.  > 

Vous  dites  ensuite,  Monsieur  le  rédacteur,  que  l'énoncé  de 
ces  problèmes  est  très-obscur.  Je  pourrais  l'élucider  en  peu  de 
mots,  mais  cela  serait,  je  pense,  inutile.  Le  lecteur  qui  voudra 
s'occuper  de  la  solution  de  la  question ,  devra  préalablement  lire 
ce  qui  a  été  publié  jusqu'à  ce  jour,  et  dès  lors  l'énoncé  deviendra 
pour  lui  parfaitement  intelligible  (**). 

D'ailleurs,  ce  qui,  è  ma  connaissance,  a  été  publié  concernant 
ce  sujet,  n'est  pas  bien  long,  et  se  réduit  aux  travaux  suivants  : 

1"  Traité  des  carrés  magiques,  par  Frénicle.  On  le  trouve  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  royale  des  sciences,  tome  V  (le  mot 
iraité  se  traduirait  aujourd'hui  par  Mémoire)  (***). 

2**  Trois  articles  par  M.  De  la  Hirc  :  on  les  trouve  dans  VHiS" 
icire  de  l'Académie  royale  des  sciences,  année  1705. 

Ces  travaux  reproduisent  d'ailleurs  tout  ce  qui  avait  été  écrit 
antérieurement  sur  la  matière,  par  Moscopule,  auteur  grec  an- 
cien ('^,  par  Bachet  et  par  quelques  autres  géomètres. 

Euler,  dites-vous ,  s'est  occupé  des  carrés  magiques  ;  oui ,  mais 


(')  Fermât  ne  dit  pas  :  J'ai  découvert  la  question;  mais  :  «  J'ay  aussi-tôt 
découvert  que  la  question  du  quarré  22  étoit  de  ma  portée,  »  La  version  de 
notre  honorable  correspondant  renferme  encore  d'autres  inexactitudes. 
Tradutore,  traditore!  (E.  C.) 

(**)  Cette  dernière  phrase  justifie  notre  assertion.  (E.  G.) 

(***)  Il  a  été  reproduit  dans  un  volume  intitulé  :  Résolution  des  quatre  prin- 
eipcntx  problèmes  d'Architecture  par  M.  Blondel,  et  ouvrages  de  Mathématique 
de  M.  Frénicle,  Amsterdam,  chez  Pierre  Mortier,  1786.  (  E.  C.) 

{*")  Pas  si  ancien  :  «  Il  y  a  eu,  »  dit  Montucla,  «  deux  Emmanuel  Mosco- 
■•  pule,  Tun  en  4392,  et  Tautrc  en  I4R0.  On  ignore  auquel  des  deux  appar- 
•  lient  le  traité  dont  il  est  ici  question.  »  (E.  G.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  58  — 

sans  succès,  je  pense.  S*il  a  laissé  quelque  chose  à  ce  sujet,  je 
serais  bien  aise  de  rapprendre.  Il  est  d'ailleurs  très-probable 
qu'il  s'en  est  occupé  : 

1^  Parce  qu'il  a  laissé  une  question  (sans  solution)  qui  est 
reproduite  dans  la  Théorie  des  nombres,  de  Liegendre  (t.  II,  §  17) 
et  qui  rappelle  vaguement  les  carrés  magiques  (*); 

2*  Parce  qu'il  a  abordé  toutes  les  questions  posées  par  Fer- 
mat,  sauf  peut-être  celle-là  ; 

3*  Parce  que  les  questions  numériques  étaient  celles  qui  pas- 
sionnaient le  plus  ce  grand  génie... 


(*)  Suivant  Legendre  (Théorie  des  nombres,  t.  Il,  p.  144),  Euler  se  pro- 
pose dé  disposer  en  carré  seize  nombres  : 

A,  H,  C,  D, 

K.  F,  G,  II, 

I,  K,  L,  M. 

N,  0,  P,  Q. 

de  manière  que  :  la  somme  des  carrés  des  nombres  soit  égaie  dans  chacune  (kt 
quatre  Hgnes  horizontales,  égale  aussi  dans  chacune  des  quatre  ligne»  rerii- 
cales,  et  dans  les  deux  diagonales. 

Euler  affirme  qu  il  possède  la  solution  du  problème,  et  il  indique  celle  ci  : 

68,  19,  41,  57. 

17,  31,  79.  3i, 

59,  28,  'iZ,  61, 

11,  77,  8,  49. 

N'est-ce  pas  là  un  carré  magique,  et  plus  magique  encore  que  le»  carre* 
dont  Fermai,  Bachel  el  Fréniclc  se  sont  occupés?  (E.  <'.) 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  11. 

Par  un  point  donné  y  mener  une  sécante  telle  ^  que  le  segment 
intercepté  entre  les  côtés  d'un  angle  donné  soit  vu,  d'un  autre 
point  donné,  sous  un  angle  connu. 

Soient  P  le  point  donnée  ASB  Tangle  donné ,  0  le  point  d'où 
le  segment  inconnu  doit  être  vu  sous  un  angle  6  (*). 

Autour  du  point  0»  faisons  tourner  Tangle  6  :  soient  a,  a'  les 
points  où  les  côtés  de  cet  angle  coupent  SA ,  SB.  Il  est  visible 
que  les  points  a,  a'  forment,  sur  SA,  SB,  des  divisions  homogra- 
phiques  ;  donc  les  droites  aa'  enveloppent  une  conique  (Cuàslbs, 
Géométrie  supérieure,  p.  400.  —  Sections  coniques,  p.  9). 

Par  le  point  P,  menons  les  tangentes  à  cette  conique  :  elles 
satisfont  à  la  question. 

Autrement,  Sur  SA,  prenons  un  pointa;  menons  la  trans- 
versale Pa,  qui  coupe  SB  en  6.  Tirons  Oa  et  faisons,  en  0,  un 
angle  aOa'  égal  à  6  :  le  second  côté  coupe  SB  en  a'.  Si  le  point  a 
se  déplace  sur  SA,  les  points  6  et  a',  se  déplaçant  sur  SB,  for- 
meront deux  divisions  homographiques,  dont  les  points  doubles 
satisferont  à  la  question.  H.  Brocard. 

Autre  ••laiton. 

Soient  :  M,  C  (*)  le  premier  et  le  second  point  donnés;  AOB 
langle  donné;  MA,  MB  des  parallèles  aux  côtés  de  cet  angle; 
XY  la  sécante  cherchée,  passant  par  M;  a,  Tangle  connu  XCY. 


(  •;     Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure. 
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Menons  AU,  BV,  respectivement  parallèles  à  XC,  YC,  et 
terminées  à  la  droite  OC.  Nous  avons 


0\   0»   .  ,.    OU   OA   OV   OB 
donc 


OX   OY    ^^    OC   OX   OC   OY 


OL  ^-OV  =  OC, 
ou 

ou  =  cv. 

De  là  résulte  que  si,  par  le  point  donné  C,  on  mène  CD  égak 
et  parallèle  à  la  droite  connue  \0,  la  droite  DV  sera  égale  et 
parallèle  à  UA,  ou  parallèle  à  CX. 

Mais  Tangle  BVD  est  égal  à  a  ou  au  supplément  de  a,  suivant 
que  BD  traverse  ou  ne  traverse  pas  OC.  Par  suite,  si  nous  con- 
struisons, sur  BD,  un  arc  capable  de  Tangle  a  ou  de  son  sup- 
plément, rinterseciion  de  cet  arc  avec  OC,  sera  le  point  V.  El 
comme  CY  est  parallèle  à  BV,  le  problème  est  complètement 
résolu. 

Il  y  a  généralement  deux  solutions.  Elles  peuvent  se  réduire  à 
une  seule,  et  même  disparaître.  La  discussion  est  facile  :  nous  en 
laissons  le  soin  au  lecteur.  Laisant. 


Note  du  rédacteur.  M.  le  capitaine  Laisanl,  Tun  de  nos  plus 
zélés  collaborateurs,  est  arrivé  à  réiéganie  construction  qui  pré- 
cède, au  moyen  des  éqiiipollences  (**).  Afin  de  ne  pas  embarras- 
ser nos  jeunes  lecteurs,  nous  nous  sommes  permis  de  modificTi 
quelque  peu ,  la  démonstration  et  les  notations  de  Tautcur. 


(*)  Cette  première  égalité  constitue  Véqu€Uion  de  la  ligne  droite,     (E.  Cj 
(**)  Exposition  de  la  Méthode  des  équipollences,  par  G.  Bellatitis;  traduit 
(le  ritalieu  par  M.  Laisant,  capitaine  du  Génie.  —  Paris,  Gauthicr-Villars; 
Liège,  Dcccj. 
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Question  64. 

Étant  donnée  la  relation  / 

<^«'««fe'-^-  H.  Brocard. 

Si  Ion  fait 


et  que  l'on  élimine  x,  TéquaMon  proposée  devient 

Appliquant  le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  fonctions,  on 
trouve 

'(y^ ^y 

Laisant  (*). 

Question  éd. 

On  donne  trois  circonférences,  ayant  même  axe  radical  01. 
On  les  coupe  par  une  quatrième  circonférence.  Soient  A,  A';  B,  B'; 
C,  C  les  couples  de  points  ainsi  obtenus.  Démontrer  que  les  cordes 
AA',  BB',  ce  se  rencontrent  en  un  même  point  de  01. 

H.  Brocard. 

M.  Tesch  démontre,  assez  simplement,  que  le  théorème  peut 
être  généralisé  ainsi  : 

On  donne  un  nombre  quelconque  de  circonférences,  Ci^G^,  Q,.., 
Ci, ...  Cnt  ayant,  deux  à  deux,  même  axe  radical  XY.  On  cherche 


(*}  Nous  engageons  nos  jeunes  abonnés  à  vérifier  les  résultais  précédents, 
qui  nous  sont  communiqués  par  M.  le  capitaine  Brocard.  (E.  C.) 
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Voxe.  radical f  R,,  de  la  circonférence  C  et  de  la  circonférence  C, 
Tous  ces  axes  radicaux,  R|,  R^^ ...  R/^ ...  Rn,  se  coupent  en  un 
même  point  de  X Y. 

Du  reste,  le  théorème  de  M.  Brocard,  même  généralisé,  est 
à  peu  près  évident.  Car  le  centre  radical  de  trois  circonférences 
A,  B,  C,  ne  change  pas,  si  C  est  invariable,  et  que  XY,  axe 
radical  de  \,  B,  soit  donné. 

Autres  solutions  par  MM.  Van  Aubel  et  Guillet. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 


67.  Théorème.  La  somme  des  puissances  d'un  point  quel- 
conque, par  rapport  aux  circonférences  décrites  sur  les  quatre 
côtés  d'un  quadrilatère,  comme  diamètres,  est  égale  à  quatre 
fois  la  puissance  du  même  point,  par  rapport  à  la  circonférence 
ayant  pour  diamètre  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diago- 
nales. (Laisant.) 

6S.  Théorème.  Soient  :  A,  B,  C,  ...  un  système  de  points, 
situés  sur  un  plan;  G,  leur  centre  de  gravité;  R,  une  circonfé- 
rence quelconque ,  passant  par  le  point  G.  La  somme  des  puis- 
sances des  points  A,  B,  C, ...,  par  rapport  à  la  circonférence  R, 
égale  GS*  H-  GR*  ■+  G"C*  -+  ...  (L.) 

69.  Théorème.  Soient  :  Xun  point  mobile  sur  un  plan;  XV,  sa 
vitesse;  XJ,  son  accélération  ;  0  un  point  fixe  du  plan.  L'aire  du 
triangle  OXJ  mesure,  à  chaque  instant,  la  dérivée,  par  rapport 
au  temps,  de  Taire  du  triangle  OXV.  (L.) 

70.  Théorème.  Soient,  sur  un  plan,  trois  circonférences,  ayant 
pour  centres  Cj,  Cj,  Cj;  0,  leur  centre  radical;  M,  un  point 
quelconque  du  plan.  Les  différences  des  puissances  du  point  M) 
par  rapport  aux  trois  circonférences,  sont  respectivement  pro- 
portionnelles aux  projections  des  côtés  du  triangle  Ci,  C^^Cs, 
sur  la  droite  OM.  (L.) 
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71.  Théorème.  Soient  :  M,  un  point  d*une  courbe  plane; 
MT,  la  tangente;  R,  le  centre  de  courbure;  t  et  p,  les  angles 
que  forment  respectivement,  avec  une  direction  quelconque,  fixe 
dans  Vegpace,  les  droites  MT  et  MR;  s,  Tare  MqM  de  la  courbe, 
compté  à  partir  d^une  origine  fixe  Mq.  On  a 

d cos  p  cos  r 

~d8  Ir'  (L.) 

7t.  On  a,  sur  un  plan,  n  points  mobiles  Xj,  Xj, ...  X«,  res- 
pectivement animés  des  vitesses  XiV,,  X^Vj,  ...  X«V,.  Pour 
chacun  d'eux,  on  construit  le  triangle  OAY,  directement  sem- 
blable à  OXV,  OA  étant  une  droite  fixe,  de  longueur  donnée. 
Pour  un  point  Z,  ayant  la  vitesse  ZU,  on  construit  aussi  le 
triangle  OAT,  directement  semblable  à  OZU.  Gomment  le  point  Z 
doit-il  être  déduit  des  points  X^,  X^, ...  X,,  pour  que  T  soit,  à 
chaque  instant,  le  centre  de  gravité  des  points  Yj ,  Y^, ...  Y^  ? 

(L.) 

7».  Soient,  sur  une  circonférence  ayant  0  pour  centre,  AqAi  , 
AiAj,  A3A3, ...  une  suite  indéfinie  d'arcs  consécutifs,  égaux  entre 
eux.  On  porte,  sur  les  rayons,  les  longueurs  respectives:  OA©, 
OA, ,  OB,  =  i  OAj,  OB3  =  ^  QBa,  OB4  =  {  OB5, ...  Cela  étant, 
on  considère  OAq,  0A|,  OB^,  OB3,  OB4, ...,  comme  un  système 
de  forces ,  en  nombre  infini ,  appliquées  en  0  ;  et  Ton  demande 
de  déterminer  leur  résultante,  si  celle-ci  existe  en  réalité. 

Examiner  le  cas  particulier  où  les  arcs  AqAi,  A|A<t, ...  sont 
égaux ,  chacun ,  à  un  quadrans.  (L.) 

74.  Soient: 

s,  la  demi-somme  des  bases  d'un  trapèze; 
s'y  la  demi-somme  des  diagonales  ; 
d,  la  demi -différence  des  diagonales; 
A,  Taire  du  trapèze. 

Démontrer  que 

A  =V/—  («  -4-  s')  (8  -  8)  (8  -♦-  rf)  (8  — rf). 

(De  Tilly.) 
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75.  Par  lo  centre  de  similitude  externe  de  deux  circonférences 
C,  G',  on  mène  une  sécante  quelconque,  qui  rencontre  ces  lignes 
en  A,  By  A',  B',  Soient  D,  D' les  circonférences  qui  touchent  C, 
C,  respectivement,  aux  points  anti-homologues  A  et  B',  A'  et  B. 
Lorsque  la  sécante  tourne  autour  de  S  : 

1  •*  La  différence  des  rayons  D,  D'  reste  constante  ; 

^'^  Le  centre  de  similitude  interne  des  D,  D' décrit  Taxe  radical 
de  C,  G';  et  le  centre  de  similitude  externe  décrit  une  hyperbole; 

3"  Le  pied  de  Taxe  radical  de  D,  D'  parcourt  une  circonfé- 
rence. (J.  Nbubbrg.) 

76.  Théorème.  La  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres 
entiers  n'est  jamais  un  carré,  excepté  si  n  =  â4.    (É.  Licas.) 

77.  Théorème.  La  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres 
entiers  n'est  ni  un  cube,  ni  une  cinquième  puissance. 

(É.  L.) 

7S.  Théorème.  La  somme  des  carrés  des  n  premiers  nombres 
impairs  n'est  ni  un  carré,  ni  un  cube,  ni  une  cinquième  puissance. 

(É.  L.) 

79.  Théorème.  La  somme  des  cubes  des  n  premiers  nombres 
impairs  n'est  ni  un  cube,  ni  un  bicarré,  ni  une  cinquième  puis- 
sance. (É.  L.) 

§0.  Théorème.  La  somme  de  deux  cubes  consécutifs  n'est 
jamais  un  carré,  excepté  si  ces  eubes  sont  1  et  8.    (É.  L.) 

81.  Théorème.  La  différence  de  deux  cubes  consécutifs  n'est 
jamais  un  bicarré  (*).  (É.  L.) 


(')  Ces  curieux  théorèmes,  dont  M.  Lucas  n'a  pas  fait  connaître  les  dé- 
monstrations, sont  extraits  d'un  Mémoire  intitulé  :  Recherches  sur  l'Analyse 
indéterminée.  La  propriété  dont  jouissent  les  nombres  8  et  9  a  donné  lieu  au 
théorème  empirique  suivant  :  dettx  nombres  entiers  consécutifs ,  autres  que 
8  et  9,  ne  peuvetit  être  des  puissances  exactes.  Voir  nos  Mélanges  malhétnati- 
ques ,  \cs  Nouvelles  Annales ,  etc.  (E.  C.) 
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SUR  LES  POLYGONES  aRCOHSCRITS  A  UHE  COHIQUBs 

par  H.  J.  Neubkrg,  professeur  à  l'Âthénâe  de  Bruges. 
(Fm.Toîrt.  II,p.  S4.) 


15.  Il  est  facile  de  voir  qu*une  courbe  quelconque,  d'ordre 
n — 19  qui  passe  par  tous  les  sommets  d'un  polygone  de  n  côtés; 
circonscrit  à  la  conique  K,  peut  être  considérée  comme  direc- 
trice d'une  involution  du  n'*"*  degré. 

En  efiet,  l'équation  d'une  telle  courbe,  mise  sous  la  forme  (13), 
est  vérifiée  quand  on  pose 

f{p)  =  mf{p),    f{Pi)  =  mf{pt); 

et  les  points  ainsi  déterminés  sont  les  sommets  d'un  polygone 
circonscrit  à  K,  et  représenté  par 

16.  Examinons  si  une  courbe  quelconque,  du  (n — 1  )'^ degré, 
peut  être  considérée  comme  directrice  d'une  involution  de  poly- 
gones de  n  côtés,  circonscrits  à  une  conique  K,  inconnue. 

Représentons  par 

F(Ji,,i„>,)  =  0 (15) 

la  courbe  générale  du  (n — 1)**^  degré,  rapportée  à  un  triangle 
de  référence  quelconque^  et  par 

A,|iî -4- A«aî -4-    .  =  0 

la  eonique  K;  An,  A^i^^...  étant  des  coefficients  indéterminés. 


(*}  Le  polynôme  f>(p),  du  n*  iO,  est  d'un  degré  n'  inférieur  à  n.  Mais, 
dans  le  cas  actuel,  Téquation  f(fi)zsaO  doit  être  considérée  comme  ayant 
n  —  n'  racines  infinies,  et  celles-ci  conviennent  au  sommet  {y=s  0,  i3  =sO) 
da  triangle  de  référence.  Ainsi,  la  droite  AG  est  un  côté  (n  —  n')**^^  du 
polygone  circonscrit,  représenté  par  f  {p)=iO. 

II.  5 
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Posons  aussi  : 

a  =  Mti|  -*-  M|>|  -4-  HtJLf , 

p  =  N,itH-N,A,-4-N.A,,  }.....     (16) 

les  quantités  Mi,  M^^  ; ..  étant  choisies  de  manière  que  Ton  ait, 
identiquement  O» 

P"  —  «y  =  AnA  -f-  KnA  -*-   •• 

Par  les  subtitutions  (5)  et  (16),  Téquation  (14),  débarrassée  du 
facteur  p-^Pif  peut  être  ramenée  à  la  forme 

*(i.,li,  ij==0 (J7) 

Il  s*agit  de  voir  si  les  équations  (15)  et  (17)  peuvent  devenir 
identiques.  La  dernière  renferme  les  coefficients  de  la  conique  K 
et  les  2n  quantités  «i,  a„  ...,  P|,  (Sj,  ...  Mais  celles-ci  y  entrent 
en  ne  formant  que  2(n — 1)  indéterminées;  car  on  peut  prendre, 
pour  les  polygones  A',  B',  deux  polygones  quelconques  de  Tin- 
volution  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  se  donner  arbitrairement 
a|  et  P|.  Ainsi,  Téquation  (17)  renferme  2ii-*-  3  indéterminées, 
tandis  que  Téquation  (1 5)  dépend  de  t**-*^"-*-*^  consUntes. 

Cela  posé,  soitd^abord  n=3.  En  exprimant  que  les  équations 
(15)  et  (17)  représentent  la  même  courbe,  on  trouve  cinq  éga- 
lités, entre  lesquelles  on  peut  éliminer  a^,  og,  Pi,  {^s-  Par  consé^ 
quent,  étant  données  deux  coniques j  pour  qu'on  puisse  inscrire 
à  l'une  un  triangle  circonscrit  à  l'autre,  les  coefpHents  de  leurs 
équations  doivent  vérifier  une  certaine  relation  :  si  ceUe<i  a  lieu, 
il  existe  une  infinité  de  triangles  jouissant  des  mêmes  propriétés. 

Si  ns=4,  on  a  le  théorème  suivant  :  Dans  le  plan  d'une  cubique, 
on  peut  trouver  une  infinité  de  coniques  telles,  qu'un  guacfnVa- 
êère,  circonscrit  à  l'une  d'elles,  soit  en  même  temps  inscrit  à  la 


(')  Ceci  peut  se  faire  d'une  infinité  de  manières.  Pour  la  droite  AC«  on 
peut  prendre  une  droite  quelconque  du  plan;  et»  pour  les  droites  AB,  CB» 
les  tangentes  menées  à  la  conique  K,  par  les  points  où  cette  oooièe  reniNmIre 
fa  droite  AC.  (ABC  est  le  triangle  de  référence  des  coordonnées  »,  /3»  y*) 
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» 

première  courbe  :  ks  coefficients  des  équations  de  ces  coniques 
^Mtxnt  vérifier  trois  relations. 

Le  cas  de  n  83  S  est  particulièrement  remarquable.  Gomme 
on  a  alors  quatorze  équations  de  condition,  entre  les  huit  quan** 
ti^  (^>«8f  ^4»<Xtt)9  (^i>  Ps9  Pi»  P»)  e^  1^  cinq  paramètres  de 
la  conique  K ,  U  doit  exister  une  relation  entre  les  coeffidents 
de  réquation  (15).  Ainsi,  étant  donnée  une  quartique,  on  ne 
peut,  en  général,  lui  inscrire  un  pentagone  dont  elle  contienne 
tous  les  sommets;  mais,  sHl  existe  un  seul  pentagone  complet  in- 
scrit, il  existe  une  infinité  de  ces  pentagones,  tous  circonscrits  à 
une  même  conique  (*). 

Enfin,  les  courbes  dont  le  degré  m  est  supérieur  à  quatre, 
donnent  lieu  aux  conclusions  suivantes  :  Pour  qu'il  soit  possible 
de  leur  inscrire  des  polygones  complets,  formés  de  m  + 1  tan- 
gentes d'une  même  conique,  les  coefficients  de  leurs  équations 
doivent  satisfaire  à  **    ~'^  —  5  conditions. 

17.  Si  Ton  considère  les  quantités  (ai,(x^^ ...««),  (Pi,  (3^,...^,..,) 
comme  constantes,  et  qu'on  fasse  varier  p„,  Téquation  (13)  repré- 
sente un  faisceau  de  courbes  passant  par  les  ^  ^**  ~  ^^  ■+-  ^"~*y»^*^ 
ou  (n  —  1)'  sommets  des  deux  polygones  complets  que  forment, 
d*une  part,  les  tangentes  «1,09,  ...a„,  et,  d'autre  part,  les  tan- 
gentes Pi ,  Pj,...  (3.^^. 

On  conclut'de  là  le  théorème  suivant  {paradoxe  de  Cramer)  : 

Les  sommets  de  deux  polygones  complets,  l*un  de  n,  l'autre 
de  n  — r  1  côtés,  circonscrits  à  une  même  conique,  sont  les  points 
fondamentaux  d'un  faisceau  de  courbes  d^ordre  n  -^  1  ;  de  manière 
que  toute  courbe  d'ordre  n —  1,  passant  par^°~*^^^°~"*^(fe  ces 
sommetSy  passe  aussi  par  les^  ^MtreSj-eî  rencontre -iet  côtés  du 
second  polygone  en  n  —  1  nouveaux  points,  situés  sur  une  même 
tangente  à  la  conique. 


(*)  Ce  théorème  est  dû  à  M.  UKinn{Maihêmaii$ehe  Atmàlen,  1 1).  tin 
arliele.de  IL  Gbisba,  inséré  au  Jawmal  de  CreUe,  t  LXIUI,  teôd  à  proaver 
qae  les  pentagones  complets,. inscrits,  éiistent.fiour  une  qu^rtiîine  quel^ 
eonqiie. 
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Le  ihéorème  précédent  conduit  à  une  construction  élégante 
du  neuvième  point  commun  à  toutes  lés  cubiques  qui  passent  par 
les  six  sommets  d*un:  quadrilatère  complet,  donné ,  et  par  deux 
autres  points  donnés,  M  et  M'.  Ce  point  peut  se  déterminer  par 
rintersection  des  tangentes  menées,  de  M  et  M-,  à  laconique 
touchant  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  et  la  droite  MM'  O* 

t§.  Soient 

les  équations  de  trois  polygones  de  n  côtés,  circonscrits  à  une 
même  conique  K  et  n^appartenant  pas  à  une  même  involution. 
Par  les  sommets  de  ces  polygones,  pris  deux  à  deux,  on  peut 
faire  passer  trois  courbes  d'ordre  n —  1,  dont  les  équations  peu- 
vent être  écrites  ainsi  : 

AW     ?(p)      ?{p)     Hp)     Mp)     fip) 


f(?i)     ?(/>t)     ?(/)i)     ^0>i)     ^(p,)     Aip.) 
Les  deux  premières  courbes  se  coupent  en 

in      ly      >i(n-4)^(»-i)(n--2) 

points,  autres  que  les  sommets  du  deuxième  polygone;  on  voit 
facilement  que  ces  points  sont  également  situés  sur  la  troisième 
courbe. 

Par  exemple,  étant  donnés  trois  triangles  quekonqiies,  circon- 
scrits û  une  même  conique,  les  trois  coniques  qui  passent  par  les 
six  sommets  de  deux  de  ces  triangles,  se  coupent  en  un  même 
point. 


C)  Stciner  indique  la  construction  suivante  :  Les  côtés  du  quadrilatère, 
considéra  trob  à  trois,  forment  quatre  triangles,  à  chacun  desquels  oo  peut 
circonscrire  une  conique  passant  par  M  et  M';  les  quatre  coniques  ainsi 
obtenues  ont  un  troisième  point  commun,  qui  est  le  point  cherché.  La 
démonstration  de  cette  ooDstmction  est  bien  simple  :  ehacone  de  ces  coni- 
ques, jointe  à  un  côté  du  quadrilatère ,  forme  une  cubique,  oiroonserite  au 
quadrilatère,  et  passant  par  les  points  M,  M'. 
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f#.  Dans  toiite  involùdon  de  groupes  de  n  points  d'une, 
conique,  il  existe  des  points  doubles,  c^est-à-dire,  des  points  qui 
sont  leurs  propres  conjugués.  Les  paramètres  de  ces  points  sont 
les  racines  doubles  que  peut  avoir  Téquation  (13),  pour  des 
valeurs  convenables  de  m;  ce  sont  donc  les  solutions  communes 
aux  équations 

/•(/>)-*- m?  (p)  =  0,    /•'(p)H.mf'(p)«0, 

ou  les  racines  de 

r{p)?'{p)-rip)?(p)=o. 

Par  conséquent,  dans  toute  involution  du  n****  degré,  il  existe 
2  (  n  —  1  )  points  doubles. 

Soient  CÇy^^  y^, ...  yj  Tun  des  groupes  de  n  points  de  Tinvo- 
lution,  et  C  le  polygone  circonscrit  correspondant  Si  Ton  sup- 
pose que  les  points  yi,  y^  se  confondent,  de  manière  à  donner 
un  point  double  de  Tinvolution,  le  sommet  du  polygone  G',  qui 
se  trouve  à  Tintersection  des  tangentes  yi^  73»  se  confond  aussi 
avec  le  point  double. 

Par  conséquent,  la  conique  fondamentale  et  la  courbe  direc- 
trice d'une  involution  du  n*^  degré  se  coupent  aux  2(n  —  1) 
points  dotibles  de  l'involution. 

De  plus,  comme  les  deux  sommets  du  polygone  C,  situés  à 
rintersection  du  côté  /«(t  >  2)  par  les  côtés  71  et  73,  se  réunis- 
sent en  un  seul ,  la  droite  7,  est  Ungente  à  la  courbe  directrice. 
Donc  la  conique  K,  et  la  courbe  directrice  d'une  involution  du 
n**^  degré,  ont  2(n  —  1)  (n  —  3)  tangentes  communes,  dont  les 
points  de  contact  avec  la  seconde  courbe  sont  situés,  n — 2  à  n — 2, . 
sur  l'une  des  tangentes  menées,  à  la  conique  K,  par  les  points 
doubles  de  l'involution. 

F 

\  ta.  Soient 

/•(p)-f-m^{p)  =  0, (48) 

r(p)-*-m>(p)  =  0 
les  équations  de  deux  polygones  circonscrits  à  K.  Supposons 
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que les  constantes  m^m'  soient  assujéties  à  vérifier  la  relation 

mm'  =  p (19) 

Pour  obtenir  le  lieu  des  points  où  se  coupent  mutuellement  les 
côtés  des  deux  polygones,  il  suflSt  d*éliminer  m  et  m'  entre  les 
équations  (18),  (19)  et 

On  trouve 

/'W/'(p.)-f(/>)f(p,)=o. 

Par  conséquent,  par  les  n^  poinU  où  se  coupent  mutueUement  ks 
côtés  de  deux  polygones  de  n  côtés,  circonscrits  à  une  même 
conique,  on  peut  faire  passer  une  infinité  de  courbes  du  n**^  degré, 
dont  chacune  passe  encore  par  les  intersections  muttielles  des  côtés 
d'une  infinité  d'autres  couples  de  polygones,  circonscrits  à  la  même 
conique.  Tous  ces  polygones  appartiennent  à  une  même  involution. 


HOTE  SUR  LE  TRIAHGLE  ARITHMÉTIQUE  DE  PASCAL 
ET  SUR  U  SÉRIE  DE  LAMÉ; 

par  M.  ÉPO0ARD  Lucas,  professeur  au  Lycée  de  Moulins. 


1,  La  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  combinaisons  : 

s'obtient,  comme  on  sait,  en  partageant  les  combinaisons  de 
m  lettres,  n  à  n,  en  deux  groupes  distincts;  le  premier  groupe 
renfermant  les  combinaisons  qui  ne  contiennent  pas  une  certaine 
lettre;  et  le  second,  les  combinaisons  qui  la  contiennent.  Cette 
formule  peut  s'écrire  symboliquement 

0) c:=c::i(c-»-^), 

en  considérant  les  indices  supérieurs  comme  des  exposants. 
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.  De  même  9  si  Ton  partage  les  combinaisons  Cl  en  divers 
groupes,  par  la  considération  de  deux  lettres,  on  obtient  encore 
la  formule 

ou,  symboliquement. 

On  trouve  de  même  la  formule  générale  : 
(2) C:  =  C:z;(C^1)'. 

On  peut  déduire  immédiatement  la  formule  (2)  de  la  for- 
mule (i),  de  la  manière  suivante. 

Supposons  la  formule  (3)  vérifiée  pour  une  certaine  valeur 
de  p  et  pour  les  valeurs  générales  de  m  et  de  n.  On  obtient,  en 
changeant  m  en  m  —  1 ,  dans  cette  formule,  et  n  en  n  —  1 ,  dans 
le  résultat  nouveau,  les  relations 

c:.,=c:zî_,(c^-i)', 

d'où  en  ajoutant,  et  tenant  compte  de  la  formule  (1) , 

c:  =  c;=;i}(c-i-i)'(CH.|); 
ou  enfin 

La  relation  (2)  est  donc  vérifiée  pour  la  valeur  de  p  aug- 
mentée d'une  unité;  et  ainsi  de  suite.  Cette  formule  ne  diffère, 
que  par  la  forme,  de  la  formule  de  Vandermonde  connue  sous  le 
nom  de  binôme  des  factorielles  ;  mais  la  démonstration  précé- 
idente  nous  parait  plus  simple  que  celle  qu'on  en  donne  habituel 

I  lement. 

!  Cette  formule,  qui  peut  s'écrire 


f 


\ 


c;î;  =  c;cï  ■*-  cicr*  ^  •••  ^cjcj-*-'. 


I  donn^  i»  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  respec^ 
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tivement  tous  les  termes  d*une  ligne  horizontale  du  triangle  arith- 
métique par  ceux  de  la  même  ligne  ou  d'une  autre  commencée  à 
un  terme  de  rang -quelconque;  et,  en  particulier,  la  somme  des 
carrés  des  coefficients  d*une  puissance  quelconque  du  binôme. 
La  formule  précédente  ne  difière  pas,  au  fond,  de  la  formule 


CiHH-M%p 2^  C»|,|  X  Cm\p^ty 


donnée  par  M.  Catalan  dans  son  Cours  d'analyse  (p.  50).  On 
Tobtient  en  multipliant  (1  -f-  x)*"  par  (1  h-  x)*'.  Mais  le  procédé 
que  nous  avons  employé  nous  semble  préférable;  il  permet,  en 
effet,  d'établir  la  formule  ci-dessous,  qui  parait  nouvelle. 

9.  La  formule  fondamentale  de  la  théorie  des  combinaisons 
peut  s'écrire  symboliquement 

(3) c:;zî=c:.i(c~i), 

en  traitant  les  indices  inférieurs^  et  non  pas  les  indices  supérieurs, 
comme  des  exposants.  Changeons  m  en  m — 1,  nous  obtenons 

si  nous  retranchons,  membre  à  membre, 

cr:l(c~i)  =  Ci_.(C--i)(c-i), 
et  si  nous  tenons  compte  de  la  formule  (3)  : 

c:iî=c:.,(c-i),. 

On  a,  de  même,  la  formule  générale 

W c:i;=c:^(c-i)„ 

que  Ton  doit  considérer  symboliquement,  en  traitant  les  indices 
inférieurs  comme  des  exposants,  et  que  Ton  vérifie  par  induction. 
Cette  formule,  qui  peut  s'écrire 

ciii  «  c;c:  -  cjc:..  ^  cjcu.  - ...  ^-  (-  i)'CfCiL,, 

donne  la  somme  des  résultats  obtenus  en  multipliant  p  + 1 
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termes  consécutifs  d'une  colonne  du  triangle  arithmétique,  res- 
pectivement par  les  p  H-  1  coefficients  du  développement  de  la 
puissance  (x — ay.  Si,  en  particulier,  n*=p,  on  a  la  proposition 
suivante  : 

Théorème.  Si  Ton  multiple  p  +  1  termes  consécutifs,  de  la 
j/^  colonne  du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  respectivement 
par  les  termes  de  la  p****  ligne,  pris  alternativement  avec  les 
signes  +  et  — ,  la  somme  des  résultats  est  nulle.    . 

S.  La  formule  de  M.  Janni  (N,  C.  ilf.,  t.  1,  p.  122)  permet 
de  trouver  la  somme  des  n  premiers  coefficients  du  binôme,  pris 
alternativement  avec  des  signes  opposés.  Elle  se  déduit  immé- 
diatement du  triangle  arithmétique  de  Pascal,  et  donne  lieu  à  une 
propriété  générale,  applicable  au  calcul  des  différences.  Soit,  en 

effet,  la  ligne 

a,    6,    c,    rf,    c,..., 
et  la  suivante 

a,    a -+-6,    6-*-c,    c -v- rf,    rf-t-c,... ; 

il  est  clair  que  si  Ton  affecte  du  signe  —  les  termes  de  rang  pair 
de  cette  dernière  ligne,  les  sommes  des  1,  2,  3,...  premiers 
termes  sont  respectivement 

o,    -—6,    c,    — rf,    c,..., 

et  que  Ion  reproduit  ainsi  les  termes  de  la  h'gne  précédente,  avec 
des  signes  alternés. 

4.  M.  Catalan  fait  remarquer,  à  propos  de  cette  formule,  qu*il 
ne  saurait  exister  de  formule  analogue  pour  la  somme  des  p  pre- 
miers coefficients  du  binôme.  Nous  allons  faire  voir  que  cette 
anomalie  subsiste  dans  un  autre  endroit  du  triangle  arithmétique. 
Si  Ton  cherche,  en  effet,  la  somme  des  termes  contenus  dans 
une  rangée  oblique,  partant  de  la  première  colonne  verticale  des 
unités,  et  ascendante  : 

1>    C,,    Q-u    C«_t»    C»^B,  ••• , 


I 
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on  obtient  pour  résultat  le  terme  u,^,  de  la  série  de  Lamé,  doiioé, 
comme  on  sait,  par  la  loi  de  récurrence  : 

ou  par  l'expression  (*) 


-[ 


^     [  2.3  2.5.4.5 

S.  On  obtient  un  résultat  beaucoup  plus  simple  en  prenant 
la  somme  des  termes  de  la  rangée  oblique,  considérée  avec  des 
signes  alternés.  Il  est  facile  de  voir,  en  effet,  que  Texpression 

est  égale  à 

+  i,  si  le  reste  de  la  division  de  n  par  6  est  0  ou  5; 

0,  »  >  »  »  i  ou  4; 

—  i,  »  »  »  »  2  ou  3. 

Nous  ajouterons,  sur  la  série  de  Lamé,  les  propositions  sui- 
vantes, qui  nous  semblent  nouvelles  : 

L  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  pris  avec  le 

même  signe,  est  égale  à 

t*«+f--2. 

IL  La  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série,  pris  avec  des 
signes  alternés,  est  égale  à 

III.  La  somme  des  carrés  de  deux  termes  consécutifs  forme 
un  terme  de  la  série  : 

IV.  Le  produit  de  deux  termes  consécutifs,  diminué  du  pro- 
duit des  deux  précédents,  est  un  terme  de  la  série  : 

(*)  £.  Catalan,  Manuel  des  CanéUdaU  à  l'École  polytechnique,  I,  p*  86. 
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V.  La  somme  des  cubes  de  deux  termes  consécutifs^  diminuée 
du  cube  du  terme  qui  précède,  est  encore  un  terme  de  la  série, 
et  l*on  a 

VI.  On  a  les  fimpules  symboliques 

qui  se  déduisent, de  ia  loi  de  fonnalion  de  la  série,  d*uDe  façon 
entièrement  analogue  à  celle  qui  nous  a  permis  d'établir  les  for- 
mules correspondantes  des  combinaisons  (*)• 

On  pourrait  trouver,  par  la  même  voie,  un  grand  nombre  de 
relations  nouvelles. 


NOTE  SUR  UK  UEU  GÉOMÉTRIQUE. 


1.  Une  conique,  donnée  de  forme  et  de  grandeur,  ie  déphce  de 
manière  que  chacun  de  êes  foyers  reUe  eur  une  droite  donnée. 
Dans  chaque  position,  on  mène,  à  la  conique,  des  tangentes  pa^ 
rallèles  à  la  droite  que  décrit  l'un  de$  foyers.  Déterminer  le  lieu 
des  points  de  contact  (^*). 


(*)  Toutes  ces  propriétés  sont  fort  remarquable!.  Nous  eroyons  ssToir 
qoe  notre  jeune  collaborateur  en  a  déduit  dei  ooniéquenoes  importantof, 
relatives  surtout  à  la  théorie  des  nombres  premiers. 

(**)  Une  lettre  d'Alger  nous  apprend  que  cette  question  vient  d'être  pro- 
posée, Gomme  sujet  de  componiion  écrite,  pour  radmisston  à  TÉcole  poly- 
tcchoique  (1878).  Sans*  doute  à  cause  de  sa  difficulté,  elle  a  été  retirée 
partout,  excepté  en  Algérie.  Comment  les  élères  du  Lycée  d'Alger  oot^ils 
pu  être  comparés  k  ceux  des  autres  Lycées  de  France?  C'est  ce  que  notre 
henorable  correspondant  s'est  demandé. 
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AB,  AC  éûint  les  droites  données;  soit  RST  Une  position  quel- 
conque de  Pellipse  mobile,  dont  F,  F'  sont  les  foyers.  Soit  encore 

Fig.  1. 


TM  une  tangente  parallèle  à  CA  :  les  coordonnées  du  point  de 
contact  T  sont  AM  =p,  MT=  q.  Il  s  agit  de  trouver  la  relation 
qui  existe  entre  p  et  q. 

II.  Cette  relation  né  seî»a  pas  altérée,  si  lon^rend  Vellipsefixt 
et  Vangle  BAC  mobile  (*).  Le  problème  est  donc  ramené  à 
celui-ci 


Fig.  t. 


Un  angle,  de  grandeur  donnée, 
se  meut  de  manière  que  Pun  de 
ses  côtés  passe  par  le  foyer  F' 
d'une  ellipse  donnée  y  et  que  le 
second  côté  MT  reste  tangent  à 
l'ellipse.  Du  second  foyer  F,  (n^ 
mène  FA  parallèle  à  TM.  QueUe 
est  la  relation  entre  TM  =  q  «' 
MA=p? 


(*)  Le  même  artifice  peut  être  employé  dans  tous  les  problèmes  où  Ton 
doit  faire  intervenir,  en  dernière  analyse,  les  considérations  de  mourements 
relatifs.  J'en  ai  fait  usage,  autrefois,  pour  résoudre  cette  question  :  Um 
ellipse  roulant  dans  un  angle  droit,  quel  est  le  lieu  décrit  par  chaasn  des 
foyers  f 
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III.  Si  Ton  fait  attention  que  la  podaire  de  rellipse,  par  rapport 
aox  deux  foyers,  est  la  eirconférence  décrite  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre,  et  si  Ton  se  rappelle  la  construction  de  la  tan- 
gente à  FeUipse,  on  peut  encore  transformer  ainsi  Ténoncé  : 


Pig.  3. 


Sur  un  diamètre  CD  du  cercle  Oy  on  donne  deux  points  F,  F', 
également  éloignés  du  centre.  On  mène  y  dans  une  direction  quel^ 
conque,  les  droites  FP,  F'Q,  parallèles  entre  elles.  On  prend  le 
point  G,  symétrique  de  F  relativement  à  P,  et  l'on  mène  GF'. 
On  trace  PQM,  qui  coupe  en  T  te  droite  F'G  ;  puis  FA  parallèle 
dPQM,  puis  F' A  M  faisant,  avec  ces  deux  droites,  un  angle 
donné  6.  Quelle  est  la  relation  entre  TM  =  q  et  AM  =  p? 

Soient  OC  =  a,  OF=c,  FP  =  «,  F'Q  =  P,  PQ  =  (Î. 

On  a 

ap=ra»— c*  =  6', (i) 

<î«  =  4c'-(p -«)«,.     ......    (3) 

^==IIQ-^QT  =  pcot6-»- J— ^  ,    .     .     .    (4) 

a  -f-  p 

Il  faut  éliminer  a,  (3  et  <}. 
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pain  9 


\p6ina     '^        /  p«8iQ»« 

donc  la  reiadoD  demandée  est 
^gcose^  6*  i/_4»^  î{y^ac')p^8io^-p*sm*8.(A) 

IV.  Cof  iwitfcMifarj,  1^  Si  Pangle  «  est  droit,  réquation  (A) 
se  réduit  i 

^  Si  c  «^O»  attend  eaa  reUi|iae  ae  change  en  eerde,  on  a 

a»eas#^    ^{a^^fAfé^    ^^-^ 

^      p  sîu*e      (o*-t- p*sîn*ep8Îne) 

Celle  é(}uation  se  décoinpose  en 

a 
»=dt-; — ,    g  =  :fcacotfl. 
'^  sin  •      ^ 

Ainsi,  le  lieu  demandé  (I)  se  réduit  au  système  de  quatre  points, 
extrémités  de  deux  diamètres;  ce  qui  est  visible. 

V.  Pendant  que  le  point  Q,  projection  de  F  sur  la  tangente 
MT  (flg.  3),  décrit  la  circonférence  CPQD,  le  sommet  M  de 
Tangle  f'MT  décrit  une  autre  circonférence. 

En  effets  les  rayons  vecteurs  F'Q,  F'M  sont  dans  un  rapport 
constant,  et  font  entre  eux  un  angle  constant.  Si  Ton  désigne  par 
A;  la  tangente  de  Tangle  0,  que  Ton  prenne  le  centre  0  pour  ori- 
gine, et  que  Ton  compte  les  abscisses  sur  OF'i  on  trouve  aisé- 
ment, comme  équation  de  la  seconde  circonférence, 

(a5«^y«-fl«)iP-2c*y.^6«— 0 (C) 
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VI.  Soient  (iig.  4)  ABA'B'  Tellipse  donnée,  et  ACA'C'  la  ciroon- 
férenee  décrite  sur  AA'  comme  diamètre.  Par  le  foyer  F',  menons 
la  droite  A'|F'0|A|  faisant,  avec  BB',  l'angle  0,  et  rencontrant, 
en  A'i,  A| ,  les  perpendiculaires  AA| ,  A'A'i  à  A  A*.  Dans  le  cercle 
cherché  (G),  les  points  A{ ,  0|,  A'i  sont  homologues  de  A,  0,  A'. 
Donc  ce  cercle  est  celui  qui  est  décrit  sur  A|A'|  comme  diamètre. 
On  arrive  à  la  même  conséquence,  si  Ton  discute  Téquation  (C). 

Fig.  ♦. 


VIL  Combinons  cette  équation  avec  celle  de  l'ellipse  : 

II  en  résulte,  par  Télimination  de  oc*, 

(c%-+-6«)*  =  0. 
Par  conséquent,  to  circonférence  {C)  est,  m  général,  double- 
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ment  tangente  à  l'eUipte  donnée,  La  corde  de  contacty  GH,  est 

représentée  por 

6» 

VIII.  La  propriété  précédente  est  indépendante  de  I*angle  6, 
pourvu  qu'il  soit  compris  entre  certaines  limites.  Donc 

Si,  par  le  foyer  F'  d'une  ellipse  E,  on  mène  une  transversale 
AA',  terminée  aux  tangentes  à  l'extrémité  du  grand  axe,  la  ctr- 
conférence  C,  décrite  sur  AA'  comme  diamètre,  est  doublement 
tangente  à  l'ellipse  :  la  corde  de  contact  est  parallèle  au  grand  axe. 

En  oulrc,  pour  une  même  circonférence  C,  l'angle  F'MT  est 
constant  (fig.  3). 

IX.  Par  rapport  h  la  circonférence  C,  F'  est  un  point  quel- 
conque. Conséquemment,  si  le  sommet  A  d'un  angle  donné  par- 
court une  circonférence  ACB,  et  qu'un  de  ses  côtés  passe  par  un 
point  fixe  F,  le  second  côté  enveloppe  une  conique,  dont  l'un  des 
foyers  est  le  point  fixe.  En  même  temps,  le  lieu  des  pt*ojectiom 
de  F  «tir  AB  est  une  circonférence. 

Fig.  5. 


(*)  Pour  que  les  points  6,  H  existent,  le  coe£Scient  k  ne  doit  pas  être 
inférieur  à  -.  Si  ifcs^,  la  circonférence  (G)  est  osculatrioe,  en  B',  à  l'el- 
lipse, etc. 
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X«  L'angle  A  étant  donné,  la  corde  BG  a  une  longueur  con- 
stante :  elle  est  tangente  à  une  circonférence  abCy  conccnirique  à 
la  première.  On  peut  donc  résumer  ainsi  les  derniers  théorèmes: 

Si  un  triangle  ABC ,  inscrit  à  une  circonférence  donnée,  a  un 
côté  AC  passant  par  un  point  fixe  F,  et  un  deuxième  côté  tangent 
à  une  seconde  circonférence  abc ,  concentrique  à  la  première  : 
!•  le  troisième  coté  enveloppe  une  conique  dont  F  est  un  foyer  (*)  ; 
2*  cette  conique  est  doublement  tangente  à  la  circonférence  ABC  ; 
3*  le  lieu  des  projections  de  F,  sur  AB,  est  la  circonférence  décrite 
sur  l'axe  focal  de  la  conique ,  pris  comme  diamètre;  4®  si  l'on 
mène  FM  coupant  AB  sous  un  angle  constant ,  le  lieu  du  point  M 
est  une  circonférence  Cy  dotU)lement  tangente  à  la  conique; 
5"  toutes  les  circonférences  C  ont  leurs  centres  situés  sur  le  second 
axe  de  cette  courbe, 

XI.  Nous  terminerons  cette  Note,  déjà  bien  longue,  par  Ténoncé 
d*une  propriété  de  Tellipse,  et  par  Tapplication  que  I  on  en  peut 
faire  à  un  problème  de  calcul  intégral  : 

Soit  MN  la  normale  en  un  point  M  de  V ellipse;  soit  N  le  point 

où  cette  droite  rencontre  le  petit  axe.  Si  F  est  l'un  des  deux  foyers, 

on  a 

MN       a 

W^  c  '  ■ 

Cela  posé,  proposons^nous  le  problème  suivant  : 

Trouver  une  courbe  telle  que  la  longueur  MN,  de  la  normale 
en  M ,  soit  à  la  distance  comprise  entre  le  pied  N  de  cette  droite 
et  un  point  fixe  F,  dans  un  rapport  donné  k. 

L'équation  différentielle  du  problème  est,  si  Ton  désigne  par  c 
la  distance  du  point  F  à  Taxe  des  abscisses  : 


(•)  PoMCitBT,  PropriitiB  projeetiveê,  1. 1,  p.  2i9. 
IL 
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I]  résulte,  de  la  proiiriélé  énoncée»  que  Viniégrale  gènérate  dç 
cette  équation  est 

et  que  la  ioluHan  singulière  est 

iP^^(fc««.l)yt«c»*«(fc*-.4). 

Ainsi  9  les  courbes  demandées  sont  des  circonférences  ayant 
pour  enveloppe  une  conique. 

Xil.  Plus  généralement,  soit  à  intégrer  Téquation 

{aa^  H-  tj^  -♦-  c)  d^  -f-  ifxydxdy  -f-  gafidaf^stOi 

On  peut  récrire  ainsi  : 

[ajfx'  -^  (6y — n  y"  -^  «y]  ^y*  -^  ify^y  -^  9^^f — <*  ; 

ou  encore  sous  cette  autre  forme  : 

Le  second  membre  est  une  différentielle  exacte,  si 
r-bg^^af. 
Donc,  dans  ce  cas»  Tintégrale  générale  est 

**(y  ""  P)*  +  **A3^  -*"  ^** -4-  cy  s=B 0. 

Cette  équation  représente  une  infinité  de  coniques  semblables, 
ayant  leurs  centres  sur  Taxe  des  ordonnées. 

(Juillet  i875.)  E.  CArkikn. 
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PROBLÈMES  DE  GÉOMÉTRIE; 

par  M.  Paul  Busschop. 


!•  Décomposer,  en  huit  parties,  un  carré  ABCD  (fig.  1),  de 
manière  qu'étant  convenablement  assemblées,  elles  constituent  : 
1*  DEUX  CARRÉS,  (lont  le  plus  grand  soit  le  double  du  plus  petit; 
2*  TROIS  CARRÉS,  qut  sotent  entre  eux  comme  les  nombres  %  Z,  4. 


Fig.  1. 


CoifSTRUCTioif.  Sur  le  côté  BC,  prenez  BG  égal  à  la  demi-dia- 
gonale du  carré.  Tirez  AG.  Abaissez  BM,  DN,  perpendiculaires 
à  cette  droite  AG;  puis  NF,  NI  perpendiculaires  à  DA,  DG. 
PreiMsML=MB,  FE==s  FN.  Enfin,  menez  LP  perpendiculaire 
i  AG,  EK  perpendiculaire  à  DA.  Les  huit  parties  demandées 
sont  les  triangles  1,  3,  4,  6,  8  et  les  trapèzes  %  5,  7.  Il  en  ré- 


I 
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suite  que  les  décompositions  indiquées  dans  l'énoncé  sont  celles 
que  représenlent  les  figures  2  et  3  (*). 


Fig.  3. 


2**  Décomposer f  en  cinq  parties,  un  hexagone  régulier,  de  ma- 
nière  qu'assemblées  convenablement,  elles  forment  un  carré. 

y  Décomposer,  en  sept  parties,  un  pentagone  régulier,  de 
manière  qu  assemblées  convenablement,  elles  forment  un  carré. 


(*)  Le  défaut  d'espace  nous*  oblige  à  supprimer,  non-seulement  les  dé^ 
monstrations  données  par  M.  Busschop,  mais  encore  les  constmctùms  an 
moyen  desquelles  il  résout  les  deux  derniers  problèmes.  On  voit  que  tes 
ingénieuses  solutions  données  par  notre  respectable  correspondant  et  ami, 
sont  loin  d'être  empiriques,  comme  nous  Tavions  pensé  autrefois  {Théorèmes 
et  prohlèmes,  p.  19i.  4873). 
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EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


CONSTRUCTION   D'UNE   PARABOLE. 

Construire  une  parabole,  connaissant  le  sommet  A,  un  point  M 
et  une  tangente  RS. 

Désignons  par  N  le  point  d^intersection  des  tangentes  en  A  et 

en  M;  par  L  le  milieu  de  la  corde  AM;  par  AA',  NN',  MM'  les 

perpendiculaires  abaissées  de  A,  N,  M  sur  RS.  Un  théorème 

connu  donne  

NN'  =  \/AA'.MM' ,    .     .    (i) 

Donc  le  point  N  est  déterminé  par  Tintersection  de  la  circonfé- 
rence décrite  sur  AI  comme  diamètre ,  avec  une  parallèle  à  RS, 
menée  à  une  distance  connue  (Moreau,  Nouvelles  Annales,  1875, 
p.  132)  O-  J.  N. 


THÉORÈMES   d'aRITHMÉTIQUES. 

I.  Le  produit  de  deux  nombres  entiers,  de  la  forme 
ap*  -+-  y'  -«-  «'  —  5xyz, 


peut  se  mettre  sous  la  même  forme. 


On  a 


y' H-  z' —  oxyz  •■ 


X  y  z 
z  X  y 
y    z    X 


1 

\  (')  L*égalitë  (i)  est  une  conséquence  du  théorème  suivant  :  Une  parabole 

I  étant  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  et  h  la  tangente  conjuguée  (ici  RS), 

les  coordonnées  du  pôle  de  la  corde  qui  joint  deux  points  quelconques  {x\y'), 

x'\  y'')  de  la  courbe,  sont 

x  =  l/iV^     y  =  '^  '^^    ' 
2 
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X  y   z 

Xi  yi  2i 

X  Y  Z 

z   X   y 

: 

«1  a:,  y» 

=  — 

Z  X  Y 

y   z  X 

yi  «1  xt 

Y  Z  X 

Ensuite 


ou 

X«=xxi-^yyi-^2r,, 

Y  =  xy,  -H  yz,  -^  zj,  , 

Z  =  XZ|  H-  yx,  -♦-  zx,  ; 

ce  qui  démontre  le  théorènoe  (J.  Petersen,  Zetithms  Tidsikriflf 
1872,  p.  57). 

H.  On  a  idcniiqueroent 
0«a(6— c)'-t-6(c— a)'-4-c(a— 6)*— {a-4-(*-4-c)(a  — 6)(6— c)(c— a) 
a  (6  —  c)     b{c—  a)    r  (o  —  6) 


c  —  a 


b  —  e 
a— h 


c  —  a 
b--c 


car  la  somme  des  éléments  de  chaque  ligne  est  nulle. 

Posons  : 

a  =  Ax',    6  =  ByS     c  =  Cz',  .     .     . 

X  =  x(6-c),    Y  =  y  (c  —  o),    Z  =  (a  — 6); 
ridenlité  deviendra,  après  quelques  transformations  : 
AX»  -H  BY*  -4-  CZ'       Ax»  -♦-  By»  -♦-  Cz* 


(I) 


XYZ 


xyz 


Par  conséquent,  si  Ton  connaît  un  système  x,  y,  z,  de  valeurs 
entières  satisfaisant  à  Téquation 

Ax»-+-  By"-4-  Cz'=  Dxyz, 

d*autres  solutions  entières  seront  données  par  les  formules  (l),(3)i 
ou  par  les  suivantes  ; 

Xc=x(By»— Cz»), 

Y  =  y(Cz'-Ax«),  ^ (3) 

Z:;^z(Ax»— By*), 
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Ainsi»  l'équation 

oc*-*-  2y*H-  Sz'e&ryz» 

qui  a  pour  solution  immédiate  x^s^l^  yzs»\^  z^=»l^  est  aussi 
vérifiée  pour 

«=  I,     y»— S,    «—  1, 

xesISy     y  =  4,  «==17. 

Les  formules  (3)  sont  empruntées  à  Touvrage  intitulé  :  Recher- 
chée sur  PAnalyse  indéterminée  et  V Arithmétique  de  Diaphante, 
par  Éd.  Lucas  (Moulins,  Derosiers,  1873);  92  p.  in-8*.  L'auteur 
étudie,  dans  cet  écrit ,  beaucoup  d'équations  biquadratiques,  et 
traite  diverses  questions  intéressantes»  relatives  à  l'Analyse  indé- 
terminée. P.  M. 


CORRESPOHDAKCE. 

Extraits  d'utie  lettre  de  M.  Edouard  Lucas  : Je  prends  la 

liberté  de  vous  envoyer  quelques  réflexions  sur  votre  publication, 
un  peu  i  la  hâte  : 

1*  Les  questions  46, 47  sont  dans  Painvin  (*)  (Géométrie  ana* 
lytique). 

2*  Le  théorème  53  (Laisant)  est  dans  Salmon,  et  il  y  est  plus 
généralisé 

3*  La  question  K8  est  mal  posée  (**);  elle  revient  à 

f  )  Tai  appris ,  par  M.  Saltel,  la  fin  prématurée  et  bien  regrettable  de 
M.  PainTÎn,  mon  ancien  élève  an  Lycée  S^Louis,  (E.  C.) 

(**)  Réêtmdrtj  en  nombre»  entiers,  VéquatUm 

«'-f-«»-*-ap*-i-«'=y'.  (BaocAao.) 

Cette  relation  exige  qneyassiw;  d'où  résulte  celle  de  M.  Lucas.  Notre 
bonorable  correspondant  a  commis  une  légère  inadvertance,  bientôt  réparée 
par  le  calcul;  la  vraie  questien  est  celle-ci  :  TVoiiMr  un  nombre  premier  x, 
fil  fus  fa  somme  de»  ihUeur»  de  x*  soif  un  carré*  (E.  G.) 
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et  se  trouve  dans[une  lettre  de  Fermât  à  Digby  (*)  :  Trouver  un 
cube  égal  à  la  somme  de  ses  parties  aliquotes.  On  a 

aiosi 

I  ^  X  «3  2tt",    1  -♦-  x"  =■  2v*,    y  =  2tiv. 

La  solution  complète  est  donnée  par 

2v*— x*=i  n. 

8'  La  question  Fermât  (***)  est  dans  Brassinne  0')...,  résolue 
en  grande  partie;  il  y  a  13  colonnes  du  carré  magique. 

6"  (P.  117)  C).  Problème.  Trouvei^  le  lieu  décrit  par  le  point 
de  contact  mutuel  de  deux  circonférences  variables,  tangentes  à 
deux  circonférences  fixes.  Évident  géométriquement.  Si  Ion 
prend,  comme  centre  d'inversion,  le  centre  de  similitude  corres- 
pondant, de  telle  sorte  que  Tua  des  cercles  se  transforme  dans 
lautre ,  le  point  de  contact  reste  sur  le  cercle  d'inversion  (^). 


(*)  Du  SO  juin  4657  (Varia  çpera  mathematiea.....f  1861;  p.  I9i). 

(E.  C) 

{**)  Plus  exactement,  les  valeurs  de  œ,  répondant  au  problème,  sont  com- 
prises parmi  celles  qui  satisfont  à  cette  dernière  équation.        (E.  G.) 

(•'•)  Voir  ci-dessus,  p.  B5.  (E.  C-) 

('*)  Précis  dei  OEhwh  Maihémaliqu$9  de  P.  Fermai.,.  -*  Mailet-Bache- 
lier;  4865.  —  Dans  sa  Préface,  notre  respectable  confrère  à  rÂcadémiede 
Toulouse  a  commis  une  singulière  erreur  historique:  la  belle,  savaute  et 
infortunée  Hypalhia  est,  suivant  lui,  une  reine  d'Alexandrie!      (E.  C.) 

(*)  Dans  la  Note  citée,  nous  avons  seulement  voulu  donner,  à  nos  jeunes 
lecteurs,  une  application  de  la  théorie  des  coordonnées  cartésiennes. 

(E.C.) 

(^}  Un  problème  dont  la  solution  (très-élégante,  du  reste)  repose  sur  la 
théorie  des  centres  et  des  cercles  d'inversùm,  peut-il  être  regardé  eomme 
évident?  (B.  G.) 
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SOLUTIOHS  DES  QUESTIOHS  PROPOSÉES. 


Question  9V. 

Un  quadrilatère  ABGD,  articulé  en  A,  B,  G,  D,  a,  pour  axe  de 
^métricy  la  diagonale  AC.  De  plus,  le  côté  AB  est  fixe  Cela 
étant,  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  côtés  AD,  BC  est  une  ovale 
de  Descartes.  (E.  C.) 

Soit  M  le  point  de  rencontre.  Par  le  point  B,  menons  une 
parallèle  BE  à  la  diagonale  AG.  Soit  E  le  point  où  BE  coupe  MA  : 
le  triangle  EAB  est  isoscéle. 

Posons 

AD«AB  =  ÂE>^a,  BC«DC«»6,  ÂM«v,  m  =  v\ 
Nous  aurons 


ou 


équation  d*une  omU  de  Descartes. 

Remarque,  Pour  trouver  la  normale  en  M,  on  doit,  sur  le  pro- 
longement de  AM,  prendre  IMG  égale  à  6;  puis  porter,  de  xMB 
vers  B,  une  longueur  MH  égale  à  a  :  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  M6,  MH  est  la  normale.        Philippin. 


Les  hauteurs  d'tin  triangle  ABG  rencontrent  la  circonférence 
circonscrite,  en  des  points  A',  B',  G',  opposés  aux  sommets  A,  B,  G. 
Sm&êt  c,  a,  b  fes  points  où  teê  cardes  A*BS  B'G^  C'A'  rencon- 
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Irmt,  respectivemeniy  les  côtés  AB,  BC,  GA.  Démontrer  que  ces 
traie  pointe  eont  en  ligne  droite,  (H.  Bro€abd.) 

Le  théorème  de  M.  Brocard  est  un  cas  particulier  de  celui-ci  : 
Si  l'on  joint  les  sommets  d'un  triangle  ABC,  à  un  même  point  O, 
par  les  droites  AOA',  BOB',  COC,  rencontrant  en  A',  B',  C  les 
cotés  BG,  GA,  AB;  les  points  A',  B',  G'  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  les  triangles  ABG,  A'B'G'  ont  leurs  sommets  homo- 
logues sur  trois  droites  concourant  en  un  même  point  0;  donc, 
d'après  un  (héorème  connu,  les  points  de  concours  des  oètés 
homologues  sont  en  ligne  droite. 

Le  théorème  de  M.  Brocard  subsiste  donc  si  Ton  remplace  les 
trois  hauteurs  par  les  trois  médianes^  par  les  trois  bissectrices,  etc. 

ËVEN,  professeur  à  Arlon. 

Autre  solution  par  M.  Van  Aubel. 


Question  4S. 

Sur  les  segments  AG,  BG,  d'une  droite  AB,  et  sur  la  droite  AB 
elle-même,  on  construit  des  triangles  équilatéraux,  ayant  respeo- 
tivement  AG,  BG,  AB  pour  côtés,  et  situées,  les  deux  premiers, 
d'un  côté  de  AB,  le  troisième,  de  l'autre  côté. 

1*  Les  centres  de  gravité  M,  L,  N  de  ces  trois  triangles  sont  les 
sommets  d'un  triangle  équilatéral;  2*  le  centre  de  gravité  de  ce 
triangle  est  sur  la  ligne  AB;  3**  les  côtés  LM,  MN,  NL  renconr 
trent,  respectivement,  les  trois  côtés  des  premiers  triangles,  qui 
aboutissent  en  C^  en  Xy  en  B^  en  des  points  (GoG^iyC,), 
(Al,  As,  Aj),  (B| ,  Bs,  B5).  Ceux  de  ces  neuf  points  qui  appar- 
tiennent à  un  même  triangle  primitifs  c'est-à-dire  (Ai";  Bj,  C|), 
(Aj,  B),  G,),  (As,  B3,  G3),  sont  en  ligne  droite,  i""  Les  trois  droites 
ainsi  obtenues  forment  un  triangle  équilatéral  PQR»  dont  les 
côtés  sont  perpendiculaires  à  ceux  du  triangle  LMN  ;  5*  le  centre 
de  gravité  de  PQR  est  situé  sur  AB. 

Représentons  par  b,  à,  c  les  droites  AG,  BG,  AB;  par  h\  k,  h" 
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tes hauteurs  des  triangles  équilatéraux  construits  sur  ces  droites; 
et  soient  B',  A',  G^  les  troisièmes. sommets  de  ces  triangles. 


ACB',  CBÂ',  âBC  :  triangles  équilatéraux. 

M,  L,  N  :  centres  de  ces  triangles. 

ME,  perpendiculaire  à  BNH;    LD,  perpendiculaire  k  ANF;  etc. 
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1*  tes  perpendieukires  ME,  LD,  abaissées  respeetivemenl  sor 
BN,  AN,  sont  égales,  chacune,  à  |;  de  plas,^ 

donc,  en  tenant  compte  de  la  relation  A"— A-hA',  NE»>ND. 
D'où  il  suit  que  les  triangles  rectangles  MNE,  LND,  sont  égaux; 
donc  MN  =  NL  On  démontre,  d'une  manière  semblable,  que 
MN  =  ML. 

2*  La  somme  j  +  ~  des  perpendiculaires  abaissées  des  points 
M  et  L  sur  AB,  est  égale  à  la  perpendiculaire  ~  abaissée  du 
point  N  sur  AB;  donc  AB  passe  par  le  centre  des  moyennes  dis- 
tances des  points  M,  N,  L. 

V  et  i^"  Si,  par  les  pointe  M,  L,  on  mène  des  parallèles  à  CX, 
jusqu'à  la  rencontre  de  AB,  on  voit  facilement  qu'on  a  : 


On  a  aussi 


MA<  3 


MN       A'      A"      b^c      26 -4- o' 

donc  MC'a»2MA';  et  comme  l'angle  A'MC  =1  d'angle  droit, 
le  triangle  MA'C  est  rectangle  en  A'.  Pour  une  raison  semblable, 
le  triangle  B'A'N  est  rectangle  en  A'.  Donc  les  trois  pointe  A'> 
B',  C  se  trouvent  sur  une  même  droite,  perpendiculaire  à  MN. 
On  prouverait»  de  même,  que  les  pointe  A^,  B,,  C^  et  As,  B3,  Q 
sont  sur  des  lignes  droites,  perpendiculaires,  respectivement  à  NL 
et  ML.  Le  triangle  PQR,  ayant  ses  trois  côtés  perpendiculaires  i 
ceux  du  triangle  MLN,  est  équilatéral. 

5®  Pour  démontrer  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  PQR 
se  trouve  sur  la  droite  AB,  il  suffit  de  faire  voir  que  la  somme 
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des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  R  et  Q  sur  AB,  est 
égale  à  la  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  P  sur  AB  ;  ou 
bien,  si  Ton  mène  Rx  parallèle  à  QCs,  jusqu'à  la  rencontre  de 
AB,  qu'on  a  : 

Les  triangles  semblables  PC3C3,  QC'Cs  donnent  : 

PC,_CA  . 

QC3      CA ^  ^ 

On  a  aussi 

Rx  _A,R 

ou  bien,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  A'RA),  A'QAj  : 

Rit       A|A) 

doù 

Rx  -+-  QCb       A,As 


W 


QC  A,A, 

Si  niaintenant,  on  mène  MG,  NK  parallèles  à  C'A,  on  a  : 
NA»__AK  NA,  c      ^a-^b 

De  même,  si  des  points  M  et  N,  on  mène  des  parallèles  à  AB', 
jusqu'à  la  rencontre  de  AB  : 

NA,  2c  2  (o  -♦-  6) 


NM  """  2c  -  6        2o  -f-  6 
On  a  d'ailleurs  aussi  : 

NA,  A"  c  26- 


(4) 


NM       A"  +  A'       c^b       a-*- 6 
En  additionnant  (3)  et  (4),  ainsi  que  (3)  et  (5),  on  obtient  : 
36 (a -^  6)  AjA,  36(oh-6) 


(») 


NM        (6  — a)(2a-*-6)'  NM       (6  — a)(26+a)' 
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d*où,  par  division  : 

AiAs     26  -«-  a 

'  SSS' — ■ —    • 

Â|Âs      ^a  -^  b 
On  trouve,  d'une  manière  analogue, 

C,C,       26 -♦-g 

Cici  ""2a-f-6' 
donc 

CaCg AtA5 

CiCj       A|Â8 

et,  en  rapprochant  cette  proposition  de  (1)  et  (2) 

Rx  H-  QC5  =  PC».  C.  Q.  F.  D. 

Remarque.  II  est  facile  de  voir  que  :  l"*  les  côtés  du  u*iangle 
PQR  sont  parallèles  aux  droites  AA',  BB',  CC;  ^  les  droites 

j  AA^  BB',  ce  sont  égales;  S""  elles  passent  par  un  même  point; 

I  i""  ce  point  se  confond  avec  le  point  d'intersection  commun  aax 

cercles  circonscrits  aux  triangles  AB'C,  A'BC,  ABC. 

Van  AuBEL,  prof,  à  TAthénée  d'Anvers. 

I  Autre  solution,  par  M.  P.  S.  Celle-ci  est  fondée  sur  les  pro- 

!  priétés  de  Thyperboloîde  de  révolution.  L'auteur  signale  quelques 

propriétés  intéressantes,  qu'il  lui  sera  facile  de  généraliser. 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

At.  Résoudre  complètement,  en  nombres  rationnels,  l'équation 
X*  -♦-  4x'  —  6x*  —  4x  -4-  i  =»  y'.       (É.  Locas.) 

8S.  On  joint  les  sommets  d'un  triangle  ABC  à  un  point  P;  et 
Ton  prend  les  iatersections  A',  B\  C  des  droites  AP,  BP,  CP 
avec  les  côtés  BC,  CA,  AB.  Trouver  quel  est  le  lieu  du  point  P 
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si  les  perpendiculaires  aux  côtés ,  en  A',  B\  C,  se  coupent  en  un 
point  Q.  Trouver  aussi  le  lieu  du  point  Q.  (É.  L.) 


On  prend  les  milieux  des  droites  qui  joignent  les  pieds 
des  hauteurs  d'un  triangle;  et,  par  chacun  de  ces  points,  Ton 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  côté  correspondant.  Démon- 
trer que  ces  trois  perpendiculaires  se  coupent  en  un  même  point. 

(É.L.) 

AS.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
inscrit  à  une  ellipse  donnée,  et  dont  le  centre  de  gravité  coïncide 
avec  le  centre  de  rellipse.  (É.  L.) 

M.  Pour  quelles  valeurs  de  n  la  somme  des  cubes  des  n  pre- 
miers nombres  impairs,  est-elle  un  carré  parfait  ?     (É.  L.) 

A7.  Pour  quelles  valeurs  de  n  la  somme  des  cinquièmes  puis- 
sances des  n  premiers  nombres  entiers ,  est-elle  un  carré  par- 
fait? (É.  L.) 

AA.  Pour  quelles  valeurs  de  n  la  somme  des  cinquièmes  puis- 
sances des  n  premiers  nombres  impairs,  est-elle  un  carré  parfait? 

(É.  L.) 

AA.  Pour  quelles  valeurs  de  n  la  somme  des  septièmes  puis- 
sances des  n  premiers  nombres  entiers,  est-elle  un  carré  parfait? 

(É.  L.) 

AA.  Dans  quels  cas  la  somme  des  cubes  de  sept  nombres 
entiers  consécutifs  est-elle  un  carré  parfait  ?  (É.  L.)  (*). 

Al.  Décomposer,  en  facteurs  premiers,  le  nombre  3(P —  1. 

(É.  L.) 


(*)  A  propos  de  cette  question,  on  peut  consulter  la  Note  tur  un  PrMhne 
d'Jnalyte  indéterminée  (MU  deWAeademUi  poniifieia  de'Nuim  Lificei,  1866 
et  4867).  (E.  C.) 
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M.  Prouver  que  2"  —  1  ei  i**'  —  ^  sont  des  Mtnbres  pre- 
miers. (É,  L-)  (*). 

M.  Le  polygone  formé  par  n  tangentes  k  une  parabole;  est 
la  moitié  du  polygone  qui  a  pour  sommets  les  points  de  conuet. 

(É.  L.) 

•4.  Trouver  Téquation  de  la  sphère  qui  passe  par  quatre  des 
huit  points  d'intersection  de  quatre  sphères  quelconques. 

(É.  L.) 

M.  Théorème.  AMB  éuint  un  arc  de  courbe  plane ,  conveie; 
on  projette  A  sur  la  tangente  BA'  en  B,  et  Ton  projette  B  sur  la 
langente  AB'  en  A.  Cela  poaé^  si  Ton  n^lige  les  quantités  du 
cinquième  ordre,  le  segment  AMB  est  équivalent  au  j  de  la  somme 
des  triangles  rectangles  AA'B,  BB'A.    (Heriiitb,  de  linstîtut.) 


KcelIflcsIloM. 


La  formule  relative  è  Taire  du  trapèze  (question  74)  se  trouve, 
presque  textuellement,  dans  un  petit  Mémoire  de  M.  Dostoa 
{Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  t.  VII,  p.  71). 

Ds   TiLLT. 


(*)  Si  Ton  admet  ces  deux  propositions,  et  si  l'on  observe  que  3*—  I, 
2*  —  I ,  y  —  i  sont  aussi  des  nombres  premiers ,  on  a  ce  théorème  empi- 
rique .' 

Jiuqu'à  une  certaine  limite,  tt  î"  —  I  est  un  nombre  premier  p,  â^  ^  4 
est  un  nombre  premier  p',  î''  —  I  est  un  nombre  premier  p",  etc. 

Cette  proposition  a  quelque  analogie  avec  le  théorème  suivant,  énoncé 
par  Fermât,  et  dont  Euler  a  montré  Tinexactitude  : 

Si  n  est  une  puissance  de^^^**  ^i  est  un  nombre  premier^      (E.  C.) 
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SUR  UN  PROBLÊME  D'EULER,  RELATIF  AUX  CARRÉS 
MAGIQUES; 

par  M.  EDOUARD  Lucas,  professeur  au  Lycée  de  Moulins. 


1.  Euler  s*est  proposé  de  disposer  seize  nombres  en  carré,  de 
telle  sorte  que  la  somme  des  carrés  des  nombres  soit  égale 
dans  chacune  des  quatre  lignes  horizontales ,  égale  aussi  dans 
chacune  des  quatre  lignes  verticales ,  et  dans  les  deux  diago- 
nales (*). 

ft.  Avant  de  nous  occuper  du,  problème  d*Euler,  nous  traite- 
rons le  problème  analogue,  pour  neuf  nombres  seulement.  Si  Ton 
considère  le  tableau  des  neuf  quantités  suivantes: 

p^-^  9'—  r* -  «*,  2  (qr  -+-  p«),  2  {qs  -  pr) , 

2  (qr  -  ps),         p'+  r»—  g*—  ««,  2  (r«  -t-  pq) , 

2  {qs  -♦-  pr),  2  (r«  -•-  pq)^  p*  -4-  «'  —  7*—  r'; 

il  est  facile  de  vérifier  que  la  somme  des  carrés,  des  nombres 
contenus  dans  une  même  ligne  ou  dans  une  même  colonne,  est 
égale  au  nombre  constant 

(p»  4-  9*  -+-  r*  +  «')'. 

Il  en  résulte  que  Ion  peut  toujours  disposer,  et  d'une  infinité  de 
manières,  neuf  nombres  entiers,  satisfaisant  aux  six  conditions 
que  la  somme  des  carrés  des  termes  de  la  même  ligne  ou  de  la 
même  colonne  soit  constante,  et  égale  au  carré  d'un  nombre 
entier.  On  peut  même  se  donner,  h  l'avance,  ce  nombre  entier; 
car  il  est  toujours  décomposable  en  une  somme  de  quatre  cari*és 
entiers. 


(•)  N,  C,  M. ,  page  58.  —  LsgrndKE  {Théorie des  nombres,  t.  Il ,  p.  li-4). 
II.  7 
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3.  On  peut  aussi,  au  moyen  d'une  formule  connue,  due  A 
Euler,  et  qui  donne  le  carré,  le  cube,  ...  d'une  somme  de  quatre 
carrés,  construire  le  tableau  des  formules  de  neuf  nombres  dis- 
posés en  carré,  et  tels,  que  la  somme  des  carrés  des  termes 

I  d'une  même  ligne  ou  d'une  même  colonne,  soit  constante,  et 

égale  à  la  quatrième,  la  sixième,  ...  puissance  d'un  nombre 
entier. 

i  Par  exemple,  soit  donné  h  l'avance  le  nombre  r)^  =  656t. 

I  On  a 


Faisant  ensuite,  dans  le  tableau  précédent  : 

p  =  6,    9  =  5,    r  =  4,    «  =  2; 
on  obtient  le  carré  suivant,  plus  ou  moins  magique  (*)  : 


«,    68, 

44 

76,     16, 

33 

28,    41, 

64. 

Dans  ce  tableau,  la  somme  des  carrés  des  termes  de  chaque 
ligne  ou  de  chaque  colonne  est  égale  à  la  huitième  puissance 
de  3.  De  plus,  la  somme  des  termes  de  la  diagonale  principale 
est  égale  à  la  quatrième  puissance  de  3,  et  la  somme  de  tous  les 
termes  du  tableau  est  égale  au  carré  de  19  :  ces  deux  dernières 
propriétés  sont  fortuites,  et  ne  découlent  pas  des  expressions 
analytiques  du  tableau.  Mais,  d'autre  part,  le  tableau  des  neuf 
nombres,  qui  résultent  de  ces  expressions,  jouit  encore  de  la  pro- 
priété suivante  :  La  somme  des  carrés  des  produits  des  termes 
de  chaque  ligne  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  produits  des 
termes  de  chaque  colonne. 

4«  Si  l'on  s'impose  la  condition  que  la  somme  des  carrés  dos 
termes  de  chaque  ligne  et  de  chaque  colonne  soit  égale  au 

(')  Nous  avons  interverti  Tordre  des  lignes  et  des  colonnes. 
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oarrê  de  h  somme  de  lous  les  termes  de  la  lahie,  on  devra 
poser 

p*  -4-  f/'  -♦-  r'  -♦-«•  =  di  (3p' —  9* —  r* —  s'  4-  4rs  -+-  4sqf  -♦-  iqr). 
Prenant,  par  exemple,  le  signe  inférieur,  on  trouve 

p* -4-  r«  -4-  «9  -4-  qfr  =  0; 
relation  qui  détermine  linéairement  s,  en  fonction  de  p^q^r. 

S.  En  résumé,  on  peut  donc  obtenir  certaines  solutions  des 
deux  problèmes  suivants  : 

Problème  L  Disposer  en  carré  neuf  nombres  entiers ^  de  telle 
sorte  que  la  somme  des  cannés  des  termes  de  chaque  colonne  et  de 
chaque  ligne  soit  constante,  et  égale  au  carré  d'un  nombre  donné. 

Problème  H.  Disposer  en  cauré  neuf  nombres  entiers,  de  telle 
sorte  que  la  somme  des  carrés  des  termes  de  chaque  colonne  et 
de  chaque  ligne  soit  constante,  et  égale  au  carré  de  la  somme  de 
ces  neuf  nmnbres. 

••  Remarque.  —  Le  procédé  employé  ci-dessus  ne  permet 
pas  d*imposer  à  ces  neuf  nombres  les  deux  autres  conditions 
d^Euler,  à  savoir  :  que  la  somme  des  carrés  des  termes  de  cha- 
cune des  diagonales  soit  encore  égaie  aux  précédentes.  En  expri- 
niant  ces  deux  conditions,  on  trouve  aisément  les  équations  sui- 
vantes, qui  ne  dépendent  pas,  à  cause  de  la  symétrie,  de  Tordre 
dans  lequel  on  prend  les  lignes  ou  les  colonnes  : 

(p*  -  r*,*  +  {q^  -  «•)•  =  2  (;/  ^  r*)  (f/«  -  «•) , 
2  {pV  -^  9V)  =  {p*  -4-  r»)  (q*  -f-  *•). 

En  «ajoutant,  à  la  première,  le  double  de  la  seconde,  on  a 

(p«  ^-  f^Y  ^  {q*^  sy  =  4  (p«  -+-  r*)  (7*  -4-  «•). 

On  lire,  de  cettç  équation, 

^ ;  =  2zfcl/3; 
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égalité  impossible  à  résoudre  en  nombres  ralioniiels.  Par  consé- 
quent, les  formules  proposées  ne  peuvent  eonduire  à  la  solution 
du  problème  d'Euler,  dans  le  eas  de  neuf  nombres  :  cela  ne 
prouve  pas  y  il  est  vrai,  que  ee  problème  soit  insoluble.  Nous 
ferons,  d'ailleurs,  observer  qu*Euler  n  a  pas  donné  d*exemple 
numérique  de  son  problème,  dans  ce  eas  particulier,  qui  parait 
plus  simple  que  celui  du  carré  de  seize  nombres. 

7.  Quant  à  la  solution  indiquée  par  Ëuler,  on  peut,  en  ajou- 
tant des  signes,  l'écrire  ainsi  : 

^  G8,  —29,  -^41,  —37, 

—  17,  -♦-51,  -f- 79,  -♦- Si, 
-♦-59.  -4-28,  —23,  -♦-CI, 

-  41,  —77,  -h  8,  H-  49. 

'  Sous  cette  forme,  il  est  facile  de  vérifier  que  la  somme  des  pro- 
duits,  terme  à  terme,  des  éléments  de  deux  lignes  ou  de  deux 
colonnes,  est  égale  à  zéro.  Donc,  la  solution  en  question  repré- 
sente, à  un  facteur  constant  près,  le  tableau  des  eoeflScients  d'une 
substitution  orthogonale  quaternaire,  qu'Ëuler  a  donné,  le  pre- 
mier, dans  les  Novi  Commenlarii  Pelrop.,  t.  XV,  p.  103,  et  qu'il 
a  obtenu,  dit-il,  «  Nulla  certa  methodo,  sed  potius  quasi  divi- 
nando.  »  Ëuler  ajoute  :  «  Si  qui$  ergo  viam  directam  ad  hanc 
solulionem  manuducentem  investigaveril,  insignia  certe  subsidia 
Analysi  allulisse  erit  censendus.  • 

8.  En  désignant  par  c„  des  nombres  proportionnels  aux  coef- 
ficients de  la  substitution  orthogonale  quaternaire,  on  devra 
poser  les  deux  équations  de  condition  : 


Cii  -^  cli  -\-  il  -♦-  d  =  cj, 

-+-rî,-4-rî,-f-fL, 

CÎ|-^fM+ci-+-CÎ4  =  CÎ, 

-^  <•«-♦-  fîi  -*-  cli. 

ou  deux  autres  équations  analogues,  que  Ton  obtiendra  en  pla- 
çant la  première  colonne  des  c„  à  la  suite  des  autres.  Ce  sont  le» 
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deux  seules  conditions  imposées  aux  six  paramètres  de  la  substi- 
tution. D'ailleurs  y  eomme  rien  ne  prouve  que  les  coeOieients 
d'une  substitution  orthogonale  quaternaire  forment  seuls  les 
solutions  du  problème  proposé^  rien  ne  prouve,  non  plus, 
qu*Euler  a  connu  la  solution  complète  du  problème  dont  il  a 
donné  Ténoncé. 


SUR  LA  THÉORIE  DES  NOMBRES; 

par  M.  EDOUARD  Lucas. 


En  supposant 

«  =  JC*  -4-  y«  -h  j2«  -H  u\ 

on  a  les  deux  formules  : 

en'  =  (a?  -+-  y)* -H  (x  —  y)*  h-  (x  -♦-  «)*  -♦-  (x  -—  z)*-^  (x  -♦-  i«)*-t-  (x— «)* 
-*-  (i^-+-^)*-+-(jy  — «)*-*- (y -^^')*-^■  (y— w)*-*-(«  -^  «)*-*-{«  —  ")*, 

10»'=  (x  -♦-  y)*  -^  (x — yY  -f-  (x  -4-  zf  -♦-  (x  —  z/-*-  (x  -+-  uf  -f-  (x — «)• 
-♦-  (y  +«)*-*-  (y  -~  «)•-*-  Q^  -♦-  «)•-♦-  (ly — «)•-♦-  (z  -♦-  ti)'-f-  (z  —  «)•. 

De  la  première ,  on  déduit  qu'un  entier  quelconque  est  décom- 
posabk  en  une  somme  de  bicarrés,  dont  le  nombre  n'est  pas  supé- 
rieur à  53  (*). 

Au  moyen  du  postulatum  de  Waring  (**)9  on  déduit^  de  la 
seconde  relation ,  qu*tin  entier  quelconque  est  décomposable  en 
une  somme  de  sixièmes  puissances,  dont  le  nombre  n'est  pas 
supérieur  à  26. 

(')  Théorème  de  M.  Lîouviile  (LeBesgue,  Exercices  d'analyse  numérique, 
p.  113). 

(**)   Un  entier  quelconque  est  décomposable  en  une  tomme  de  neuf  cubes. 
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II 

On  a  y  rdentiqucmciit, 

(a«  +  ft«  ^  c*  —  fe  —  ca  —  o6)« 

=  [(6  -  c)  (c  -  a)]«  -4-  [(c  -  a)  (a  -  6)f  ^-  [(a  -  6)  (6  -  c)]«  f), 

III 

L'équation 

X* —  x'y  -♦-  x^y' —  XI/*  -4-  y*  =  z* 

admet  une  infinité  de  solutions  entières  {**).  Les  premières  sont  : 

x  =  3,    y  =  —  I,     2  =  11;    x  =  8,    7=41,     2  =  2491; 
x=;123,    y  =  35,    «=15361; 

IV 

Propositions  : 

L  11  est  impossible  de  trouver  trois  carrés,  en  progression 
arithmétique,  dont  la  raison  soit  un  carré,  ou  le  double  d'un 
carré. 

II.  Il  est  impossible  de  trouver  quatre  carrés  en  progression 
arithmétique. 

III.  Il  est  impossible  de  trouver  trois  carrés  en  progression 
arithmétique,  dont  la  raison  soit  le  sextuple  d*un  carré. 

IV.  L'équation 

x*  -♦-  y*  -f-  2*  -*-  I  yz  =  M* 

est  impossible  en  nombres  entiers. 


(*)  Au  moins  sous  le  rapport  de  la  symétrie,  cette  identité  est  pins 

simple  que  celle-ci  : 

(a*  -♦-  6*  -♦-  c*  -H  6c  -i-ca  -♦-  ab)* 

=  [(6 -♦- c)  (c -t- a)]« -H  [(6 -4- c)  (a -f- 6)]« -+- (a« -+- oc -*- fc  —  a*)" 

(N.  C.  il/.,  tome  1 ,  p.  132).  (E.  C.) 

(**)  M.  Lucas  nous  annonce  qu'il  a  résolu  cofnpIétemefU  cette  équation. 
Nous  espérons  qu'il  nous  fera  connaître  ses  recherches  sur  ce  sujet  difficile 
et  curieux.  (E.  C.) 
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SUR  UHE  FORMULE  ANALOGUE  A  CELLE  DE  LEIBHIZ. 


1.  Si  l'on  applique  la  formule  de  Leibniz  : 

Drzt  =  D'"z . I  -+-  —  D*-'z. D<  -f-  *^^^"^     D—*2.  D*2  -♦-  etc., 

an  cas  où 

1  1 

u      X  -*-  a 

V         X  -¥-  b 

on  arrive  h  la  formule  suivante,  qui  n*a  pas  encore  été  remar- 
quée, croyons-nous  : 


D-  (uv)-' « i — — .     .     0) 


9.  On  peut  appliquer  cette  formule  à  la  recherche  des  déri- 
vées successives  de  f(x)  =  arc  tang  x.  En  effet, 

i  i  i  1.      ,y — t\ 

D  arc  tang  xss  -r = : :»    lt«=l/ —  i  )• 

ar-4-l       x-4-tar  —  i      \  / 

Par  conséquent,  en  faisant  o  =  i ,  6  «=  «,  iw  =  n  —  1 ,  dans 
la  formule  (1),  on  trouvera  aisément  : 

1 
D"  arc  tang  x  =  D"""*-- 

X    H-  I 

(-4y-M.î.5...(ii  — 1)  (x-f-tT— (x  — t'r 

~  (1  -^  x')"  2e 
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8.  Celle   formule  se  prèle  irès-bien  au  développement  de 
arc  lang  x,  par  la  formule  de  Mac-Laurin  (*)  : 

Ax) = A«)  -^  j  r  (0)  -^  -f^r  (0)  -*-  •••  "+-  », 

i.2.3...»*'    ^    ' 

On  irouve  immédialeraenl,  p  clanl  un  nombre  enlier  : 

f"(o)^0 sin  =  2p; 

/•»  (o)  =  i  .  2  .  5  ...  (»  —  1 ,  si  n  =  4p  H-  I  ; 

/•«  (o)  =  —  i  .  2 .  5  ...  (rt  —  1) ,  si  n  =  4p  -*-  3  ; 

(—  i)»-«  1  .  2 . 3  ...  (w  -  \)  (ex  +  »)»  —  (ex  —  t)« 


r(Bx)=^  — 

(1  H-eV/* 

—~~  '  "~ 

'ii 

Done 

nrclangx: 

_X       a:' 
~1        5  "*" 

a:» 

a:' 

^(- 

-1)"-* 

oc"           (9X  +  0" 

-{9X 

-if 

-4- 

n       (1 

-t-  eV)" 

2< 

Posons 

Ox  -♦-  t  = 

=  <]f«^;    «JC- 

-1  = 

qe-^i 

de  sorle  que 

- 

ç' =  (»«,«  + 

1. 

Le  resle  pourra 

s'écrire 

t 

M        \ql 

sin  Ma 

■ 

Si  X,  en  valeur  absolue,  esl  égal  ou  inférieur  à  1,  ce  resle 
tend  vers  zéro,  quand  n  croit  indéfiniment.  On  a  donc 


arclangx  =  - h- —-4-  etc.; 

1       o         5       7 


(*)  La  manière  la  plus  simple  de  trouver  le  développement  dopt  il  s'agit» 
avec  des  limilcs  du  reste,  est,  croyons-nous,  celle  qui  consiste  a  partir  du 
développement  de  ^-^^ ,  De  même  pour  I.  (1  -4-  jf)  ,  L  (  i  —  «) ,  etc.    (E.  C.) 
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el,  en  imrticulier^  pour  x«=1: 

n      ^      i      i      \       i       i 

formule  qui  n*est  pas  démontrée  rigoureusement  dans  la  plupart 
des  manuels  de  Calcul  infinitésimal  (*). 

C'est  M.  Drussely  de  Luxembourg^  élève  à  TÉcole  du  Génie 
civil  de  Gand,  qui  a  trouvé  la  formule  (1),  et  a  songé  à  l'appli- 
quer au  développement  de  arc  tang  x.  M.  Gilbert  ^  dans  son 
Calcul  infinitésimal  (eh.  IV,  ex.  8,  p.  90),  emploie  un  procédé 
analogue  dans  la  recherche  de  D^  arc  sin  x;  mais  on  n'arrive 
pas,  pour  cette  fonction,  à  un  résultat  simple.  (P.  M.) 


QUESTIONS  DE  GÉOMÉTRIE; 

l>ar  M.  H.  Brocakd.  capitaine  du  géuie  (Alger). 


On  donne  les  asymptotes  yCO,  xDO,  et  un  point  A  d'une 
hyperbole  équilatèt*e.  Trouver  les  points  d'intersection  de  cette 
hyperbole  par  la  droite  CD,  sans  tracer  la  courbe. 

Soient  A  le  point  donné,  ou  son  symétrique  par  rapport  au 
centre  0;  I  sa  projection  sur  CD;  M,  N,  les  points  où  CD  coupe 
l'hyperbole;  G  le  milieu  de  CD  ou  de  MN  (**). 

La  ligne  Al  rencontre  les  asymptotes  aux  points  Ret  K;  et, 
d'après  une  propriété  connue,  le  point  S  de  Al,  tel  que  KS=  AR, 
appartient  à  l'hyperbole. 


(  '  )  Quels  sont  ces  Manuels  ?  (E.  C.) 

(")  Le  lecteur  est  prie  de  faire  la  figure. 
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Mais  AS  est  une  hauteur  du  triangle  AMN  inscrit  à  Thy- 
perbole  équilatère  ;  donc,  en  vertu  d'une  autre  propriété  de  cette 
courbe,  le  point  S  est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  de  ce 
triangle. 

Si  Ion  suppose  tracée  la  circonférence  circonscrite  au  triangle, 
et  la  hauteur  AI,  prolongée  en  H  à  Tinterseclion  de  la  circonfé- 
rence, on  aura,  d'après  une  propriété  du  triangle  inscrit, 
IH  =  IS. 

Mais  cette  circonférence  passe  par  les  points  A ,  H ,  et  a  son 
centre  sur  la  perpendiculaire  GE  à  CD  en  son  milieu  G.  Elle 
est  donc  déterminée;  par  suite,  les  points  où  la  droite  CD  la 
rencontre  sont  les  points  M  et  N  cherchés. 

On  voit  que  la  solution  de  cette  question  est  très^ireete,  et 
d\ine  grande  simplicité. 

II 

I.  Si  Ion  cherche  à  remplir  un  carré  avec  des  cercles  égaux,  en 
nombre  variable  n\  le  rapport  du  vide  au  plein  est  constant,  et 
indépendant  du  nombre  des  cercles;  car  il  est»  évidemment,  le 
même  que  pour  le  cas  du  cercle  inscrit  à  un  carré.  Il  est  donc 
exprimé  par 

n 
1 

*=0,2t47 


i 

Ainsi,  le  vide  est  à  peu  près  le  cinquième  du  plein,  quel  que  soit 
le  nombre  n^  des  carrés  élémentaires. 

II.  Si  Ton  cherche  à  remplir,  de  la  même  manière,  un  triangle 
équilatéral,  le  nombre  des  cercles  est  *^*^*^  ;  ce  qui  donne  n 
cercles  à  la  base;  et  le  rapport  du  vide  au  plein  varie,  tout  en 
ayant  une  limite.  Cela  tient  à  ce  que,  si  Ton  passe  du  cercle 
inscrit  au  triangle,  à  un  ensemble  de  cercles  inscrits,  le  vide 
augmente  d'une  série  de  triangles  curvilignes  compris  entre  les 
cercles. 

La  loi  générale  est,  néanmoins,  facile  à  exprimer. 
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Le  irianglc  équiialéral  ayant  1  pour  hnse^  a  \iouY  mesure  ^  • 
Le  nombre  des  cercles  tangents  à  la  base  étant  n,  celui  des 
cercles  figurés  dans  le  triangle  est 


Le  rayon  des  n  cercles  à  la  base  est  tel,  que  {n  —  1  )  diamètres» 
ajoutés  à  2  fois  le  rayon  multiplié  par  {/Zy  donnent  le  côté,  1, 
du  triangle  : 

2(/*  — l)R-+.  2R  1/3=1; 
doù 

R î .. 

2  (n  —  i  -4-  |/5) 

Le  rapport  du  vide  au  plein  est  donc  marqué  par 

V/3      nln-*-  t)  n 

T  2     \(n-'\^[/zy n{n-^\)n 


y/g  2\/lÇ(«  — 1 -i-V/s)* 

4 

pour  les  ?^^^  cercles. 

Si  le  nombre  des  cercles  croit  indéfiniment ,  la  limite  de  cette 
eipression  est 

•-i7s=''''* 

Ainsi  le  vide  serait  les  neuf  centièmes,  ou,  à  peu  près,  le 
dhième  du  plein. 

Note.  —  Les  considérations  qui  précèdent  pourraient-elles 
servir  à  démontrer  qu'on  ne  peut  remplir  une  surface  au  moyen 
d^un  nombre  indéfiniment  croissant  d'éléments  circulaires  égaux, 
infiniment  petits? 

Remabque.  —  On  pourrait  étendre  la  même  recherche  au  cas 
du  cube  ou  du  tétraèdre  régulier,  rempli  par  des  sphères  infini- 
ment petites  (*). 

(')  Cette  dernière  question  a  éïA  résolue  (Théorèmes  et  Probtèmes ..., 
p.  100).  (E.  C.) 
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III 

Dans  tout  tétraèdre  :  1"*  les  quatre  hauteurs  donnent  lieu  ^  prises 
deux  à  deux,  à  six  plus  courtes  distances,  parallèles  aux  six 
arêtes  du  tétraèdre;  2®  les  six  plus  courtes  distances  donnent  lieu, 
prises  deux  à  deux,  à  quinze  plus  courtes  distances,  dont  douze 
sont  nulles,  et  dont  les  trois  autres  sont  parallèles  aux  trois  plus 
courtes  distances  des  arêtes  opposées  du  tétraèdre. 

Cette  proposition,  déjà  connue,  est  susceptible  d'une  démoo- 
stration  extrêmement  simple. 

l"*  Désignons  par  Â,  B,  C,  D  les  plans  des  faces  opposées  aux 
sommets  a,  6,  c,  d  du  tétraèdre;  par  3  (a,b)  la  plus  courte  dis- 
tance des  hauteurs  Ha,  116,  partant  des  sommets  a  et  6. 

Par  définition,  d  (a,  6)  est  parallèle  à  une  droite  située  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  chacune  des  hauteurs  Ha,  Hb.  Donc 
i  {a,  b)  est  parallèle  à  I arête  d'intersection  des  plans  A,  B, 
c'est-à-dire ,  à  l'arête  de  du  tétraèdre. 

Il  y  a  quatre  hauteurs,  c'est-à-dire  |^=6  plus  courtes  dis- 
lances parallèles  à  chacune  des  arêtes  du  tétraèdre. 

2*  Les  six  plus  courtes  distances ,  prises  deux  à  deux,  donnent 
|^=  IS  plus  courtes  distances. 

La  plus  courte  distance  entrée  (a,  b)  et  d  (c,  d}  par  exemple, 
est  perpendiculaire  à  chacune  de  ces  droites;  mais  ces  droites 
sont  parallèles  aux  arêtes  a6,  cd  du  tétraèdre;  donc  la  plus 
courte  distance  en  question  est  parallèle  à  la  plus  courte  distance 
entre  ces  arêtes  opposées.  Or,  il  y  a  trois  couples  d'arêtes  op- 
posées (ab,  cd,  ac,  bd,  ad,  bc).  Il  y  a  donc  trois  plus  courtes 
distances,  parallèles  aux  plus  courtes  distances  de  ces  arêtes. 

Reste  à  démontrer  que  les  douze  autres  sont  nulles.  3  (a,  6), 
par  exemple,  est  parallèle  k  cd\d  (a,  c)  est  parallèle  à  bd;  donc 
la  plus  courte  distance  entre  i  (a,b)eid  (a,c)  est  parallèle  à  la 
plus  courte  distance  entre  cd  et  bd.  Mais  ces  droites  se  ren- 
contrent. Ainsi  la  plus  courte  distance  entre  ces  droites  est  nulle 
et  n  a  pas  de  direction  déterminée.  De  cette  indétermination  ré- 
sulte que  la  plus  courte  distance  en  question  est  nulle. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉOBÈME  DE  GÉOMÉTRIE; 

par  M.  Eyen,  professeur  à  l'Athénée  d'Arlon. 


Si  un  quadrilatère  est  partagé  en  deux,  par  une  sécante  quel- 
conque,  les  points  de  rencontre  des  diagonales  des  trois  quadrila- 
tères sont  en  ligne  droite  (*). 

Menons  une  sécante  quelconque  EP,  coupant  les  côtés  ÂD  et 
BC  du  quadrilatère  ABGD,  respectivement  en  E  et  en  F;  soient 
0,  o',  o"  les  points  d'intersection  des  diagonales  des  quadrilatères 
ABCD,  ABËP,  DGEF.  Les  triangles  ABo''  et  CDo'  sont  homo- 
logiques^  car  ils  ont  leurs  sommets  deux  a  deux  sur  les  trois 
droites  FA,  FB,  FD,  concourant  au  point  F;  donc  les  côtés  se 
rencontrent  deux  à  deux  (CD  et  Bo",  BE  et  Ao  ",  AB  et  Co') 
en  trois  points  a,  ^,  y,  situés  en  ligne  droite.  De  lu  résulte  que 
ACy  BD  et  o'o'',  droites  qui  joignent  les  sommets  de  ces  tri- 
angles,  passent  deux  à  deux  par  un  même  point  {**). 

Note.  Voici  une  curieuse  démonstration  de  ce  théorème. 

Soient  S  le  point  de  rencontre  de  AD,  BC,  et  Xi  y^  z^ ,  x^  y^  z^ 
les  coordonnées  des  points  o,  o\  par  rapport  au  triangle  de 
référence  SAB.  L'équation  de  oo'  : 


X 

y 

z 

^K 

Vi 

«1 

= 

Xf 

y« 

«1 

x     y     z 

0     y,    X, 

H- 

X,    0     z. 

x 

y 

z 

Xi 

0 

21 

0 

Vi 

«« 

(*)  Ce  théorème  est  tiré  do  TraUé  de  Géométrie  éUmeniaire,  par  Rouché 
et  Comberousse. 

(**)  Cette  courte  note  formait  le  commencement  d'un  intéressant  article. 
Nous  avons  dû  supprimer  le  reste,  parce  qu'il  faisait  double  emploi. 

(E.  C.) 
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est  la  somme  de 


X 

0 


y 

y* 

0 


—  no 


0, 


y 


^  I 

^1 


équations  de  CF,  DE.  Donc  o",  |)oiiit  dlnterscctton  de  CF,  DE, 
esi  suroo'.  (P.  M.) 


BIOGRAPHIE  DE  JEAN  WILSON. 


Nos  doutes,  bien  légitimés  par  le  silenee  des  biographes, 
touchant  Tauteur  d'un  célèbre  théorème  d'Arithmétique  (*),  ont 
eu  un  heureux  résullaU  :  celui  de  faire  connaître,  complètement, 
Jean  Witson.  On  va  voir  qu'il  n'était  pas  très-facile  de  recueillir 
des  renseignements  sur  ce  Géomètre. 

En  effet,  des  le  commencement  de  février,  le  Prince  Boncom- 
pagni  s'empressait  d'écrire  à  M.  Ashbee,  l'un  de  ses  correspon- 
dants à  Londres,  en  le  priant  de  faire,  au  sujet  de  Wilson,  des 
recherches  dans  les  Bibliothèques  de  la  Métropole.  M.  Ashbee  a 
découvert,  au  Brilidï  Muséum ^  une  Trigononietry,  by  John 
WiUon  (Edinburg,  1714},  et  une  ArUhmelic,  by  John  tVikon 
(Edinburg,  1741);  «  il  lui  semble  très-probable  que  le  c  Johannes 
»  Wilson  »  mentionné  dans  le  passage  des  Meditationes  alge^ 
m  braicœ,  de  Waring,  est  l'auteur  de  ces  deux  ouvrages  (**)  ». 

Plus  heureux  que  son  compatriote,  M.  Glaisher,  à  qui  la 
Nouvelle  Correspondance  doit  déjà  d'importantes  communica- 
tions, M.  Glaisher,  disons-nous,  était  parfaitement  au  courant  de 


{')  N.C,  M.,  t.  II,  pp.  33,  53,  34. 

(**;  Lettre  de  M.  B.  B.  an  Rédacteur,  25  février  1870.  1/hypolliè.v  dr 
m.  A.  est  inadmissible  :  on  17 li,  l'aini  de  Waring  n'élaîl  pas  ne! 
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la  vie  et  des  travaux  du  véritable  Jean  Wiison.  Il  a  donc  pu, 
aussitôt  après  avoir  pris  connaissance  du  numéro  de  février, 
adresser,  à  M.  Mansion,  la  curieuse  et  importante  lettre  dont 
on  va  lire  la  traduction.  Désormais,  nous  Fespérons,  les  bio- 
graphes feront  des  emprunts  à  notre  modeste  recueil. 


L 


«  Je  vous  écris,  tout  de  suite,  touchant  les  remarques  relatives 
à  Wiison,  qui  se  trouvent  aux  pages  32-33,  t.  IF,  de  la  N.  C.  M, 
Il  n'y  a  pas  de  doute  possible  sur  Texistence  de  Wiison  :  il  est 
bien  Tauteur  du  théorème  qui  porte  son  nom.  Il  fut  élève  de 
Waring,  à  Cambridge,  et  private  tutor  (en  langage  universitaire 
le  c  coach  »)  de  Paley,  le  théologien.  Waring  prit  ses  grades  en 
1757,  Wiison  en  1761,  Paley  en  1763;  tous  trois  comme  senior 
xvrangler.  Je  vous  envoie  un  extrait  de  Touvrage  de  Morgan, 
A  Budget  of  Paradoxes  y  où  il  donne  un  sommaire  de  la  vie  de 
Wiison. 

»  J'ai  sous  les  yeux  un  écrit  de  Wiison,  le  seul  qu'il  semble 
avoir  publié.  Il  appartient  à  la  Bibliothèque  de  TUniversité  de 
Cambridge,  et  a  pour  titre  :  A  Vindication  of  tlie  Miscellanea 
analjtica  :  an  Answer  to  a  laie  pamphlet  entitled  «  Observa- 
tions, etc.  »  Cambridge,  Printed  by  J.  Bentham,  Printer  to  the 
Vniversity  for  T.  etJ.  Merrill  in  Cambridge  j  M.DCC.LX.  On  a 
ajouté,  &  Tencre  :  By  John  Wiison,  Vndergraduate  of  Peterhouse ; 
afteruoards  one  ofthe  Jiuiges  of  the  Court  ofCommon  Pleas.  Cet 
écrit  a  32  pages  in-S"". 

m  Je  VOUS  envoie  aussi  un  extrait  du  Cambridge  Calendar^  de 
répoque  où  Wiison  devint  senior  wrangler  et  conquit  ainsi  le 
grade  le  plus  élevé  que  l'Université  puisse  conférer. 

m  Quant  au  Théorème ,  dit  de  Wiison,  Waring  l'attribue,  bien 
posicivement,  à  celui-ci.  A  la  fin  de  la  préface  des  Meditationes 
algebraicae (je  cite  l'édition  originale  de  1770);  il  dit:  <  Traditur 
postremo  proprietas  maxime  elegans  primorum  numerorum  ab 
amicissimo  et  in  omni  Matheseos  parte  versatissimo  viro  Joanne 
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WUsonArmigero,  alque  mihi  œmmnnkaia  (sic).  »  A  la  page  918, 
après  avoir  donné  le  théorème,  il  ajoute  :  «  Hanc  maxime  ele- 
gantem  primorum  numerorum  proprietatem  invenit  Vir  clarissi- 
miis,  rerumque  mathematicarum  peritissimus  Joannes  Wilion, 
Armiger.  »  J'ai  regardé  dans  la  3*  édition  (de  1782,  je  crois), 
et  ces  deux  passages  s'y  trouvent,  sans  changement.  Armiger 
signifie  esquire,  comme  cela  résulte  d'un  passage  de  la  notice 
nécrologique  consacrée  à  Wilson ,  dans  le  Gentleman's  Magazine, 
de  1793. 

>  Sedgwick  (professeur  de  géologie  ici,  depuis  1818  jusqu'à 
sa  mort,  au  commencement  de  1873),  avait  été  gradué,  comme 
cinquième  ii;ranf//er,  en  1808.  Il  ma  raconté  maintes  histoires  sur 
Waring;  Wilson  et  même  Emerson,  qui  lui  ont  été  transmises 
par  son  «  coach  »...  Au  reste,  on  garde  encore  à  Cambridge  le 
souvenir  de  Wilson  comme  celui  d'un  matliématicien,  capable  de 
grandes  choses,  mais  sans  ambition  scientifique,  et  ayant  laissé 
surtout  une  grande  réputation  de  jurisconsulte.  » 

II. 

Voici  le  passage  de  Morgan,  auquel  il  est  fait  allusion  plus 
haut.  Après  avoir  cité  Pascal  et  Clairault,  comme  exemples  de 
précocité  mathématique,  le  célèbre  Géomètre  ajoute  : 

«  A  ces  exemples,  nous  en  ajouterons  un  autre  auquel  on  n'a 
pas  fait  attention,  et  qui  nous  donnera  l'occasion  de  sauver  de 
l'oubli  une  biographie  peu  connue,  celle  de  Jean  Wilson, 
l'auteur  du  théorème  :  :  Si  p  est  un  nombre  premier,  le  produit 
1.2.  3....  (p  —  l)-hl  est  divisible  par  p.  Tous  les  mathéma- 
ticiens connaissent  cette  proposition  sous  le  nom  de  Théorème 
de  Wilson,  mais  peu  savent  qui  était  Wilson.  Il  naquît  le 
6  août  1741,  à  The  Howe  in  Applethwaite,  et  éuit  l'héritier 
d'une  petite  terre  à  Iroutbeck,  dans  le  Westmoreland.  Il  fit 
ses  études  à  Peterhouse,  à  l'Université  de  Cambridge.  Lors- 
qu'il était  encore  sous-gradué,  on  le  regardait  comme  plus  fort 
en  Algèbre  que  n'importe  qui  à  l'Université,  excepté  le  pro- 
fesseur Waring,  l'un  des  plus  éminents  algébristes  du  siècle 
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passé  (*).  Il  fui  le  senior  wrangler  de  1761 ,  et  devint  ensuite 
prwate  tutor  pendant  quelque  temps.  Quand  Paley,  alors  dans 
sa  (roisième  année  d'études  à  FUniversilé,  se  décida  à  essayer  de 
devenir  aussi  senior  wranglery  comme  il  le  devint  dans  la  suite, 
Wiison  lui  fut  recommandé  comme  tutor.  Tous  deux  étaient 
ardents  au  travail.  Toutefois,  de  temps  en  temps,  quand  Paley 
venait  chez  son  tutor,  pour  prendre  sa  leçon,  il  trouvait  la  porte 
fermée,  avec  les  mots  :  parti  pour  la  pêche ^  ce  qui  Tennuyait 
d autant  plus,  que  lui-même  aimait  à  la  folie  la  pèche.  Wiison 
quitta  bientôt  Cambridge  pour  le  barreau.  Il  pratiqua ^  comme 
avocat,  avec  le  plus  grand  succès  dans  le  Nord.  Un  jour,  pendant 
ses  vacances  à  Iroulbeck,  il  apprit,  à  sa  grande  surprise,  que 
lord  Thurlow,  dont  il  était  inconnu,  Tavait  recommandé  pour  la 
place  de  Judge  of  the  Court  of  Common  Pleas.  Il  mourut  le 
18  octobre  1793,  en  laissant  une  grande  réputation  comme  juris- 
consulte et  comme  magistrat. 

»  Ces  faits  sont  tirés,  en  partie  de  la  Vie  de  Paley ,  par  Meadley, 
et  proviennent,  sans  doute,  de  Paley  lui-même,  en  partie  du 
Gentleman's  Magazine  f  *),  et  d  une  épitaphe  due  à  Tévêque 
Watson.  Wiison  ne  publia  rien  (***);  le  théorème  qui  porte  son 
nom  ayant  été  communiqué  par  lui  à  Waring,  qui  le  fit  connaître 
au  public.  Il  avait  épousé,  en  1788,  une  fille  du  Serjeant  Adair, 
et  a  laissé  des  enfants.  »  (À  Budget  of  Paradoxes  by  Augustus 
De  Morgan.  London,  1872,  pp.  132-133.) 

III. 

Voici  un  extrait  de  la  liste  des  gradués  en  mathématiques, 
pour  1761,  tirée  du  Cambridge  Calendar.  Moderator  est  équiva- 

O  II  écrivit,  en  1760,  une  brochure  pour  défendre  Waring ,  dont  un 
Dr.  Powel  avait  attaqué  un  petit  mémoire  d'algèbre.  Waring  écrivit,  à  la 
même  date,  une  autre  brochure. 

(*')  M.  Glaisher  a  vérifié,  dans  ces  deux  ouvrages,  les  renseignements 
donnés  par  De  Morgan. 

C*)  Sauf  l'écrit  indiqué  dans  la  note  (*). 

II.  8 
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lent  [*)  à  examinateur.  Ds  =  Domînus  (*),  c'est-à-dire,  bachelier 
ès-arts.  Les  abréviations,  après  chaque  nom,  désignent  les  col- 
lèges auxquels  appartiennent  les  gradués.  L'astérisque  signiGe 
que  le  gradué  est  devenu  ultérieurement  ellow  de  son  collège. 
La  liste  est  divisée  en  trois  séries,  où  les  gradués  sont  rangés 
par  ordre  de  mérite.  Le  premier  wrangler  est  appelé  senior 
lurangler  (**). 


«  1761.    Uoderatort. 


Thomas  Debislet.  M.  A Qucen's. 

Théod.- Vincent  Gould,  H.  A. .    .    .    Clare. 


Wrangler»» 

Ds  '  WiLSOH  «.  .  .  .  Pet. 

LowTEN  ....  ioh. 

•  ZouCH Trin. 

Etc. 


Senior  optimes. 

Ds    CORSTABLE.  .  .     Joh. 

*White Magd. 

LONSDALE  .  .  .    Trin. 
Etc. 


Junior  optimes. 

Ds  Moss Eœ«- 

Waterhodsb.  Trin. 

Hyde Chr. 

Etc. 


Sir  John  Wilson  {***),  formerly  Judge  of  Common  Pleas.  » 


Trinity  Collège, 
Cambridge,  1876,  March,  22. 


(*)   Sganarelle  dirait  :  «  Vous  êtes  orfèvre,  M.  Josse  !  •  (£•  C*) 

('*)  £n  Angleterre,  le  grade  de  senior  wrangler  (qui,  au  reste,  procnre 
les  plus  grands  avantages) ,  est  tellement  estimé,  que  le  nom  de  celui  qui  le 
conquiert  est  dans  toutes  les  bouches,  les  premiers  jours  après  la  publies- 
tion  de  la  liste  des  gradués.  Les  journaux  donnent  sa  biographie ,  et  les 
journaux  illustres  contiennent  son  portrait.  Cayley  a  été  senior  wrangltr  ta 
1842,  Adams  en  1843,  Stokes  en  1841,  J.  Herschell  en  1813,  Airy  en  <^^' 
Archibald  Smith  en  1836.  De  Morgan  a  été  4"«  wrangler  en  18â7;  SyWester. 
2-  en  1837;  William  Thomson,  2>»«  en  1845;  Clcrk  Maxwell,  3-*en  1854,' 
Claiford,  2"«  en  1867;  J.  W.  L.  Glaisher  lui-même,  2«<  en  1871. 

(***)  Al.  Glaisher  fait  cette  remarque  :  on  ne  doit  pas  dire  :  '<*'*  ^' 
Esquircy  parce  que  sir  et  ef^itire  sont  des  titres  qui  s*excluenty  ®^  4^  "^^ 
d'ailleurs,  ne  se  met  pas  directement  devant  un  nom  de  famille. 
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I0TB8  SUB  DITfiES  ARTICLES  DE  LA  HOUYELLE  GORRESPOIDAHCL 

par  M.  H.  Brocard,  capitaine  du  génie  (Alger). 


1.  La  qttestion  11  est  énoncée  et  résolue  par  M.  Matthew 
CoUins  L.  L.  D.,  dans  ie  t.  IX  (pp.  286-287)  des  Mémoires  de  la 
Société  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux.  Nous 
aurons  occasion  de  revenir  sur  cet  important  recueil. 

51.  La  formule 

16A»  =  ia'y'  —  (o»  —  6«  -4-  c«  —  *)• 

est  donnée  aussi ,  par  M.  Dostor,  dans  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  i''  série,  t.  XIII,  année  1874,  p.  S63. 

8.  Vénoncé  n^  25  est,  au  fond,  le  même  que  celui  de  la 
question  132  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1"*  série, 
L  V,  p.  556,  dont  la  solution  n*a  pas  encore  été  donnée  dans  ce 
journal. 

4.  La  solution  donnée  par  M.  Charlier,  dans  la  Nouvelle 
Correspondance,  t.  I,  p.  165,  pour  la  question  28  {bis)  convient, 
évidemment,  à  la  question  suivante  : 

Construire  un  triangle  ABC,  connaissant  les  angles  A,  B,  G,  e^ 
le  périmètre  2p. 

Il  suffit,  en  effet,  de  prendre  a  =  6  =  c  =  /:  =  2p. 

Si,  alors,  x, y^z  désignent  les  trois  côtés  demandés,  la  con- 
struction indiquée  servira  à  les  déterminer. 

Quant  aux  relations  trigonométriques  qui  résolvent  la  ques- 
tion 9  elles  méritent  d'être  signalées  pour  leur  symétrie  et  leur 
simplicité. 
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On  a,  en  effet, 

A/        B  C\ 

x  =  p  tang-  ^tang-  -*-  tang  ^ j  .  ^ 

B/        A  C\ 

y  ==  p  tang  ^  (^n«  ^  -^-  *«"«  gj  ' 

C  /        A  B\  . 

z  =  p  tang^  ^lang  ^  -i-  tang^j  > 

valeurs  qu'il  est  aisé  d'établir  (*),  en  partant  des  formules  »  en- 
seignées dans  tous  les  Cours  de  Trigonométrie,  qui  donnent 
tang|,  tang  |  et  tang  |,  en  fonction  du  périmètre  et  des  trois 
côtés  d'un  triangle. 

On  peut  faire  ici  une  remarque  intéressante. 

On  trouve,  dans  rexcellenl  Recueil  des  exercices  deMathém" 
tiques  élémentaires  (Arithmétique  et  Algèbre),  publié,  en  1842, 
par  0.  Terquem,  et  laissé,  malheureusement,  sans  la  suite  qui! 
avait  promise,  l'exercice  n""  16,  p.  123,  dans  lequel  on  propose 
la  solution  du  système 


(*)  Oncn  lireccUes-ci:  .    1^ 

^  '  sin  -  A 

2 


y=p 


cos-Acos-B 
2  2 

auxquelles  on  peut  joindre  la  formule 

T  =  p«tgiAlgÎBtgic.  (E.  C.) 


cos-B 

cos-C 

t 

sin 

i' 

coS|C 

cos-A 

î 

sin 

î« 
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Il  est  facile  de  voir  que,  si  a,  b,  c  représentent  les  côtés  d'un 
triangle  y  on  a 

§=,l/ptang-, 
v  =  V/ptang^> 
Ç  —  ï/pUng-. 

6.  Question  24,  La  décomposition  de  (l-Ha4-6-+-a'-*-a&-H6*)', 
en  trois  carrés,  nous  remet  en  mémoire  cette  proposition ,  déjà 
énoncée  par  Diophante  : 

Le  carré  de  la  somme  obtenue  en  ajoutant  funilé  au  produit 
de  deiae  nofnbres  consécutifs,  est  décomposable  en  une  somme  de 
trois  carrés. 

En  effet,  on  a,  idenliquemeni  : 

Ou  peut  observer  que  x^  h-  x  ■+•  1  est  toujours  impair.  On 
en  eoiielut  un  cas  partkuliir  de  la  proposition  de  Legendre  : 

Le  carré  de  tout  nombre  impair,  de  la  forme  x*  H-  x  H-  1,  est 
décomposable  en  une  somme  de  trois  carrés. 

Si  Ton  remplace  x  par  a  +  6,  on  a 

(1  -♦-  o  H-  6  4-  a*  -f-  2a6  -♦-  6*)* 
=  (a  +  6)«  -4-  (a  -H  6  H-  i)*  H-  (a«  -^  2a6  -^  6*  -+-  a  +  6)V 
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EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


THÉORÈME   DE  GÉOMÉTRIE. 

Tout  décagone  gauche^  dont  les  cotés  opposés  se  coupent  deux 
à  deux  sur  un  même  plan,  est  inscriptible  à  une  surface  du  second 
ordre. 

Si  Ton  représente,  par  les  équations  successives  : 

0  =  Mh-A«-M  — B  =  M-^C  =  M  — D  =  M-^E 
=  M-A  =  M-f-B«M  — C  =  M-f-D  =  M  — E, 

les  plans  des  angles  successifs  d'un  décagone  gauche,  on  voit 
que  les  edtés  opposés,  représentés  par 

0  =  M-t-A  =  M  — B, 
0  =  M  — A  =  M-^B, 

se  coupent  sur  le  plan  fixe  dont  Téquation  est  M  =  0. 

L  un  quelconque  des  sommets  du  décagone  est  donné  par  les 

équations 

M-^A  =  0,    M  — B=0,    M-^C  =  0, 

ou  par  celles-ci  : 

A-^B  =  0,     B-t-C  =  0,    M«  — AC  =  0. 

La  surface  du  second  degré,  représentée  par 

M*  =  AC  -^  BD  +  CE  -+-  DA  -+.  EB, 
ou 

(M*  —  AC)  =  (A  H-  B)  D  -+.  (B  ^  C)  E, 

contient  évidemment  le  sommet  quelconque  considéré  (P.  Serret, 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  U  LXXXII» 
pp.  162-168, 1876). 
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THÉORÈME   d'algèbre. 


Étant  chfinée  la  valeur  d'une  fonction  dissymétrique  des 
racines  d'une  équation  (*),  il  est,  en  général,  possible  de  détei'" 
miner  rationnellement  la  valeur  d'une  fonction  semblable  (**). 

Posons,  en  effet,  pour  une  équation  du  quatrième  degré  : 

t^  =  ab  -¥-  cdy  y,  =  (a  H-  6)*  -^  {c  -^  d)% 
1^=  ac  -♦-  6rf,  ïi  ==  («  -*-  cY  -+-  (5  -♦-  rf)', 
<,  =  arf  -f-  6c,     yg  =  (a  -♦-  d)*  -4-  (6  -4-  c)». 

Les  expressions  suivantes,  linéaires  en  yi,  y^,  y^, 

yi  -*•  yi  -*•  ys  «=  A, (0 

ttyi  '^t^t'^ttyz  =  By (2) 

«îyi-4-%i  +  %5  =  c, (3) 

sont  des  fonctions  symétriques  des  racines  de  Téquation  consi- 
dérée; et,  par  suite,  des  fonctions  entières  de  ses  coefficients. 
A,  B,  C  peuvent  donc  être  regardés  comme  des  quantités 
données.  On  pourra  trouver  yi,  y^y  y^,  au  moyen  des  équations 
linéaires  (1),  (2),  (3),  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  de 
hy  ^%y  h^  symétriques  par  rapport  à  t^,  t^.  Il  résulte  de  là  que 
Von  peut  exprimer  y^y  y^,  y^,  au  moyen  d'une  fonction  ration- 
nelle des  coefficients  d'une  équation 

ayant  f^,  t^  pour  racines;  ou,  encore,  comme  une  fonction  ration- 
nelle de 

W  =  (/»  H-  f,  -+-  f,)  =  tt   -*-  (tt  -♦-  /,)  , 

n  =  (ttt^  -f-  ^g  =  t^  (f,  +  f.)  -^  f.e,, 


(*)    (ab  -f-  cd),  par  exemple,  pour  une  équation  du  quatrième  degré. 
(••)  Comme  (a  •+-  6)'  -f-  (c  -f-  d)». 
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Les  expressions  m,  n,  p,  étant  des  fonctions  symétriques  des 
racines  de  Téquation  donnée,  peuvent  s'exprimer  rationnellement 
au  moyen  des  coefficients  de  celles-ci.  Il  en  est  donc  de  même  de 
j/i,  j/s,j^s*  (Cayley,  Messengef'  of  Mathematicê^  S"*»  série,  t.  V, 
pp.  45-46.) 


SUR   LES   COURBES  CISSOIDALBS. 

Les  cubiques  qui  ont  un  point  double  peuvent  être  regardées 
comme  les  cissoïdes  d'une  conique  (N.  C.  M.,  t.  I*',  pp.  86-87). 

De  même,  une  quartique  ayant  un  point  triple,  peut  être  re- 
gardée comme  la  cissoîde  d'une  cubique  à  point  double,  ou 
comme  la  seconde  cissoîde  d'une  conique. 

Une  quintique  à  point  quadruple  est  la  cissoîde  d'une  quar- 
tique à  point  triple,  ou  la  troisième  cissoîde  d'une  conique.  Et 
ainsi  de  suite. 

Ces  divers  théorèmes  sont  très-faciles  à  démontrer;  et  Ton  peut, 
sans  grand'peine,  trouver  :  1®  l'équation  de  la  cissoîde  d'ordre 
quelconque  d'une  conique;  2°  ses  asymptotes.  (Niewenglowsei, 
Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  I.  LXXX» 
pp.  1067-1070.)  (P.  M.) 


CORRESPONDAHCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Niewenglowski,  professeur  au  Lycée 
de  Reims  : 

«  Trouver  l^enveloppe  des  droites  représentées  par  l'équation 

a;  sîn  9  -t-  y  cos  d  «a  R  sin  6 (1) 

Évidemment,  ces  droites  passent  par  le  point  dont  les  équa- 
tions sont  X  =  R,  y  =  0. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  i21  - 
Or^  si  l'on  différentie  par  rapport  à  6,  on  a 

X  ces  ô  —  y  sin  e  =3  R  cos  6  ; (2) 

d'où,  en  faisant  la  somme  des  carrés  : 

^•H-y'  =  R* (5) 

Si  Ton  avait  mis  Téquation  (1)  sous  la  forme 

(x— R)sîne -^  ycosO  =  0, (!') 

on  aurait  trouvé 

(x  — R)cosd  — ysine  =  0; (2') 

puis 

(^-R)*-^»*=o,    ......    (5') 

équation  qui  se  décompose  en 

x  =  R,    y  =  0. 

Il  y  a  là  une  sorte  de  paradoxe.  Peut-on  Tcxpliqucr  de  la  ma- 
nière suivante? 

On  voit  d'abord  que  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x  =  R , 
y=0,  est  sur  le  cercle  représcnré  par  IVquaiion  (1). 

Les  points  de.  Tenveloppe  sont  irprésonlés  par  les  équations 
(i),(2),  et  satisfont  h  l'équation  (5).  La  réciproque  n'ist  pas 
nécessaîreuient  vraie;  car  on  a  suppose  (|ue  sin  0  et  cos  0  ont  des 
valeurs  réelles.  Or,  les  équations  (i  '),  (2'),  donnent  sin  6  =  0, 
ces  9  =  0...  1» 

Note  du  Rédacteur.  Cette  partie  de  la  démonstration  ne  nous 
semble  pas  complètement  satisfaisante:  comme  il  existe,  entre 
sin  9  et  cos  9,  la  relation  sin*  9  +  cos*  =  1,  les  équations  Aomo- 
gènes  (!'),  (2'),  ne  sont  pas  à  deux  inconnues;  et  l'on  ne  peut 
pas  dire  qu'elles  sont  vérifiées  par  sin  9^=0,  cos  9  =  0.  En 
outre,  quand  une  série  de  lignes  passent  par  un  même  point, 
peut-on  regarder  celui-ci  comme  une  enveloppe? 

Il  y  a,  peut-être,  dans  l'intéressante  remarque  de  M.  N.,  le 
germe  de  ce  que  Poinsot  appelait  un  point  de  Doctrine.  Nous 
tâcherons  d'y  revenir. 
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Extrait  d'une  lettre  de  M.  S.  Réalis,  ingénieur  à  Turin. —  «  Dans 
un  volume  extrait  du  Journal  fur  die  Reine  and  angeuiandte 
Mathematiky  et  ayant  pour  titre  :  Mémoires  de  Mathématiques, 
par  Guillaume  Libri  (Berlin,  1835),  on  trouve,  p.  51,  la  formule 

1.2.3...(5  -  1)  (5 -+- 1)  ...(p- 2)  (p  -  1)  ^- jr*=0  (mod.p),(A) 

qui  exprime  le  théorème  dont  il  est  question,  p.  5S  du  t.  H  de 
la  Nouvelle  Correspondance.,.  » 

Note  du  Rédacteur.  Notre  honorable  correspondant  prouve, 
par  des  exemples  numériques,  puis  par  une  véritable  démon- 
stration, que  la  congruence  (A)  est  vraie.  Qui  pourrait  en  douter? 
Elle  résulte,  immédiatement,  des  égalités 

1.2.5...(p  — l)-^l=Jll'.p,    (B)    (théorème  de  Wilson). 
ji^«  —  ^  =  JTt.  p.    (C)    (théorème  de  Fermât) 

11  semblerait  donc  que  la  fausseté  du  Théorème  de  Libri, 
tel  qu'il  est  énoncé  dans  le  Recueil  des  savants  étrangers ,  est 
duc  à  une  erreur  de  copiste  ou  de  typographe.  Soit.  Mais  com- 
ment supposer  que  Fauteur  d'un  Mémoire  présenté  à  l'Aca- 
démie des  sciences  ait  voulu  appeler  l'attention  sur  cette  vérité 
rudimentaire  : 

5î  BetC  sont  multiples  de  p,  B  +  G  est  multiple  de  p? 


Extraits  d'une  lettre  de  M.  P.  S...*  Dans  une  note  insérée  au 
bas  de  la  page  57, ...  vous  me  faites  honneur  d'une  version  qui 
ne  m'appartient  pas  (*).  Celte  version  est  celle  de  M.  Bras- 
sine  {**)...  A  cette  version,  élaborée  dans  la  ville  même  où  vécut 


(*)  A  qui  la  faute?  Dans  sa  précédente  communication,  M.  P.  S.  me  disait, 
textuellement  :  «  Les  mémoires  de  ce  grand  homme  ont  été  publiés  par  son 
fils...  (Toulouse,  1679)  ; j'en-  copie  le$  passage»  suivants...  •       (E.  C) 

(**)  L'ouvrage  auquel  M.  P.  S.  fait  allusion,  est  intitulé  :  firAns  des 
OEuvres  mathématiques  de  P.  Fermât, ...  (Paris,  1853).  Dans  sa  pré&ce,  lo 
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Fermât,  vous  préférez  celle  qui  est  éditée  à  Berlin  (*) 

...  je  crains  fort,  que  le  mot  inexactitudes,  dont  vou«  vous  servez 
à  son  égard,  ne  paraisse  un  peu  dur.  D  autre  part,  je  ne  vois 
pas  bien  en  quoi  vous  faites  consister  la  différence  des  deux 

versions  (**) Voulez-vous  en  conclure  que  Fermât  ne  faisait 

qu  entrevoir  la  solution ,  etc. ,  etc.  (***).  » 

«  Les  théorèmes  curieux  de  M.  Lucas,  concernant  les  sommes 
de  carrés,  mont  remis  en  mémoire  un  théorème  de  même 
nature^  que  j'ai  découvert,  il  y  a  plusieurs  années,  et  qui  est 
peut-être  inédit. 

Voici  ce  théorème  : 

1®  5t  2n  +  1  est  premier  absolu,  la  somme  des  carrés  des  n 
premiers  nombres  entiers  sera  divisible  par  2n  -h  1  ; 

2*  Il  en  sera  de  même  des  sommes  des  produits  de  ces  carrés, 
pW^  3  à  2,  3  à  3,  ...n — 1  an  —  I; 

3"  Enfin,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  1*,  2*  ...  n'  =fc  1 
est  divisible  par  2n  h-  1  (****).  . 


respectable  antear  déclare,  à  plusieurs  reprises,  qu*il  a  voulu  seuiement 
rédiger  un  pr^cû  français,  propre  à  faire  connaître  et  comprendre  les  dé- 
coavertes  de  son  illustre  compatriote.  M.  Brassinne  ne  reproduit,  nulle 
pari,  le  texte  de  1679.  (E.  G.) 

(  *  )  Voilà  un  bien  gros  reproche ,  non  mérité.  N'ayant  pu  me  procurei 
réditionr  de  4679,  j'ai  été  tout  heureux  de  rencontrer  celle  de  Berlin  (is«i), 
fac-similé  de  la  première.  (E.  G.) 

(**)  Encore  une  fois,  Fermai  ne  dit  pas  :  J'ai  découvert  la  questUm,  mais  : 
a  J'ay  aussi-tôt  découvert  que  la  question  du  qucaré  23  étoit  de  ma  portée,  * 
Quand  on  cite,  on  doit  citer  exactement.  (E.  G.) 

(***)  Gelte  question,  et  celles  qui  la  suivent,  ne  me  semblent  pas  exiger 
de  réponse.  (E.  G.) 

(•***)  Nous  avons  dû  corriger  cette  dernière  partie  de  renoncé.  La  démon- 
stration, que  nous  supprimons,  se  termine  par  une  légère  inadvertance  : 
.»I«dlJ^l^ltJi  est  divisible  par  2n  -♦- 1  (sauf  pour  n  =  1),  même  si  n-^i 
n'est  pas  premier.  »  M.  P.  S.  verra  facilemeni  :  i<»  à  quoi  tient  rinexactitude 
de  cette  proposition  ;  2»  que  ses  intéressants  théorèmes  peuvent  {tre  géné- 
ralisés. (E.  C.) 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  es. 

Étant  donnés  deiix  axes  rectangulaires  OX,  OY,  et  une  droite 
AB,  qui  les  rencontre  aux  points  A,  B;  on  projette  le  point  0, 
en  Cf  sur  AB,  et  l'on  construit,  avec  des  parallèles  aux  axes, 
menées  par  A,  B,  C,  les  projections  F,  G  de  C,  sur  les  axes,  et 
les  GRADINS  BDC,  CEA. 

l^  Le  coefficient  angulaire  de  DE  est  le  cube  du  coefficient  anr 
guhirede  BA. 

S"*  Les  droites  FG,  BA,  DE  se  rencontrent  en  un  mêmepoint  M. 

5®  Quel  est  le  lieu  de  ce  point  M,  lorsque  la  distance  CO  reste 
constante?  (H.  Brocard.) 


I.  Désignons  par  c  la  dislance  OC,  et  par  9  l'angle  COX;  nous 

aurons 

c  c 

OF  =  ccos«,    0G  =  C8inf»,    0A  = >  08=»-; — ; 

^  eosf  siof 

puis,  comme  équations  de  AB,  FG  : 

xeosy -f-y  sip  f  =  c, (I) 

X  sÎQ  f  -4-  y  ces  f  =  c  sin  r  008  f (2) 

On  trouve,  avec  la  même  facilité,  que  Téquation  de  DE  est 

X  cos'  f  •♦-  y  sin*  y  =  c  (sin*  f  -+-  sin'  5>  ces  'y  -f-  cos*  f).    .    (3) 
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II  est  visible  :  l""  que  cette  équation  est  une  conséquence  des 
deux  premières;  2"  q"c-ï^  =  f— ^)'-  Donc  les  deux  pre- 
mières parties  de  la  question  sont  résolues. 

II.  Pour  trouver  Téquation  du  lieu  de  M^  on  doit  éliminer 
f  entre  les  équations  (1),  (2).  En  général ,  le  résultat  de  Télimi- 
nation  de  cp  entre  les  égalités 

A'  sin  f>  +  B'  cos  f  e=  C,    A  sin  f  -t-  fi  cos  f  =  C  sin  f  cos  ^ ,    (4) 

est  n  : 

(A'«  +  B")  ((A«  +  V)  €'•—  (AB'  —  BA')*] 

-♦.  2CC'  [AB'  (B'«—  C'*)  ^  BA'  (A"  —  C'*j] 

^-  (?  (A'*  —  C»)  (B'*  —  C'*)  =  0. 

Dans  le  cas  actuel,  A  =a,  B  =  y,  A'  =y,  B'=x,  C =C' =c; 
donc  réquation  demandée  est 

-^c«(y*  — 0  (x"  — c«)«:0; 
ou,  après  quelques  réductions, 
(x«-*-y')  (T^-ff—  3 (x*H-  xy + y*)c»-f-  3 (x«-f.  y V—  c*=0  (**).  (5) 

III.  Les  équations  (1),  (2),  résolues  par  rapport  à  x,  y,  donnent 

cos*«>  sin'?>  ,^, 


cos'  y  —  sin'  y       "  cos*  y  —  sm"  y 


II  résulte,  de  celles-ci  : 

.    3sin'f -f-co^f  , 

dx  «  c  sm  f  cos*  y  - — T r-r-^»?  » 

(cos*f  —  sm'f) 

.  .  sin'y  -4-  3co8*y  _ 

dy  =  c  sm*  y  cos  y- — r TTT»^?'' 

^  {cos*y— 6m*y)' 


(7) 


(*)  {Mélangée  mathétnatiques,  p.  318.)  On  effectue  aisément  cette  élimi- 
nation en  résolvant  les  équations  (A),  ntccessivement  par  rapport  à  sin  f  et 
cos  f . 

(**)  M.  Vladimir  Habbé  (de  Nicolaicy)  a  trouvé  ce  résultat,  mais  sans  In- 
diquer comment  il  y  est  parvenu. 
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puis,  si  Ton  désigne  par  s  la  langueur  de  la  courbe^  comptée  à 
partir  d  une  certaine  origine  : 

j  sinocos>       ,   ,  y — 

^  ^^"i — i r-ir-;idf  l/sin*f  -♦-  1 4  sin* ©  ces* y  h-  cosS.  (8) 

(cos*  f  —  sm*  f)    ^  T        7  r   \  f 

Si  Ton  fait  cos  2(p  ==  z,  que  l'on  transforme  la  différentielle 
précédente,  et  que  Ton  intègre,  on  trouve,  en  supposants  ^=0 
pour  9  as  0: 


,.f[!^IEE.^.„..(î^)_,_^],,, 


(9) 


IV.  La  droite  FG  =  OC  =  c;  donc  l'enveloppe  de  cette  droite 
est  Vépiq^cloïde  représentée  par 

On  obtient  le  point  P,  commun  è  l'enveloppe  et  à  l'enveloppée 
FG,  en  abaissant  CP  perpendiculaire  sur  FG  (**). 

V.  Aux  propriétés  signalées  par  M.  Brocard,  on  peut  ajouter 
celles-ci  : 

V  Le  coefficient  angulaire  de  OP  est  le  cube  du  coefficient  an- 
gulaire de  OC;  2**  la  droite  OPR  est  perpendiculaire  à  DE;  3**  le 
point  M  dimse  la  droite  FG  en  deux  segments  PM,  G  M,  propor- 
tionnels à  OF,  OG;  etc.  (E.  C.) 


(*)  Nous  engageons  nos  jeunes  lecteurs,  non-seulement  à  ditcuter  les  for- 
mules (6),  mais  encore  à  développer  tous  le^  calculs  dont  nous  donnons  les 
éléments  et  les  résultats. 

O  Cours  d'Analyte  del'Univergité  de  Liège,  pp.  458,  459,  467. 

(***}  Cette  construction,  démontrée  dans  Touvragc  cité,  résulte  de  la  théorie 
des  centres  instantanés,  duc  à  M.  Chasies. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


•€.  Démontrer  la  relation  suivante,  entre  les  Nombres  de 
BemouUi  : 

29(2ç-i)(29-2)(29-3) 


1.2.3.4 


BtB^-5  =  0. 


1.2       "*"«•-»--  (LePaige)O. 

97.  Résoudre»  en  nombres  entiers,  Téquation 

X*  _  X  »  100  y.        (H.  Brocard.) 

SS.  Une  parabole  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  en 
touchant  une  circonférence  donnée.  Quel  est  le  lieu  du  foyer? 

(H.  BO 

S9.  Trouver  une  courbe  telle,  que  la  partie  MT  de  la  tan- 
gente ,  comprise  entre  le  point  de  contact  et  Taxe  des  abscisses , 
soit  égale  à  l'abscisse  OP  du  point  de  contact.      (H.  B.)  (**). 

IMI.  Par  un  point  A  d'une  circonférence  OA,  on  mène  une 
corde  AC.  On  projette  le  point  C,  en  D,  sur  le  rayon  OA,  et  l'on 


(*)  Pour  éviter  toute  équivoque,  nous  donnons  ici,  diaprés  Lacroix, les 
valeurs  des  premiers  Nombres  de  Bernoulli  : 

('•)  En  d*autres  termes  :  Intégrer  l'équation  y'  =-;==,  et  discuter  Wn- 
tégrale.  ^^-9*  ^g  ^  j 
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joint  D  à  rextréraité  E  du  rayon  OE  perpendiculaire  à  OA. 
Trouver  le  lieu  du  point  M  où  DE  rencontre  AG.    (H.  B.) 

101.  Lorsqu*on  fait  tendre  rà  vers  Tinfini,  les  courbes  repré- 
sentées par 

se  rapprochent  d'une  ligne  brisée ,  transcendante ,  dont  on  de- 
mande réquation.  (H.  B.)  (*). 

IM.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  ellipse  qui  se 
déplace  parallèlement  à  elle-même»  en  touchant  constamment  une 
ellipse  fixe,  égale  à  la  première,  et  dont  les  axes  sont  perpendi- 
culaires à  ceux  de  la  première.  (H.  B.)  (**). 


Page  90,  liftes  5  et  6,  au  lieu  de  :  rencontratU  en  k\  B',...;  lisez  :  puis  que 
Vùn  mène  les  droUes  B'C,  C'A',  A'B',  rencontrant  en  a,  b,  c  fc«  côtés  BC,  CA, 
AB;  le$ points  a,  b,  e  smU  en  ligne  droite. 

Tome  I,  pagea  106  et  207.  Le  premier  théorème  de  H.  Neuberg  doit 
être  rectifié  aiosi  :  Trois  plans  parallèles,  coupant  deux  droites  qttelconques, 
aux  points  (A,  A%  (B,  B'),  (C,  C);  on  a  .* 


AB.AC       BG.BA      GA.GB 
k  étant  une  constante,  indépendante  de  la  position  des  points  A,  B,  C. 


(*  )  Est-ce  que  cette  question  n'a  pas  été  proposée  aux  candidats  h  VÈcole 
polytechnique,  par  M.  Hermite,  alors  qu'il  était  Examinateur?      (E.  G.) 
('*)  Le  lieu  est  une  de  ces  courbes  appelées  reptoires,  par  Prouhet. 
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LES  COMPAS  COMPOSÉS,  DE  PEAUCELLIER,  HART 
ET  KEMPE; 

par  M.  P.  IMaksion,  professeur  à  l'Université  de  Gand. 


M.  Peaucellier,  otBcier  dans  Farméc  française,  a  découvert, 
en  1864,  un  mode  de  transformation  du  mouvement  circulaire 
en  mouvement  rectiligne  indéfini,  au  moyen  d'un  système  de 
tiges,  liées  entre  elles,  sans  le  secours  de  rainures,  de  rouages 
ou  de  guides,  autres  que  des  centres  fixes  et  des  articulations 
reliant  des  tiges  rigides. 

Cette  importante  découverte  passa  inaperçue  jusqu'à  ce  qu'un 
jeune  étudiant  de  S*-Pélersbourg,  M.  Lîpkine,  eût  retrouvé  la 
transformation  de  M.  Peaucellier.  L^éminent  Géomètre,  M.  Tchc- 
bychew,  attira  l'attention  du  monde  savant  sur  l'invention  de 
M.  Lipkine,  qui  n'avait  pas  eu  connaissance  des  recherches  de 
M.  Peaucellier,  et  lui  fit  décerner,  par  le  gouvernement  russe, 
une  récompense  nationale. 

M.  Sylvester,  de  son  côté,  tant  au  Congrès  de  Lille  qu'à  l'In- 
stitution royale  de  la  Grande-Bretagne,  a  fait  ressortir  la  simpli- 
cité, la  grande  portée  pratique  et  la  haute  importance  théorique 
de  la  découverte  de  M.  Peaucellier. 

Les  constructeurs  anglais  ont  déjà  lire  parti  du  nouvel  appareil 
cinématique  de  M.  Peaucellier.  Ils  l'ont  utilisé  dans  les  pompes 
ordinaires,  les  machines  à  vapeur,  les  moulins,  les  machines  à 
raboter  et  à  broyer;  dans  les  phares;  dans  les  appareils  à  venti- 
lation, etc.  L'appareil  Peaucellier  peut  servir  à  tracer  des  arcs  de 
cercle  de  rayon  aussi  grand  qu'on  le  veut,  d'où  son  nom  de 
campas  composé;  par  suite,  il  peut  être  utilisé  dans  la  con- 
struction des  cartes  géographiques.  La  combinaison  de  plusieurs 
II.  9 
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compas  composés  permet  de  construire  une  foule  de  courbes 
célèbres  :  la  eissoïde  de  Diodes,  le  limaçon  de  Pascal,  les  coni- 
ques, les  ovales  de  Uescartcs,  la  lemniscate,  Fellipse  de  Cassinî, 
la  cardioïde,  etc. 

La  découverte  de  M.  Peaueellier  est  donc  appelée  à  rendre  les 
plus  grands  services,  tant  à  la  science  spéculative,  qu'à  la  méca- 
nique pratique.  Aussi,  est-ce  avec  justice  que  Tlnstitut  de  France 
a  décerné,  à  Tinvenleur,  le  prix  Monthyon. 

Nous  allons  tâcher  de  faire  connaître  la  partie  essentielle  de  la 
découverte  de  M.  Peaueellier,  ainsi  que  les  simplifications  et  les 
modifications  apportées,  par  MM.  Hart  et  Kempe,  ù  Tappareil. pri- 
mitif du  savant  français. 


TRANSFORMATIONS  PAR  RAYONS  VECTEURS  RÉCrPROQUES. 

1.  Définition,  Étant  donnés,  dans  un  plan,  un  système  quel- 
conque de  points  M,  N,  N',  M', ...,  isolés,  ou 
formant  des  lignes  continues;  si  Ton  prend, 
à  partir  d'un  point  A,  sur  les  rayons  vecteurs 
AM,  AN,  AN',  AM',  des  segments  Am,  An, 
An',  Am', ...  tels  que 

AM.Am«=AN.Aw«=AN'.An  =AM'.Am'=ifc', 

on  dit  que  le  système  mnnm'  ...  est  inverse 
du  système  MNN'M',  ...  ou  qu'il  en  est  le 
transformé  par  rayons  vecteurs  réciproques. 
Les  rayons  vecteurs  correspondants,  AM  et 
Am,  AN  et  A«,  etc.,  peuvent  être  portés 
dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires.  Le 
point  A  est  dit  Vorigine  de  la  transformation. 

2.  Théorème  L  La  figure  inverse  (Tun  cercle  est,  en  générât^ 
un  autre  cercle;  le  point  A ,  origine  de  la  transfi)rmation,  est  le 
centre  de  similitude  directe,  ou  inverse ,  des  deux,  ceixles. 
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3.  Théorème  H.  La  figure  inverse  d'un  cercle  passant  p<ir 
V origine  est  une  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  l'origine  an 
centre.  Ce  théorème  est  un  eas  particulier  du  précédent,  et  lu 
démonstration  de  Tun  et  de  l'autre  est  très-simple  (*). 


II 

ÉLÉMENTS  PEAUGELLIER ,  HART  ET  KEMPE. 

1.  Élément  Peaucellier.  —  Théorème.  Un  point  A  quelconqucy 
pris  sur  la  diagonale  Mm  d'un  losange 
MBniD,  la  divise  en  deux  segments  AM, 
Am,  dont  le  rectangle  est  équivalent  à  la 
différence  des  carrés  construits  sur  le  côté 
MB  du  losange  et  sur  la  distance  du  point 
A  à  l'une  des  extrémités  B  de  l'autre 
diagonale. 

De  cette  exlrémilé  B,  comme  centre, 
décrivons  une  circonférence  passant  par 
les  extrémités  M,  m  de  lautre  diagonale.  Supposons  que  le  point 
A,  choisi  sur  Mm,  soit  situé  entre  les  points  M,  m.  Menons  le 
diamètre  EABF.  Nous  aurons 

AM  .  Am  =  AE .  AF  =  (BE  —  AB)  (BF  ^  AB) 
=  (BM  —  AB)  (BM  -^  AB)  =  BM'  —  ÂB*. 

Si  A  n'était  pas  situé  entre  M  et  m,  on  trouverait 

AM  .  Am  =ÂB*  —  BmV 

Définition  de  l'élément.  Imaginons  un  losange  BMD/?j,  formé 
de  quatre  liges  BM,  MD,  Dm,  mB,  articulées  en  B,  M,  D,  m. 
Admettons  ensuite  que  deux  tiges,  BA,  DA,  soient  adaptées,  par 


(*)  On  peut  voir,  sur  celle  théorie.   \c  Journal  de  iLiowufV/e  (tome  XII, 
p.  265) j  les  Théorème»  el  problèmes  de  Gcomcirie.  élémentaire,  cte.     (E.  C.) 

% 
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une  extrémilé,  aux  sommets  B  et  D  du  losange,  et  réunies  entre 
elles  par  Tautrc  extrémité.  Par  leurs  articulations,  les  six  tiges 
sont  maintenues  dans  un  même  plan.  Cet  ensemble  de  tiges, 
qui  jouit  de  la  propriété  exprimée  par  le  théorème  préeéden4, 
s'appelle  élément  ou  inverseur  Peaucellier.  Lelément  est  dit 
négatifs  si  le  point  A  est  entre  les  deux  points  AI  et  m,  positif 
dans  le  cas  contraire.  Le  point  A  est  le  pôle^  AM  et  Am  sont  les 
bras  de  Télément. 


2.  Élément  Hart.  —  Hart,  en  utilisant  un  ancien  théorème  de 
S.  Roberts,  a  trouvé  un  inverseur  plus  simple,  théoriquement, 
que  celui  de  Peaucellier. 

Théorème.  Si  l'on  coupe,  par  une  transversale  pqrs,  parallèle 

aux  bases,  les  calés  AC,  BD  non 
parallèles  et  les  diagonales  AD, 
BC,  d'un  trapèze  isoscèle^  le  rec- 
tangle des  segments  (pq,  pr)  de 
cette  transversale,  situes  entre 
un  côté  et  les  deux  diagonales, 
ou  des  segments  pq,qs,  situés 
entre  une  diagonale  et  les  deux 
cotés,  ne  dépend  pas  des  longueurs 
des  bases. 

Supposons  que  les  points  p,  q,  r,  s  divisent  AC,  AD,  BC,  BD 
dans  le  rapport  de  1  —  jui  à  1  -h  fx.  On  aura 

Î2 


Pfl  =  ^^  = 


Cl), 


\  -+- 


pr  =  qs 


AB. 


Donc 


I  —  ^« 
pq.  pr  =  pq  .  qs  =     - — -  AB  .  CD. 
4 


Le  trapèze  isoscèle  étant  un  quadrilatère  inscriptible,  on  a, 
d'après  le  théorème  de  Ptolémée  : 


AB  .  Cl)  -=  Al)  .  CB  -  AC  .  BD  =  AD' 


AC' 
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Donc 

i-f^^ ,      —, 

pq  .  pr  =  pq  .  qs  =  — ^  (AI)  -  AC)  • 

Définition  de  l'élément.  L'inverseur  Hart  est  la  figure  forniéc 
par  les  quatre  tiges  AG,  BD,  AD,  GB  égales  deux  à  deux,  et 
articulées  en  A,  B,  G,  D.  Le  pôle  de  Finverseur  est  p  ou  s^q  ou  r; 
les  bras  sont  {pq  y  pr)  ou  («r,  sq),.  (pq,  gs)  ou  [rs,  rp)  (*). 

3.  Élément  Kempe.  —  Kempe  et  Sylvester^  le  premier  par  la 
Géométrie,  le  second  par  l'Analyse,  ont  déduit,  de  l'élément  Hart, 
une  sorte  d'inverseur  angulaire  que  nous  allons  faire  connaître. 

Faisons  tourner  le  triangle  jpGr,  d'un  angle  a,  autour  de  son 
sommet  G;  puis  le  triangle  çDs,  du  même  angle^  et  dan;  le  même 
sens,  autour  de  D  :  pr^  qs  deviennent  PR,  QS.  Ces  deux  lignes 
sont  égales  et  parallèles,  comme  faisant  un  angle  oc  avec  AB,  CD 
ou  pqrs.  Les  triangles  AGP,  BDS  sont  égaux ,  ainsi  que  ADQ, 
GBR;  de  plus,  les  triangles  AGP  et  ADQ,  BDS  et  GBR  sont 
semblables.  En  effet,  les  angles  AGP,  BGR,  BDS,  ADQ  sont  tous 
égaux  à  a.  Ensuite 

PC  =  pC  =  n«  =  DS;      AC  =^  Bl); 

RC==rC  =  D9==DQ;     AD=BC; 

PC  :  AC  =  CR  :  CB. 

Il  résulte  de  là  que  les  angles  PAG,  RBG^  SBD,  QAD  sont  égaux 
à  un  même  angle  (3 ,  et  que 

Ai'  =  BS,    AQ  =  BR. 

Prenons  maintenant,  sur  AC,  une  longueur  Ap'=  AP;  puis 
menons  p'q'r's',  parallèle  à  AB  et  coupant  les  côtés  et  les  diagonales 
en  p',  b\  q\  r'.  Nous  aurons 

AQ  =.  Kq\     BS  -=  B«',     BR  =  B/'. 


(')  Un  calcul  très-simple  prouve  que  celle  proposition  n'est  gcnéralisnble 
pour  aucun  autre  qiiadrilalcre  inscriplible. 
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Par  conséquent,  si  1  on  fait  tourner  le  triangle  APQ  autour  de  A, 
d  un  angle  P,  le  triangle  BRD  autour  de  B,  dans  le  même  sens  et 
du  même  angle,  ils  viendront  se  placer  en  Ap*q\  ïir's'.  PQ  faisant 
un  angle  p  avec  AB,  PR  un  angle  a  avec  AB,  Tangle  QPR  est 
égal  à  (a  -4-  P). 
Le  produit 

PRXPQ  =  prXp'7'=  — pç.pr 
pq 

ne  dépend  pas  des  longueurs  des  bases  AB,  CD.  On  peut  donc 
énoncer  ce  théorème  : 

Si  l'on  construit,  sur  les  deux  cotés  AC ,  BD  et  sur  les  deux 
diagonales  AD,  BD  du  trapèze  isoscèle  ABCD,  des  triangles  sem- 
blables ACP,  ADQ,  BDS,  CBR,  convenablement  disposés,  leurs 
sommets  forment  un  parallélogramme  d'aire  constante,  et  d'angle 
constant  quand  les  bases  varient. 

Définition  de  l'élément.  L'inverseur  angulaire  de  Kempe  est  la 
figure  formée  par  les  quatre  pièces  ACP,  ADQ,  BCR,  BDS,  arti- 
culées en  A,  B,  C,  D.  Le  pôle  de  Tin  verseur  est  P  ou  S,  Q  ou  R; 
les  bras  sont  (PQ,  PR)  ou  (SR ,  SQ) ,  (PQ ,  QS)  ou  (RS,  RP). 

III 

TRANSFORMATIONS   DE   MOUVEMENT,   OBTENUES  AU   MOYEN 
DES   INVERSEURS. 

1.  Transformation  du  mouvement  circulaire  en  mouvement 
circulaire.  Supposons  que,  dans  Fun  quel- 
conque des  inverseurs  précédents,  on  fixe 
le  pôle  A,  puis  que  Ton  réunisse  Textrémité 
M  de  Fun  des  bras  AM ,  à  un  point  fixe  K, 
par  une  barre  rigide.  L'extrémité  m  de 
Tautrc  bras  Am  décrira  un  cercle,  dont  le 
rayon  sera  d  autant  plus  grand  que  le  cercle 

dont  le  centre  est  K  et  dont  le  rayon  est  KiM,  passera  plus  près 

du  point  A. 
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L'inverseur  Peaueellier,  avec  la  tige  supplémentaire  KM,  a  été 
ainsi  utilisé  en  Angleterre,  comme  compas  composé»  pour  tracer 
des  cercles  de  douze  mètres  de  rayon,  dont  le  cenlre  était  un 
point  inaccessible. 

2.  Transformation  du  mouvement  circulaire  en  mouvement 
rectiligne.  Supposons  que  la  tige  supplémentaire  CM  soit  telle 
que  KM  =  KA.  Alors ,  quand  M  décrit  un  arc  de  cercle  autour 
deK,  le  point  m,  extrémité  de  Tautre  bras,  décrit  une  droite 
perpendiculaire  à  AK,  si  Ton  emploie  Finverseur  Peaucellier  ou 
rinverseur  Hart;  une  droite  faisant  avec  AK  un  angle  (a+  (3),  si 
Ton  emploie  Finverseur  Kempe. 

L'appareil  Peaucellier  a  été  employé,  avec  une  septième  tige 
KM,  telle  que  KM  =  KA  ,  dans  les  pompes  ordinaires  et  dans 
une  foule  d'autres  appareils. 

Remarque.  Le  cercle  CM  ne  peut  être  entièrement  décrit;  car, 
pour  cela,  m  devrait  parcourir  toute  la  droite  indéfinie  correspon- 
dante. M.  Kempe  a  imaginé  un  mode  rigoureux  de  transformation 
du  mouvement  rectiligne  alternatif  eh  mouvement  circulaire,  et 
inversement  (*). 

13  septembre  1875. 


Note  du  Rédacteur.  M.  Casimir  Rey,  Professeur  à  FÉcole  du 
Génie  (Arras),  nous  a  communiqué  une  démonstration,  très- 
simple,  de  Ja  transformation  Peaucellier. 


(*)  Depuis  que  cette  Note  a  été  rédigée ,  principalement  d'après  quelques 
arjticles  de  Sylvester,  dans  le  recueil  anglais  Nature,  nous  avons  eu  Toccasion 
de  lire  un  admirable  petit  Mémoire  d/e  M.  Kempe,  où  il  ramène  la  démon- 
stration des  propriétés  de  tous  les  inverseurs  &  un  théorème  élémentaire  sur 
le  quadrilatère.  Nous  en  publierons  probablement  une  traduction  dans  la 
N.  C.  M.  (P.  M.) 
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NOTE  SUR  DIVERSES  PROPRIÉTÉS  DE  L'ELUPSOIDE 
ET  DE  L'ELLIPSE; 

par  M.  H.  Brocard,  capitaine  du  génie  (Alger;. 


Le  théorème  de  Monge,  relatif  à  l'ellipsoïde,  peut  être  établi 
d'une  manière  très-siniple,  au  moyen  des  propriétés  de  Tellipse. 
On  sait  que  ce  théorème  s'énonce  ainsi  : 

Le  lieu  du  sommet  d'un  trièdre  trirectangle,  circonscrit  à  un 
ellipsoïde  quelconquCy  est  une  sphère  concentrique  avec  Vellipsotde. 

D'abord  la  surface  cherchée  est  fermée  et  a  pour  centre  le 
centre  de  l'ellipsoïde. 

Supposons  que  le  trièdre  trirectangle  M  se  déplace  de  telle 
sorte  qu'une  de  ses  faces,  P,  reste  dans  le  même  plan.  La  projec- 
tion de  l'ellipsoïde,  sur  cette  face,  étant  une  ellipse,  et  le  trièdre 
se  projetant  suivant  deux  droites  rectangulaires,  tangentes  à  cette 
ellipse,  le  lieu  du  point  M,  dans  le  plan  P,  sera  une  circonférence 
concentrique  à  l'ellipse  proposée.  Ainsi,  la  surface,  lieu  du 
point  M,  est  coupée,  par  tout  plan  tangent  à  l'ellipsoïde,  suivant 
une  circonférence  dont  le  centre  est  la  projection  du  centre  de 
l'ellipsoïde  sur  ce  plan.  Cette  surface,  admettant  une  infinité 
de  sections  circulaires,  et  ne  pouvant  être  rencontrée  par  une 
droite  en  plus  de  deux  points,  est  donc  une  sphère  concentrique 
à  l'ellipsoïde. 

Pour  en  trouver  le  rayon,  supposons  les  faces  du  trièdre 
parallèles  aux  trois  plans  principaux  de  l'ellipsoïde.  Alors  la 
diagonale  du  parallélipipède  ainsi  formé  ayant  pour  valeur 
l^rt^H-6*-+-c*,  celle  quantité  est  le  rayon  de  la  sphère. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  137  ~ 


II 


De^  considéralions  analogues  s'appliquent  au  cas  où  Ion 
cherche  le  lieu  des  sommets  d'un  trièdre  trirectangle ,  dont  les 
trois  arêtes  sont  tangentes  à  un  ellipsoïde. 

Cette  surface  est  un  autre  ellipsoïde  concentrique  au  premier, 
et  dont  les  axes  sont  dirigés  dans  le  même  sens. 

Essayons,  comme  dans  le  premier  cas,  une  détermination 
directe  de  leurs  longueurs. 

Un  plan  P,  tangent  à  rellîpsoîde  en  un  point  A,  détermine, 
dans  la  surface  cherchée,  une  section  que  nous  nous  proposons 
de  déGnir.  Traçons  la  tangente  AT  dans  le  plan  P. 

Par  les  différents  points  B  de  AT,  menons  des  plans  perpen- 
diculaires à  cette  droite.  Ils  déterminent,  dans  Tellipsoide,  des 
ellipses  semblables  à  la  section  faite  par  le  plan  diamétral  per- 
pendiculaire à  AT.  Dans  chacun  de  ces  plans,  le  lieu  des  sommets 
des  angles  droits  circonscrits  est  une  circonférence;  et  les  centres 
de  toutes  ces  circonférences  sont^  comme  ceux  des  ellipses,  sur 
un  diamètre  de  Fellipsoïde.  Le  rayon  de  ces  circonférences  varie 
entre  zéro  et  une  quantité  supérieure  à  OA.  Pour  une  certaine 
valeur  de  ce  rayon,  les  circonférences  rencontrent  donc  la 
droite  OA;  et,  d'après  ce  qui  précède, chaque  tangente  à  Tellip- 
soïde  renferme  deux  sommets  du  trièdre,  c'est-à-dire  qu'elle 
coupe  toujours  en  deux  points,  et  en  deux  points  seulement,  la 
surface  lieu  de  ces  sommets. 

Ainsi,  la  surface  cherchée  est  du  second  ordre;  et,  comme 
elle  est  fermée,  elle  est  un  ellipsoïde  E',  concentrique  à  l'ellip- 
soide  donné ,  E. 


III 


Pour  en  achever  la  détermination,  observons  que  E'  doit 
admettre,  comme  plans  de  symétrie,  les  plans  principaux  de  E. 
Ainsi,  les  axes  de  E'  sont  dirigés  suivant  les  axes  de  E.  Soient 
a',  b',  c!  les  demi-axes  de  E';  a,  b,  r  é(anl  les  demi>axes  de  E. 
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Concevons,  par  exemple,  la  section  parle  plan  dont  Téquation 

est  z  =  y: 

X*      y*      c*  —  y* 

La  circonférence  concentrique,  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits,  a  pour  équation 

et  Ion  veut  que  cette  dernière  quantité  soit  égale  à  a^.  Cette 

condition  détermine 

6V 


r'  = 


a'-+.6« 


Mais  le  plan  considéré  coupe  la  surface  cherchée  suivant  une 
ellipse  représentée  par 


^•"■?ï^^- 


On  doit  donc  avoir 


ou  la  série  d'égalités 

o'*  6"  c» 


oV  a*6» 


-=i =• 


a"*  d*     _  6» 


6»+c«      6»  +  a' 


c'»  6" 


6V  6V 


o" 

■1 — T.; 


ou  encore  • 

a'«  (6*  H-  c«)  =  6'«  (a«  +  c')  =  c'«  (o«  -h  V) , 

et 

i^fL       ,^J^       ,^± 


aV  aV  6V 


.«      » 
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d  où  Ton  tire  enfin 

i  6«  -+-  r» 


a'^ 

a}b^ 

-f-  tt*(*  -+- 

6V* 

i 

t*  -«-  «" 

^/« 

a^b* 

-4-  Û*C«  H- 

6»r« 

i 

a«-vfc« 

Ainsi ,  réquation  de  Tellipsoîde  cherehé  est  < 

(&•  -H  c«)  X*  ■+■  {a*  -H  c*)  f/«  -f-  (a«  -^  6«)  je»  =  ««/i*  -4-  /i*c«  -f-  a»r»; 
ou ,  en  divisant  par  a*6V  : 

a»  W       rV       6*  \a*       rV       c«  \a«       6V        a*       6*       c* 


TV 


Cette  propriété  remarquable  de  l'ellipsoïde  E'  conduit  à  de 
nombreuses  conséquences,  qui  méritent  d'être  signalées. 

1^  Si,  dans  Téquation  de  E',  on  suppose  c  =3  0,  on  a  Téqua- 
tion  de  Tellipsoîde  lieu  des  sommets  des  trièdres  trirectangles 
donc  les  arêtes  s  appuient  sur  une  ellipse;  savoir  : 

6«a?«  -♦-  a*i/«  -4-  (a*  -*-  6*)  z«  =  a*6*. 

Admettons  que,  par  un  point  M  de  cet  ellipsoïde,  on  mène 
trois  droites  rectangulaires,  puis  la  normale  au  point  M. 

D'après  un  théorème  connu,  le  plan  passant  par  les  points  où 
les  trois  droites  rencontrent  la  surfat;e^  coupe  la  normale  en  un 
point  fixe.  Mais,  d'après  ce  qui  précède,  si  par  ce  point  on  mène 
un  plan  diamétral,  il  existe,  sur  toute  section  diamétrale ,  une 
série  de  trois  points  tels,  que  les  droites  qui  les  joignent  au  point 
M,  supposé  fixe,  forment  les  arêtes  d'un  trièdre  trirectangle. 

Considérons  une  arête  MA,  aboutissant  à  un  point  d'une  ellipse 
diamétrale  déterminée.  Par  le  point  M,  menons  un  plan  perpen- 


Digitized  by  VjOOQIC 


—   140  — 

diculaire  i  MA.  II  coupe  Tellipse  en  deux  pornts  B,  B'.  Tirons 
MBy  MB';  et,  par  le  point  M,  menons  les  droites  MG,  MC,  res- 
pectivement perpendiculaires  aux  plans  BMA,  B'MA,et  rencon- 
trant le  plan  P  aux  points  C,  C. 

Soft,  enfin,  II  la  projection  du  point  M  sur  le  plan  diamétral 
considéré.  La  droite  AM  étant  perpendiculaire  4iu  plan  BMC,  se 
projette  suivant  une  perpendiculaire  AH  à  la  droite  BG.  De  même 
pour  BM  et  CM.  Ainsi 

2"  Étant  donné,  sur  un  ellipsoïde,  un  point  M  sommet  d'un 
trièâre  trirectangle  mobile;  le  plan  passant  par  les  intersections 
A,  B,  C  avec  la  surface,  des  arêtes  de  ce  trièdre,  rencontre  la  nor- 
male en  M  en  un  point  fixe.  Menons,  par  ce  point,  un  plan  diamé- 
tral P,  sur  lequel  le  point  M  se  projette  en  un  point  H.  //  existe, 
sur  l'ellipse  de  section,  des  groupes  de  trois  points  A,  B,  C,  tels, 
que  II  est  le  point  de  coiicours  des  hauteurs  du  triangle  inscrit 
ABC. 

On  déduit,  de  cette  propriété,  une  proposition  intéressante  : 

3^  Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  intérieur  I ,  par  lequel 
on  mène  trois  droites  lA,  IB,  IC,  lerminies^  à  l'ellipse  et  faisant 
entre  elles  des  angles  de  420''.  Soit  H  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs  du  triangle  ABC.  Ce  point  peut  être  défini  :  la  projec- 
tion, sur  le  plan  ABC,  du  point  1  considéré  comme  le  sommet 
d'un  trièdre  trirectangle  ABCl,  qui  se  projette,  sur  le  plan  du 
tableau,  suivant  les  droites  lA,  IB,  IC. 


Voici  encore  d'autres  propriétés  que  l'on  peut  signaler  : 

A""  Étant  donnés  une  ellipse  et  un  point  intérieur  H,  il  existe 
une  infinité  de  triangles  inscrits  ayant  le  point  H  pour  point  de 
rencontre  de  leurs  hauteurs. 

On  peut  même  s  assurer  que  Tcnveloppc  des  côtés  de  ces 
triangles  est  une  ellipse. 
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En  effet,  par  le  point  H,  faisons  passer  une  eorde  quelconque 
AHD;  et,  par  un  point  D  de  cette  droite,  menons  une  autre 
eorde  BDC,  perpendiculaire  à  DHA.  Achevons  le  triangle  BAC; 
tirons  BH  et  BC,  qui  coupent  les  côtés  aux  points  E,  F.  Si  le 
point  D  est  très-voisin  du  point  H,  l'angle  BEC  diflëre  très-peu 
de  i80°.  Si  D  se  rapproche  deTellipse,  langle  BEC  tend  vers 
zéro.  Dans  Tintervalle ,  il  a  donc  passé  par  90*",  pour  une  cer- 
taine position  du  point  D;  et,  comme  Tangle  ADC  est  droit,  CFB 
Test  aussi;  de  sorte  que  le  triangle  répond  à  la  question.  Pour 
chaque  direction  de  corde  AHD,  il  y  a,  de  part  et  d  autre  de  H, 
un  point  D  répondant  à  la  condition  énoncée.  Ainsi,  Tenveloppe 
des  côtés  des  triangles  ABC  est  de  deuxième  classe. 

On.peut  conclure,  aussi,  que  la  courbe  lieu  des  points  DEF  est 
au  moins  du  second  ordre;  et,  comme  le  cercle  inscrit  a  Fun 
des  triangles  ABC,  n'est  pas  Tenveloppe  des  côtés,  ainsi  qu'il  est 
Tacile  de  s'en  assurer,  on  en  conclut  que  la  courbe  en  question 
est  une  ellipse. 

VI 

Dans  le  cas  particulier  où  Fellipse  devient  une  circonféreqce,on 
est  conduit  à  ime  autre  série  de  propositions  : 

Supposons  tracées  une  ellipse  et  la  circonférence  ayant  pour 
centre  Cun  des  foyers  F  et  pour  rayon  le  grand  axe. 

I.  //  existe  une  infinité  de  triangles  inscrits  à  la  circonférence 
et  circonscrits  à  l'ellipse. 

Ainsi,  pour  chaque  corde  AB  tangente  à  Fellipse,  les  tangentes 
à  cette  courbe,  menées  par  les  points  A  et  B,  se  rencontrent  en  un 
point  C  de  la  circonférence.  .  • 

II.  Le  second  foyer  F'  est  le  point  de  rencontre  commun  des 
hauteurs  de  tous  ces  triangles. 

m.  La  propriété  énoncée  au  §  I  est  projeclive,  et,  par  suite, 
démontre  une  proposition  déjà  indiquée  par  Poncetet  : 

Il  existe  une  infinité  de  systèmes  de  deux  coniques,  telles^  que 
tout  triangle  circonscrit  à  l'une  d'elles  soit  inscrit  à  l'autre. 
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VII 


Etendues  à  la  parabole ,  ces  diverses  proposiiions  permettent 
de  retrouver  des  propriétés  connues. 

Si,  en  effet,  fellipse  devient  une  parabole,  la  circonférence 
définie  plus  haut  se  transforme  en  la  directrice.  La  courbe  est 
vue,  de  chaque  point  de  la  directrice,  sous  un  angle  droit  qui  peut, 
dès  lors,  être  considéré  comme  le  sommet  d'un  triangle  rectangle 
circonscrit  à  la  parabole.  Le  foyer  est  le  point  de  rencontre  des 
hauteurs;  de  sorte  que  l'hypoténuse,  rejetée  à  Finfini,  a  pour- 
tant une  direction  bien  déterminée,  laquelle  est  la  perpendicu- 
laire à  la  ligne  qui  joint  le  foyer  au  sommet  de  l'angle  droit.  Des 
conclusions  analogues  s'appliquent  à  l'hyperbole. 

vni 

Revenons  maintenant  à  la  première  proposition. 

!•  Le  lieu  des  pieds  des  hauteurs  de  ces  triangles  est  évidem- 
ment la  podaire  de  la  conique  par  rapport  à  son  foyer,  c'est-à- 
dire,  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole,  la  circonférence  doublement 
tangente  aux  sommets  du  grand  axe;  et,  pour  la  parabole,  la  tan- 
gente au  sommet. 

2*  Si  l'ellipse  devient  indéfiniment  aplatie  et  se  transforme  en 
un  segment  de  droite,  les  triangles  deviennent  tous  rectangles, 
et  ont  un  sommet  commun,  celui  de  l'angle  droit.  L'hypoténuse 
est  le  diamètre  du  cercle;  et  l'on  retrouve  ainsi  une  propriété 
bien  connue:  Tout  diamètre  du  cercle  est  vu,  d'un  point  quel-- 
conque  de  la  circonférence^  sous  un  angle  droit.  Théorème  attri- 
bué, généralement,  à  Thaïes, 

S"*  Si,  au  lieu  de  s'aplatir  indéfiniment,  l'ellipse  donnée  devient 
une  circonférence,  les  deux  foyers  se  confondent  à  son  centre; 
et  alors  la  seconde  circonférence  extérieure  est  concentrique  à  la 
première  et  de  rayon  double.  Les  triangles  dont  il  a  été  question 
sont  tous  équilatéraux;  le  point  de  rencontre  de  leurs  hauteurs 
est  le  centre  commun  des  circonférences. 
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COHSTRUCTIOH  DE  L'HYPERBOLE; 

par  M.  François  Retsin,  professeur  à  l'AUiéDée  de  Gand. 


Sur  Taxe  transverse  AA'  =  2a,  à  partir  du  centre  0,  prenons 
OC  =  6.  Par  C,  menons  une  droite  quelconque,  rencontrant  en 
D,  E  Taxe  non  iransverse  BB^  et  la  tangente  au  sommet  A.  Enfin, 
menons  DM  parallèle  à  OA  et  égale  à  DE  :  le  point  M  appartient 
à  rhyperbole  (*). 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


LE  TRIÈDRE  ET  LE  TÉTRAÈDRE,  AVEC  APPLICATION  DES  DÉTER- 
MIMANTS,  PAR  G.  DOSTOR. 

{Archives  de  Grunert,  48715,  t.  LVll,  pp.  «3-489 (*•).) 

Nous  extrayons,  de  ce  travail  consciencieux,  quelques  résullats 
intéressants,  qui  sont  nouveaux  ou  peu  connus. 

1.  Lorsque  la  somme  des  côtés  d*un  triangle  sphérique  ABC 

(*)  Cette  construction,  très-simple,  est-elle  nouvelle?  \\  est  permis  d'en 
douter:  Nil  novi  sub  Solcl  En  voici  une  autre  : 

Par  les  deux  foyers  F,  F',  on  fait  passer  une  circonférence  quelconque, 
rencontrant  en  €,  E  Taxe  non  Iransverse  BB'.  On  mène  la  droite  CF,  qui 
coupe,  en  D,  la  tangente  au  sommet  A.  Du  point  C  comme  centre,  avec  CD 
pour  centre,  on  trace  un  arc  de  cercle  :  les  points  M,  lU',  où  il  coupe  Ia  pre- 
mière circonférence,  appartiennent  à  Thyperbole.  En  outre,  la  courbe  est 
tangente,  en  M  et  M\  à  la  circonférence  MDM\  (E.  C) 

(**)  Une  partie  de  ce  travail  a  été  publiée  dans  \cs Nouvelles  Annalet,  ÎSIA, 


Digitized  by  VjOOQIC 


est  cgale  à  une  demi -circonférence  de  grand  cercle,  on  a: 

.    A        ————  B         C 

sin--  =  j/colocotc,  '  ces  a  =  taog  —  tang  — ) 

2  À 


<    cos—  =\/  -*. — T"-: —  >  cos  w  ==  lang  —  lang— » 

1         2       ^    sin  6  sin  c  i  2         2 


coso  )        ,  C         A 

cos6s=tang— tang- 


A      m  /ces  6  ces  c  I  A         B 

^^"gâ=V      cosa     ^  coscc=Ung-iang-; 

.  *A        .  .B       .  ,C      ,         .       ^ 
sin'  -H-  s'o"-  -4-  sin'--=x  Ky        ces  A  h-  ces  B  +  ces  C  =  1  ; 

i  \  \  \ 


sin  (A  — S)       6in(B  — S)       sin(C  — S)      sin  S' 

ABC 

tang  r  =  tang  —  lang  —  Ung  - . 

Â  Jt  M 

Dans  ces  formules,  2S  =  AH-BH-C-*-7r,  et  r  désigne  le 
rayon  sphérique  du  petit  cercle  inscrit  à  ABC. 

%.  M.  Dostor  donne  le  nom  de  tétraèdre  équifacial  à  celui 
dont  les  arêtes  opposées  sont  égales.  Les  droites  qui  joignent  les 
milieux  des  arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  équifacial  sont  per- 
pendiculaires à  ces  arêtes  et  perpendiculaires  entre  elles;  le 
centre  de  la  sphère  circonscrite  coïncide  avec  le  centre  de  gravité. 
Soient  a,  6 ,  c  les  longueurs  des  arêtes ,  V  le  volume ,  R  le  rayon 
de  la  sphère  circonscrite,  r  celui  de  la  sphère  inscrite.  On  a  : 

72V*  =  (6«  ^-  c«  —  a*)  (c*  -t-  a*  —  6«)  (a*  -+-  6*  -  c«), 
^      (fti  -4-  çt  ^  a%)  (a%  ^  çt  —  6»)  (qi  H-  />«  —  c») 
(a-+-6-^  c)  (6-t-c  —  a)  (c-4-a — 6)  (0-4-6 — c) 
8R«  =  a*  ^-  6«  -4-  c«. 

3.  Désignons  par  a,  6,  c  les  arêtes  DA,  DB,  DG  du  tétraèdre 
ABCD;  par  a',  6',  c  les  arêtes  BC,  CA,  AB;  par  F, ,  F„  F5,  F4 
les  aires  des  faces.  Si  le  tétraèdre  est  circonscrit,  par  les  arêtes,  à 
une  sphère  ayant  pour  rayon  p,  et  que  a,  p,  y,  ^  soient  les  seg- 
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ments  des  arêtes  déterminées  par  les  points  de  contact^  on  a  les 
relations  : 

a.  -^  $  -{-  y  -♦-(f=a-«-a'=6-i-  6'=c-t-c', 

i  A  A 

tang  -  (o,  o')  Ung  -  (6,  b')  tang -  (ç,  c')  =  « ,  ' 

4.  Supposons  que  les  arêtes  opposées  du  tétraèdre  soient 
respectivement  perpendiculaires.  Alors 

abc 


cos  (6,  c)      cos  (c,  a)       cos  (a,  6) 

1  a'a"  =  Fî  -+-  Fî  —  SF.F*  cos  (F, ,  FJ  ==  Fî  -f-  Fî  —  2F,F,  cos  (F„  F»), 
4 

36V»  =  6V[a'  sin*  (6,  c)  —  o'"  cos«  (6,  c)]. 

5.  La  formule  connue  : 

36V*=  o*6V(i  —  cos*  A  — cos*  ft  — cos*  y -4- 2  cos  i  cos  ft  cos  y),    (i) 

où  A  «=  BDC,  fx  =  CD  A,  V  =  ADB,  peut  être  démontrée  direc- 
tement En  effet,  menons  CH  perpendiculaire  au  plan  ABD, 
HM  et  HN  perpendiculaires  sur  DA  et  DB;  nous  aurons  : 

V  =  1  ADB  .  CH=1  ab  sin  y  Kc*-  DH*.  .     .     .    (2) 
3  6 

Mais  DH  est  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère 
MDNH;donc 

—y,       HN*       DM  VdN'—  2DM  .  DN .  cos  y 


(*)  Nous  étions  parvenu  à  celle  formule,  dès  4868  (voir  la  Revue  de 
r Instruction  publique  en  Belgique,  t.  XII).  Elle  est  susceptible  d'une  démon- 
stration par  la  simple  géométrie.  J.  N. 

H.  10 
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De  plus,  les  triangles  rectangles  CDM»  CDN  donnent  : 

OM  =  ccosf£,    DN  =  cco8A (4) 

Des  relations  (2),  (3),  (4),  on  conclut  facilement  la  formule  (1). 
Si  d  désigne  la  plus  courte  distance  des  arêtes  a,  a\  on  a  : 

V«lrfaa'8Sn(a,a'), 


ou 


J.  Nevberg. 


CORRESPONDANCE. 


Lettre  de  M.  Niewenglowski. —  «  Il  me  semble  que  M.  De  Tilly 
a  raison  de  ne  pas  admettre  qu*une  asymptote  d'une  courbe  algé- 
brique a ,  avec  la  courbe  »  un  nombre  pair  de  points  communs  à 
rinfini. 

Avant  tout,  il  faut  bien  s'entendre  sur  les  mots.  Si  les  abscisses 
des  points  d'intersection  d'une  droite  et  d'une  courbe  de  degré  m 
sont  données  par  une  équation  de  degré  m  : 

Ao^:*-^  A,a:— *-+-...-+- A«  =  0,     .     .     .     .    (t) 

la  sécante  et  la  courbe  ont  m  points  communs.  On  sait  que,  si  la 
sécante  ne  fait  pas  partie  de  la  courbe ,  il  ne  peut  y  avoir  entre 
elles  plus  de  m  points  communs. 

Cela  étant,  si  Ao,  A|, ...,  A,.,  tendent  vers  0,  on  dit  que  p 
racines  de  l'équation  (i)  deviennent  infinies  (*)  et  alors,  par  défi- 


(  * }  Les  racines  de  Inéquation 

û*«* -4- aa? -4-1  =0 

sont  taujùun  imaginaires.  On  n'a  donc  pas  le  droit  de  dire  qu'elles  devien- 
nent infinies  lorsque  a  tend  vers  zéro.  (E.  C.) 
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nîlion,  parmi  les  points  communs  à  la  sécante  et  à  la  courbe  (et 
pour  simplifier  nous  pouvons  supposer  d  abord  tous  ces  points 
réels),  parmi  ces  points,  p  disparaissent  à  Tinfini.  Ou  encore,  la 
sécante  a>  avec  la  courbe,  p  points  à  Tinfini.  Or,  on  convient  (*) 
encore  d'appeler  point  commun  à  la  courbe  et  à  la  sécante,  une 
solution  imaginaire  du  système  de  leurs  équations;  donc,  la 
définition  précédente  doit  subsister  encore,  même  avec  des  points 
communs  imaginaires. 

Cela  étant,  le  folium  a  pour  équation 

«'-♦-y*— 3oa:y  =  0, (2) 

et  son  asymptote  : 

y  -f-  X  -4-  o  =  0 (5) 

Si  Ton  cherche  les  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  la  droite 

qui  a  pour  équation 

y  =  mx  -f-  », 

les  abscisses  de  ces  points  sont  données  par  Féquation  : 

x*  -+-  (mx  -♦-  n)'  —  3ax  (titx  -h  n)  =  0.     .     .     ,    (4) 

Si  m  tend  vers  —  1 ,  le  coefficient  de  x',  qui  est  1  +  m,  tend 
vers  0.  Donc  : 

Toute  parallèle  à  l'asymptote  rencontre  la  courbe  en  un  point 
à  Vinfini  (**). 

Soit  maintenant  y  -i-  x  -^  6  »  0 

iëquation  d'une  sécante  parallèle  à  Tasymptote.  Si  Ton  y  fait 
w  =  —  l,n  =  —  6,  réquation  (4)  devient  : 

3(a  — 6)x«— 3(fc"— a6)x— 6'««0:    ...    (5) 


(•)  Qui?  (E.  C) 

(**)  Soit  un  point  M  de  la  oonrb«,  situé  entre  l'asymptote  ÂB  et  la  paral- 
lèle €D.  Quand  le  point  M  s^éloigne  indéfiniment  do  Torigine,  en  s'appro- 
chant  de  AB,  t7  s'éloigne  de  CD.  Et  œ  point  M,  dont  la  distance  à  CD  aug- 
mente de  pins  en  plus,  finirait  par  être  situé  sur  CD  !  Tout  cela  nous  parait 
inadmissible.  (E.  C.) 
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il  n  y  a  plus  que  deux  points  de  rencontre  à  distance  finie. 
Si  b  surpasse  a  (que  nous  supposerons  positif) ,  ils  sont  imagi- 
naires; si  6  est  compris  entre  0  et  a,  les  deux  points  sont  réels  ; 
ils  se  confondent  avec  Torigine  pour  6  =  0;  quand  b  est  négatif» 
mais  plus  grand  que  —  3a,  ils  sont  encore  réels^  enfin,  après 
s'être  confondus  de  nouveau  pour  6  =  —  Za,  ils  redeviennent 
imaginaires  pour  6  <  —  3a.  Gela  étant,  lorsque  b  tend  vers  a: 
les  coefficients  de  x^  et  de  x  dans  Téquation  (3)  s'annulent; 
donc  Tasymptote  a  ici  trois  points  à  l'infini j  communs  avec  la 
courbe,  un  réel,  et  deux  imaginaires  conjugués.  Au  point  de  vue 
géométrique,  peut-on  concevoir  trois  points  réunis  en  un  seul, 
Tun  étant  réel,  les  deux  autres  imaginaires  conjugués?  Sufiit-il 
que  les  points  s'éloignent  à  l'infini,  pour  que  l'on  puisse  se 
dispenser  d'être  d'accord  avec  le  bon  sens?  (^).  Il  ne  faut  pas 
oublier  que  des  points  à  l'infini  ne  sont  pas  des  points  (**).  Tout 
cela  n'est  qu'une  manière  de  parler.  Des  trois  racines  de  l'équa- 
tion (4),  quand  m  tend  vers  —  1,  et  n  vers  —  o.  Tune  disparait 
après  avoir  pris  des  valeurs  numériques  indéfiniment  crois- 
santes; les  deux  autres  deviennent  imaginaires  conjuguées;  leur 
module  prend  des  valeurs  numériques  indéfiniment  croissantes 
et  disparaissent.  La  vérité  est  là  :  l'asymptote  ne  coupe  pas  du 
tout  la  courbe;  mais  si  l'on  dit  qu'elle  la  coupe  en  trois  points 
à  l'infini,  et  qu'on  peut  la  considérer  comme  une  tangente  d'in- 
flexion, ce  n'est  qu'une  manière  abrégée  de  dire  comment  les 
points  d'intersection  ont  disparu.  L'infini,  a  dit  Gauss,  nest 
qu'une  manière  de  parler  (***). 


(')  Si  une  définition,  si  une  formule  conduit  à  des  résultats  contraires 
à  ce  qu^indique  le  bon  sens,  la  définition  est  mauvaise,  la  formule  est  fausse. 

(E.  C) 

(")  En  1832,  à  la  Sorbonne,y'at  entendu  un  Professeur  s'énoncer  ainsi: 
tt  Ce  coefficient  différentiel  n'est  pas  un  véritable  coefficient  différentiel  :  c*est 
un  coefficient  différentiel  par  la  force  de  la  supposition!  «  Ceci  dit,  Thono- 
rablc  M"'  donnait  un  grand  coup  de  poing  sur  la  chaire;  et  il  croyait 
avoir  fait  une  démonstration  !  (E*  C*) 

(•*')  Cet  aphorisme  de  Gauss  n'explique  rien.  Les  vrais  principes,  sur  la 
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En  terminant,  permettez-moi,  Monsieur,  de  reprendre  un 
énoncé  que  cite  M.  De  Tilly  : 

«  On  peut  considérer  une  droite  comme  la  limite  d'une  circon- 
férence qui  reste  tangente  à  cette  droite  en  un  point  donné ,  et  dont 
te  rayon  augmente  indéfiniment.  » 

Au  point  de  vue  puremept  géométrique,  cet  énoncé  est  exact; 
mais  il  est  peut-être  peu  convenable  d'admettre  qu'une  courbe 
du  second  degré  se  transforme  en  une  seule  droite.  Les  coor- 
données homogènes  tranchent  la  difficulté,  puisqu'en  regai'dant 
2  =  0  comme  Téquation  d'une  droite,  on  peut  dire  iei  que  le 
cercle  dégénère  en  deux  droites,  dont  Tune  est  la  tangente  consi- 
dérée, et  Tautre  la  droite  de  Finfini  (*),  Eirectivement,.si  dans 
réquation 

on  fait  R  infini ,  on  obtient  xz  =  0. 
Reims ,  1 9  mars  1 876.        

Extraits  d'une  lettre  de  M.  De  Tilly.  —  «  Permettez-moi  de 
vous  adresser  un  dernier  mot  sur  les  asymptotes.  Je  ne  veux  pas 
revenir  sur  le  fond  de  la  question  -.chacun  de  nous  a  exposé  sa 
manière  de  voir;  et  c'est  aux  géomètres  à  décider  laquelle  des 
deux  mérite  la  préférence.  Je  désire  uniquement  donner  une 
explication  sur  votre  seconde  note  de  la  page  SO. 

D'abord  mon  assertion,  qui  vous  semble  erronée,  portait  sur 
un  détail  et  non  sur  la  question  prmcipnle,  puisque  je  disais  : 
«  M.  Catalan n  +  n',  dit-il,  est  pair il  semble que 


théorie  des  pointa  a  Finfioi,  sont,  nous  scmblc-t-il,  ceux  que  M.  Gerono  a 
développés  autrefois,  dans  plusieurs  excellents  articles  des  Nouvelles  jénnales 
(tomes  III  et  IV).  (E.  C.) 

(**)  Il  y  a  donc  une  droite  de  Vinfinif  L'existence  de  celle  droite,  dont 
notre  jeune  et  honorable  collaborateur  parait  fermement  convaincu,  ne 
s'accorde  guère  avec  la  ^rfcut-négation  de  Tinfini,  formulée  tout  à  Theure. 

(K.  C.) 
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»  renoncé  et  la  démonstration soient  ici  en  défaut.  Cepen- 

»  dant n  -h  n'  est  bien  un  nombre  pair.  »  Je  finissais  donc 

par  conclure  comme  vous.  Je  tiens ,  de  plus,  à  reconnaître  expli- 
citement que  votre  démonstration  de  celte  propriété  [n-hn'  pair) 
était  parfaitement  exacte.  Si  j'ai  cru  devoir  la  remplacer  par  une 
autre  (que  je  persiste,  d*ailleurs,  à  préférer),  c'est  que,  trop  fidèle 
à  ma  manière  de  compter  les  points  à  Tinfini,  je  laissais  Téquaiioa 
de  la  courbe  sous  sa  forme  la  plus  générale,  de  sorte  que  m 
représentait  pour  moi ,  non-seulement  Texposant  le  plus  élevé 
de  X,  mais  aussi  le  degré  de  Téquation  de  la  courbe;  et  Tasymptote 
restait  quelconque,  au  lieu  de  coïncider  avec  Taxe  des  abscisses. 

Par  ce  moyen,  non-seulement  je  démontrais  le  principe  en 
question,  mais,  en  même  temps,  le  nombre  A:  des  termes  en 
x*", ...  x*"*"*"*,  qui  s'annulaient  pour  X=a,  représentait  le  nombre 
des  points  à  l'infini,  communs  k  la  sécante  et  à  la  courbe. 

Exemple  :  xTy  =  1 .  Pour  y  =  oi(a  étant  différent  de  zéro),  le 
coefficient  de  x"  ne  s'annule  pas,  j'en  conviens;  mais  c'est  celui 
de  x"*"*"*  qui  est  nul ,  donc  : 

Un  point  à  l'infini  ; 

Un  ou  deux  points  réels  (n  =  1  ou  n  =  2),  selon  que  m  est 
impair  ou  pair  ; 

m  —  1  ou  wî  —  2  points  imaginaires. 

De  plus  y  comme  ces  résultats  sont  indépendants  de  la  valeur 
de  a,  on  aurait,  pour  une  autre  sécante,  n'  =  ny  donc  n  -4-  n'  est 
pair. 

Pour  l'asymptote  elle-même  (y  =  0) ,  les  m  h-  1  termes  en  x 
disparaissent,  et  il  y  a  w  -h  i  points  à  l'infini. 

Ainsi  dans  l'hyperbole,  où  m  =  1,  on  a  :  m  h-  1  =2,  ce  qui 
est  exact,  même  d'après  vous.  » 

« Quant  à  l'autVe  formule  de  Libri  (celle  qui  donne  la  plus 

petite  valeur  positive  de  x,  appartenant  aux  solutions  entières 
de  l'équation  ax-hc=6y),  je  ne  comprends,  pas  plus  que  vous, 
la  démonstration  que  l'auteur  en  donne;  mais  toutes  les  vérifi- 
cations auxquelles  j'ai  soumis  cette  formule»  aussi  remarquable 
que  singulière,  réussissent  parfaitement. 
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Je  me  9uis  proposé  de  eberehei*  oomment  U  raudmit  diriger 
ei&^  vérifications  pour  qu*elle3  devinsseni  tout  à  fait  concluantes; 
et  je  suis  arrivé»  sous  ce  rapport ,  à  des  résultats  que  vous  trou- 
verez peut-être  intéressants ,  bien  que,  je  commence  par  le  dire, 
ils  ne  constituent  pas  une  solution  complète  de  la  question. 

Supposons  que  Téquation  soit  préparée  de  manière  que  a  et  6 
n'aient  aucun  facteur  commun  et  que  b  soîl  positif.  Soit  Xi  la  plus 
petite  valeur  cherebée  de  x.  Cette  valeur^  ou  cette  fonction  des 
coeflicients  entiers  a,  6,  c,  jouit  évidemment  des  quatre  propriétés 
suivantes  : 

i*"  Elle  est  moindre  que  b^  quefs  que  soient  a  et  b\ 
2^  Elle  s'annule  lorsque  c  »s  0,  quels  que  soient  a  et  6r 
S""  Elle  ne  subit  aucune  variation  lorsqu'on  y  remplace  c  par 
c  -h  bky  k  étant  un  entier  quelconque,  positif  ou  négatif; 

4**  Si  Ton  y  remplace  c  par  c  —  ak'y  en  prenant  k'  =  nb  -h  r 
(n  et  r  sont  des  entiers  positifs;  de  plus  le  dernier  est  moindre 
que  6) ,  l'augmentation  de  X|  sera  égale  h  —  r-»-6ouà-^r, 
suivant  que  la  valeur  primitive  de  Xi  sera»  ou  pon ,  inférieure  à  r. 

Je  dis,  de  plus,  que  ces  quatre  conditions  nécessaires  sont 
suffisantes  pour  taraetériser  la  fonction  dont  il  s'agit,  c'e8t-à*<lire 
que,  si  une  fonction  donnée  de  a,.  6,  c  les  possède,  elle  repré- 
sentera nécessairement  la  plus  petite  racine  cherchée. 

En  effet,  continuons  à  appeler  X|  la  fonction  de  a,  6,  c  qui 
représente  la  raeine,  et  supposons  qu'il  puisse  exister  une  autre 
fonction  x<i,  jouissant,  comme  X|,  des  quatre  propriétés  indiquées. 

La  fonction  Xj  —  x^  posséderait,  ainsi  que  X|  et  Xj,  les  pro- 
priétés (2*»)  et  (y). 

Mais  si ,  dans  X|  —  Xj,  on  remplaçait  c  par  c  —  ak'y  comme 
précédemment,  la  fonction  ne  pourrait  augmenter  que  de  l'une 
des  trois  quantités  :  zéro,  -h  6,  ou  —  6,  parce  que  la  variation 
—  r  se  réduirait  par  la  soustraction. 

On  pourrait  aussi ,  au  lieu  de  remplacer  successivement  c  par 
c-hbkf  puis  par  c — ak\  substituer  tout  d'un  coup,  à  c,  Texpres- 
sion  c  -H  bk  —  ak';  et,  d'après  ce  qui  précède,  la  variation  de 
X|  —  Xj  serait  encore  0,  -+-  6,  ou  —  b. 
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Mais,  puisque  Téquation  donnée  peut  se  résoudre  par  des 
valeurs  entières  de  x  et  de  y,  on  peut  aussi  résoudre,  par  des 
valeurs  entières  de  k  et  de  A',  Téquation 

même  en  s*astreignant  à  obtenir  une  valeur  positive  pour  k\  ce 
qui  a  été  reconnu  nécessaire.  On  peut  donc  dire  qu'en  remplaçant 
c  par  zéro,  dans  la  fonction  X|  —  x^,  la  variation  de  celle-ci  est 
0,  H-  6,  ou  —  6.  Mais,  d'après  la  propriété  (2®),  X|  —  x^  doit 
être  égal  à  0,  après  cette  substitution;  donc,  avant  la  substi- 
tution ,  sa  valeur  ne  pouvait  être  que  0,  —  6,  ou  +  6.  D'ailleurs, 
X|  et  x^  sont  tous  deux  inférieurs  à  6;  donc  leur  différence  ne 
peut  être  ni  —  6,  ni  +  6.  Donc ,  enfin , 

Xi  —  X,  =  0; 

ou,  en  d^autres  termes,  les  fonctions  Xi  et  x^  sont  identiques  ;  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Ainsi,  pour  décider  si  la  valeur  de  x  donnée  par  Libri  est,  ou 
non,  exacte,  il  suffit  d'examiner  si  elle  possède,  ou  non,  les  quatre 
propriétés  caractéristiques.  Pour  deux  d'entre  elles  Çï"  et  3"*), 
le  fait  est  évident  sans  calculs.  Quant  aux  deux  autres^  je  ne  les 
ai  vérifiées  que  dans  des  cas  particuliers.  Je  ferai  observer,  seule- 
ment, que  la  somme  1  doit  être  prise  entre  a=l  eia=sb — 1. 
L'auteur  a  indiqué  les  limites  1  et  6,  parce  qu'il  considérait 
le  signe  2  comme  un  véritable  signe  d'intégration.  C'est  ce  qui 
se  voit,  du  reste,  par  l'application  numérique  proposée  comme 
exemple.  » 
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SOLUTIOHS  DES  QUESTIOHS  PROPOSÉES  (*). 


Au  Rédacteur  (**).  —  «  Excusez ,  Je  vous  prie,  la  liberté  que 
je  prends  de  vous  envoyer  les  solutions  de  deux  des  questions 
du  numéro  de  mars  1876  de  la  Nouvelle  Correspondance  Mathé- 
matique. 

Vous  mettrez,  je  Tespère,  sur  le  compte  de  mon  peu  d'habi- 
tude des  mathématiques 9  les  nombreuses  négligences  qui  s'y 
rencontrent,  et 

Vous  daignerez  croire  aux  sentiments  de  profonde  estime 

d'une  jeune  étudiante , 

Lucie  Leboeuf. 

Commentry  (Allier),  le  21  avril  1876.  • 


Question  03. 

Le  polygone  formé  par  n  tangentes  à  une  parabole  est  la  moitié 
du  polygone  qui  a  pour  sommets  les  points  de  contact.    . 

(ÉD.  Lucas.)  (***) 

On  voit  tout  d'abord  qu'à  chacun  des  triangles  dont  se  com- 
pose le  polygone  des  points  de  contact,  correspond  un  triangle 


(* }  La  question  ST,  résolue  par  N,  Philippin  (livraison  de  mars),  Ta  été 
aussi  par  M.  le  capitaine  Brocard.  (E.  G.) 

{**)  Tout  en  nous  demandant  si  la  jeune  étudiante  ne  serait  pas  un  jeune 
professeur,  nous  ne  pouvons  résister  au  plaisir  de  publier  la  jolie  lettre  et 
rélégante  solution  dues  h  notre  nouveau  collaborateur  (?).        (E.  G.) 

C*')  Gette  question  est  donnée  dans  Salmon  (édition  françabe,  p.  294), 
pour  le  cas  où  le  polygone  se  réduit  à  un  triangle.  La  marche  à  suivre, 
quand  il  s*agît  d*un  polygone  quelconque,  est  identiquement  la  même. 

(EVIN.) 
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formé  par  les  tangentes,  sans  pénétration  de  Tun  de  ces  triangles 
dans  les  autres.  Par  suite,  il  suflit  de  démontrer  le  théorème 
pour  le  cas  de  trois  tangentes. 

Soient  donc  y^^  y^^  y^  les  ordonnées  de  trois  points  d'une 
parabole;  les  coordonnées  des  trois  points  d'intersection  des 
tangentes  correspondantes  sont  : 


y«yi 


yi  -*-  y. 


La  surface  du  triangle  des  tangentes  est  donc  : 
Ma    IffL^ys 


ou 


Î2 


2p 

2 

y^y. 

.y. 

+  yi 

2p 

2 

y.y. 

y. 

■^-y. 

2p 


S  = 

Sp 


2 

yï  y.  I 

y'  y»  * 

yî  y»  * 


Mais  la  surface  S|  du  triangle  des  points  de  contact  est  : 


Par  suite  : 


/,  yî  y.    H 

S'=Tr.  yî  y«  ' 
''.  yl  y,   1  1 


!2 


C.  Q.  F.  0. 
Lucie  Leborlt. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  15b  — 


Question  5d. 


Théorème.  ABC...  étant  un  polygone  de  n  côtés,  inscrit  à  un 
cercle  dont  le  centre  est  R  ;  soient  G  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème des  points  A,  B»  C,  ...,  et  0  un  point  pris  sur  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  diamètre  GR.  La  puissance  du  point  0,  par  rap- 
port au  cercle  R,  a  pour  expression  : 

-(oa'-hôb'h-ôcV    .) 

n  (Làisant.) 

Rappelons  les  deux  théorèmes  suivants  (*)  : 

I.  La  distance  du  centre  des  moyennes  distances  d'un  système 
de  points,  à  une  droite  quelconque,  est  la  moyenne  arithmétique 
entre  les  distances  de  tous  ces  points  à  la  droite. 

II.  La  somme  des  carrés  des  distances  de  n  points  A,  B,  G.., 
à  un  point  quelconque  S,  est  égale  à  la  somme  des  carrés  des 
mêmes  points  à  leur  centre  G  des  moyennes  distances,  augmentée 
de  n  fois  le  carré  de  SG. 

Si  Ton  mène  GOM,  l'angle  GOR  sera  droit;  donc  OH  sera  la 
puissance  du  point  0  par  rapport  au  centre  R.  Soient  maintenant 
A',  B',  C...  les  projections  des  points  A,  B,  C...  sur  GOM;  on 
aura,  dans  les  triangles  OAM,  OBM,  OCM, ... 

m*^  ÔM  V  Âm'-  20M  .  MA', 
GB*=  OMV  BM'—  20M  .  MB', 

et  en  additionnant  membre  à  membre  : 

(1) ôâVobVoc'h-..- 

=  nôaV  (ÂmV  BmV  ...)  —  20M  (MA'  -^  MB'  +  •  •). 
Or,  MA',  MB', ...  sont  égales  aux  perpendiculaires  abaissées, 


(*)  Catalan,  Thdorèmcg  cl  problèmes. 
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des  points  A,  B,  C, ...,  sur  la  tangente  au  point  M;  donc  (théo- 
rème I)  : 

MA'  -+-  MB'  -f-  MC  + =  nMG, 

On  a  aussi  (théorème  II)  : 

amV  mf-i-  cmV  ...  =ÂGV  BGV  CGV  ..  -^  nSc', 

et  _      _      

ArV  BRV  CRV   ..  =ÂGV  BGV  ...  -i-  nRG*, 

ou  

nMR"=  AGV  BG'-4-  ...  +  fiRG*. 

Il  résulte  y  de  ces  deux  égalités, 

ÂmV  BMV  CM'+  ..  =  nMRV  nMG*—  nRG*. 

Substituant  dans  (1),  après  avoir  divisé  par  n,  on  trouve  : 

ôâVôbVocV..      ,    ,    ,    _, 

-=0M  ^  MrV  MG  —  GR  —  2MG,0M. 

n 

Le  triangle  MRG  donne  : 

GR"=  MRV  MG"—  2MG.0M. 
Le  second  membre  de  légalité  précédente  se  réduit  à  (55f  ;  donc 

Ôm'=1  (OâV  Ôïr+^+ ).        C.  Q.  F.  D. 

Van  Aubel, 

Professeur  à  l'Alhénée  d'Anvers. 


Question  53. 

Théorème.  Le  lieu  des  points  dont  la  somme  des  puissances,  par 
rapport  à  n  circonférences  données,  est  constante,  est  une  circon- 
férence. (Laisant.) 

Soit  M  un  des  points  du  lieu;  soient  0,  0',  0" les  centres 

des  circonférences  données;  R,  R',  R" les  points  de  contact 
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des  tangentes  menées,  du  point  M,  à  ces  circonférences.  Il  faut 
vérifier  que  : 

ma" -H  HÂ' V  mP*-^ =  K\ 

Or,  à  cause  des  triangles  rectangles  MAO,  MA'O' ,  cette 

égalité  revient  à  : 

HÔ'-  R" -*-  mTF'—  R"  ^  MCF'~  R"«^- «  K'. 

Donc  le  lieu  des  points  M  est  le  même  que  celui  des  points 
dont  la  somme  des  Carrés  des  distances,  aux  points  0,  0',  0'^.., 
est  égale  à  la  constante  K*  -f-  R*  -+-  R'*  h-  R"*  -♦-  -.  Or  ce  der- 
nier est  une  circonférence,  dont  le  centre  se  confond  avec  le 
centre  des  moyennes  distances  des  points  0,  0',  0"...(*). 

Van  Aubel. 


Question  66. 

Si,  dans  le  triangle  ABC,  on  mène  la  bissectrke  AD;  puis  que^ 
du  point  D  où  elle  rencontre  BC,  on  élève  EDF  perpendiculaire 
à  AD,  et  coupant  les  autres  côtés  en  E,  F,  on  aura  : 

AE~"AB      ÂC  (Michez.) 

Le  théorème  fondamental  des  transversales  donne  Tégalité 
AE.BD.CF  =  AF,CD.BE; 
laquelle,  à  cause  de  la  proportion 

BD_AB 

cd"~ac' 


revient  à 
d'où 


AE.AB.CF  =  AF.AC.BE; 
CF     _     BE 

ac.af""ae.ab' 


(')  Catalan,  Théorèmes  et  problèmes. 
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on 

AC  — AF       AE  — AB 

AC7Ar"~  AÊ  .  AB  ' 

ou 

j L_J L 

AF       AC~ÂB"^ÂÊ' 
Observant  que  AF=»  AE»  on  a 

J-—  ^       JL 
AE~^ÂB"^ÂC* 


C.  Q.  F.  D. 
Van  Aubbl. 


Autre  solution  par  M.  Edouard  Guillet,  élève  au  Lycée  de 
Moulins, 


Question  OS. 

Soit  AOB  un  angle  donné,  coupé  par  deux  transversales 
ABy  A' B\  parallèles  à  une  direction  fixe^  de  telle  sorte  que  l'aire 
du  trapèze  ABA'B'  est  constante.  Démontrer  que  les  lieux  des 
milieux  des  diagonales  AB',  AB',  sont  deux  hyperboles  conjuguées. 

(Laisant.) 

MM.  Vladimir  Habbé  et  Edouard  Guillet  éliminent  a,  b,  a' y  b' 
entre  les  équations 


6_6' 

o'6'-f«6  =  4**, 

ou  entre  celles-ci  : 

o  ~  o' 

o'6'-a6-=4ifc*, 

«•  =  i«.    yi  =  ï*- 

Ils  trouvent,  ainsi 

m*x» 

-y«=if,    V;rî-yî  =  if. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


101.  Vérifier  YidentUi 

i  i  i 

ù  0  2n-+-l 

3.5.7...(^w^-l)^   '  (E.C.) 

1#4.  Théorémb.  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  courbe 
plane  C.  Soit  P  le  point  de  la  podaire  de  C,  qui  correspond  à  M; 
O  étant  le  pôle.  Soient  enfin  s  Tangle  de  contingence  de  C,  et 
d7  Télément  de  la  podaire.  On  a 

d<r  =  OM.€  (E.  C.) 

las.  Vérifier  VidentiU 

1 


1.2 

(itH- <)(»>♦■  2)  ...(2n  —  i) 
\  .  2  ...  n 


X". 


-4-(i-f.«)-*x-*-*  r).  (E,  c.) 

(*  )  Par  exemple,  si  n  ^ 5  : 

252  -♦- 1  .70.2-t.l.20.6-4-i  .6.20-4-1 .2. 704-—  .252  =  4».  ^•^•^'^'^^. 
5  5  7  0  11  5.5.7.9.11 

{**)  Application  : 

(1  H- a?)»  =È  (1 -».  dî)«  0  +  it»)  H- 5  (I -h  «)•  (* -«- a?')  + 1»  (1 -f- «)  (4?»  +  â?») 
^35(a;»-4-x»)-4-7(te*. 

Cette  formule  du  binôme  a  de  nombreuses  conséquences. 
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106.  Vérifier  la  relation 

x" 

X»              x' 

x" 

i  —X 

l-x»      4 

— x*      1- 

x'      i-x" 

X» 

x" 

x" 

x" 

l-x« 

'   i-x« 

1-x" 

1— X» 

X»' 

X» 

X- 

l*\ 

'   l-x«' 

4-x" 

4-x» 

(E.  C.) 

tar.  Dans  tout  quadrilatère,  les  points  suivants  : 

G 9  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales; 

Sf  de  rencontre  des  perpendiculaires  à  ces  diagonales  aux 
milieux  de  celles-ci  ; 

O9  centre  du  parallélogramme  obtenu  en  menant,  par  les  som- 
mets, des  perpendiculaires  aux  diagonales; 

Sont  en  ligne  droite.  En  outre,  OG  ==:  GS.      (H.  Brocard.) 

109.  On  donne  une  circonférence,  un  rayon  fixe  OA,  et  une 
tangente  mobile  BC,  ayant  C  pour  point  de  contact.  On  projette 
C  en  D  sur  OA,  D  en  M  sur  CB,  M  en  D'  sur  OA,  D' en  M'  sur 
CB ,  etc.  On  demande  : 

1"*  Le  lieu  des  points  M,  M',  M", ...  ainsi  obtenus; 

^  Les  propriétés  communes  à  ces  courbes.        (H.  B.) 


Errala. 


Page  99,  ligne  6  (en  remontant).  Au  lieu  de  :  q* —  s*,  lisez  :  q'-i-  s*. 

•  401.  A  la  valeur  de  40n»,  ajoutez  .•  Aaj'+éy'-f-i**-*-*!*»  (*). 

•  101,  ligne  dernière.  Au  lieu  de  :  36,  lisez  :  126. 

»     103,  ligne  9.  Au  lieu  de  :  7=s  11,  Usez  :  y=  11. 


(*}  La  variable  x  est,  bien  entendu,  comprise  entre  —  1  et  -i-l.  Le  terme 
général,  dans  le  second  membre,  étant  représenté  par  ±:  j^^  «  les  facteurs 
premiers  de  n  sont  impairs  et  inégaux  .*  le  signe  -4-  répond  au  cas  où  ces 
facteurs  sont  en  nombre  pair. 

Ç*)  Cette  (roisième  ligne  a  été  omise  à  Timprimerie. 
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SUR  LES  CARRÉS  MAGIQUES; 

par  M.  P.  MAMSiON,  profeMwir  à  l'UniTersité  de  Gand. 


Je  ne  sçay  guercs  rien  de  plus  beau  en  l' Arith- 
métique que  ees  nombres  que  quelques-uns  ' 
appellent  pimularioê  A  les  autres  wutgieoê, 

P.  FlBBAT. 


HISTORIQUE. 


M.  GûDthcr  a  publié ,  il  y  a  quelques  semaines,  sept  mono- 
graphies sur  rhistoire  des  Mathématiques  (*).  L'une  d^elIes  est* 
Mnsacrée  aux  carrés  magiques  et  permet  de  rectifier,  sur  ce 
sujet,  les  assertions  de  M.  P.  S.,  qui  ont  paru  dans  le  numéro  de 
fiévrîer  de  la  Ntnwelle  Correspondance  mathématique. 

Nous  croyons  faire  chose  agréable  à  nos  lecteurs  en  résumant 
succinctement  cette  Notice  de  M.  Gûnther. 

On  ignore  si.  réellement  les  carrés  magiques  sont  d'origine 
indienne,  comme  TaiSrme  La  Loubére,  qui,  vers  la  fin  du  dix- 
septième  siède,  fit  connaître  les  règles  de  formation  de  ces  figures 
arithmétiques.  Les  Astrologues  arabes  connaissaient  certaine- 
ment lés  carrés  magiques,  jusqu'à  9^;  ils  les  inscrivaient  sur  des 
talismans  consacrés  aux  planètes;  d'où  le  nom  de  carrés  plané- 


(*}  VenÊÙchU  Unterêuchungen  zur  Geêchichle  der  fMUhemalischen  Wis- 
aemehaflen,  yon  D'  S.  Gvnthbk.  Leipzig,  Teubner;  1876.  tiii-3KS  pages 
iii-8*.  Fig.  dans  le  texte;  i  pi.  lîth.  (Prix  :  9  mark.)  L'ouvrage  contient  sept 
oMMàgraphies  :  I.  Les  polygones  et  les  polyèdres  étoiles,  depuis  la  Renab- 
sanee;  IL  Les  fractions  continues  ascendantes;  III.  La  règle  de  Newton, 
Gramer  el  Puiseux,  sur  les  points  singuliers;  IV.  Les  carrés  magiques 
(83  pages  et  i  planches);  V.  Sur  les  logarithmes  népériens,  les  logarithmes 
àt  Gaoss,  llnterpolation  logarithmique  de  Bemoulli  ;  VI.  Sur  rAslronomie 
jfiive  au  Moyen  Age  ;  VII.  Les  horloges  à  pendule,  jusqu'à  Hoygens. 
H.  il 
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(aires.  L'un  des  deux  Moschopule,  auteurs  byzantins  de  la  fin  du 
Moyen  Age,  écrivit  un  traité  sur  oe  sujet;  M.  Gânther  en  publie, 
pour  la  première  fois,  le  texte  grec  (pp.  196-208)  :  il  contient 
deux  règles  différentes  pour  les  carrés  impairs  et  deux  pour  les 
carrés  à  racine  paire- paire.  En  Occident,  à  la  même  époque,  on 
ne  s'est  guère  occupé  des  carrés  magiques  ;  mais  il  n'en  est  plus 
de  même  pendant  la  Renaissance.  Albert  Durer  modifie  déjft  le 
carré  de  4*  éléments,  donné  par  Moschopule;  Agrippa,  Théo- 
phraste,  Paracelse  introduisent  d^autres  changements  dans  les 
solutions  de  Moschopule,  et  donnent,  en  particulier,  le  carré  6*; 
Riese  trouve  un  procédé  général  pour  les  carrés  à  racine  paire. 
Enfin  Stiefel  fait  connaître  le  moyen  de  construire  les  carrés 
magiques,  par  enceintes  :  il  part  évidemment  du  centre  du  carré 
pour  alMr  vers  la  périphérie;  mais,  dans  son  exposition,  il  suit 
Tordre  inverse.  Peu  après,  Schwenter,  Spinola,  Henisch,  Roth, 
Lochner,  Faulhaber,  Remmelin  écrivent  aussi  sur  ces  carrés, 
mais  sans  rien  ajouter  aux  recherches  de  leurs  prédécesseurs. 

Bachet  de  Méziriac  transforme  la  première  règle  de  Moscho- 
pule, pour  les  carrés  impairs,  en  la  méthode  par  terrasses, 
dont  M.  Gûnther  a  donné  une  démonstration  complète,  dans  les 
Archives  de  Grunert,  œntinuées  par  Hoppe,  t.  LVII,  pp.  28K- 
296  (^).  Kircher  essaie  d'étendre  cette  méthode  aux  carrés  & 
racine  paire.  Frénicle  discute  entièrement  les  règles  de  formation 
des  carrés  impairs,  mais  sur  des  cas  particuliers  de  plus  en  plus 
compliqués,  sans  recourir  suffisamment tiu  langage  algébrique; 
puis  celles  des  carrés  pairs,  d'après  un  procédé  équivalent  à  celui 
de  Stiefel;  enfin,  il  montre  que  le  carré  4*  peut  être  formé  de 
880  manières.  [Ici  M.  Gûnther  aurait  dû  citer  les  deux  lettres 
de  Fermât  au  P.  Mersenne  (**},  où  le  grand  mathématicien  parle 


(*)  L'année  dernière,  U.  Pérez,  architecte  à  Alger,  a  publié  une  bro- 
chure de  once  pages,  intitulée  :  Loi  générale  pour  la  eorutr^tetwn  dm  carrât 
magiqueê  impair$.  Je  dois  à  U.  H.  Brocard  la  connaissance  de  oe  oorieuz 
opuscule.  (E.  C) 

(**)  Voir  Brassiiibie,  Précû  det  OEwmi  nuUbémtUi^s  de  P.  Fermai  et 
de  l'Arithmétique  de  Diophante,  Paris,  Mallct-Bachelier,  4853;  pp.  ii^U9. 
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de  ses  recherches  non-seulement  sur  les  carrés»  mais  aussi  sur 
les  cubes' magiques].  La  Hlre  et  Poignard  (ce  dernier  était  un 
chanoine  de  Bruxelles)  décomposèrent  les  carrés  magiques 
impairs  (ou  &'  racibe  paire-paire)  en  deux  carrés,  Fun  ne  conte- 
naBC  que  les  nombres  1  »  9,  3,  ...y  9p  -^  1 ,  Tautre  ces  mêmes 
nombres  multipliée  par  (S|p  +  1)  :  (9p4- 1)^  est  remplacé  par  0. 
[On  peut  exposer  très -simplement  le  procédé  de  La  Hîre  et 
Poignard,  en  écrivant  le  -carré  magique  dans  le  système  de 
numération  qui  a  pour  base  3p  + 1 ,  après  avoir  retranché  Funité 
de  tous  les  éléments  f)].  Sauveur  donne,  sous  une  forme  pliis 
scientifique,  mais  plus  compliquée  aussi,  les  recherches  de  La 
Hîre;  il  s^occupe  en  outre  des  cubes  magiques,  et  de  diverses 
autres  figures  arithmétiques  {**).  D'Ons-en-Bray  étudie  les  carrés 
pairs  formés  par  enceintes.  Rallier  des  Ourroes,  La  Loubère, 
Malezieu,  Ozanam  écrivent  aussi  sur  les  carrés  magiques,  mais 
sans  rien  ajouter  d^essentiel  aux  travaux  précédents.  II  en  est  de 
même,  en  Allemagne,  de  Koclianski,  Rohifs,  Capito,  Claussberg, 
Yieth,  Kftstner,  Hindenburg,  Lorenz.  Euler  traite  les  questions 
relatives  aux  carrés  magiques,  à  peu  prés  comme  Sauveur  (***). 
Franclin  donne  le  carré  de  16>  éléments,  sans  se  douter  de 
Fhistoire  de  la  question,  et  invente  les  cercles  magiques. 

Au  dix-neuvième  siècle,  Mollweide,  Hohndell,  ZuckermandelL 
Hugel  et  Pessl  ont  traité,  en  Allemagne,  la  question  des  carrés 
magiques.  Les  écrits  de  Mollweide  et  de  Hugeï  sont  surtout 
recommandables,  ainsi  que  celui  de  Pessl,  où  ce  dernier  s'oc^ 
cupe  de  cylindres  magiques.  M.  Gûnther  cite  ensuite  des  recher- 
ches très -récentes  faites,  en  Angleterre,  par  Horner,  Drach  et 


(*)  Voir  le  journal  pédagogique  VAbeWe,  «873-4875,  t.  XVIII,  pp.  250 
263. 

(**)  Noua  ayons  exposé  Fesscnce  de  la  méthode  de  Sauveur,  dans  VAbeiile, 
t.  XVlli,  pp.  222-225,  en  Pattriboant,  à  tort,  a  des  aulcnrs  anglais 
modernes. 

{***)  Le  Mémoire  dTuler  intitulé  :  Rechereftes  iur  une  nomvelh  enpèce  de 
earréi  magique»  a  été  publié,  dit  M.  Gûnther,  dons  les  Mémoire»  de  la 
Société  de»  »cienee»  de  Fle»»ingue,  t.  IX. 
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Thomp8en(*).  Ce  dernier  indique  le  moyen  de  déduire  un  carte  • 
magique  de  (n;))*  éléments^  au  moyen  de  p'^carré8  de  »*  élé^ 
menis. 

Dans  le  cours  de  son  exposiiion^  M.  Gûnlber  cdmplèiei  trte- 
souvent  les  travaux  qu'il  analysé,  en . donnant  Ja  démonsU'aùoR 
des  règles  trouvées,  par  induction,  par  divers  auteurs.  Dans  les 
nptes,  il  fait  connaître  un  carré  de  8^  éléments  »  où  les  cases 
occupées  par  les  nombres  1,  2,  5, ...,  64»  rangés  daps  Tordre 
niifurel,  peuvent  être  parcourues  successivement  par  le  cavalier 
du  jeu  d'échecs.  Le  voici  i 

â  11  b8  51  30  39  54  15 

59  50  3  12  53  14  31  38 

10  1  52  57  40  29  16  55 

49  60  9  4  13  56  37  32 

^64  5  24  45  36  41  28  17 

23  48  -61  8  25  20  33  42 

-6  63  46  21  44  35  18  27 

47  22  7  62  19  26  43  34 

Si  Ton  réunit  par  des  droites  les  nombres  1  »  2,  3, ...,  33,  ^ 
obtient  une  ligne  polygonale  dont  les  côtés  sont.para'Uèlesàceux 
de  la  ligne  obtenue  en  joignant  les  points  33,  34,  33, ...,  64.  On 
remarquera,  en  outre,  que  le  cavalier  pçut  revenir  à  sa  position 
primitive;  ce  qui  donne  en  même  temps  la  solution  d*un  aau% 
problème  célèbre. 

{La  fin  prochainMierU.) 


<  (')  IL  Gûnther  aurait  dû  ajouter,  à  son  énamération^  plesloim  articles 
de  Holditch  et  de  Frost  dans  le  Quarierly  Journal  of  Mathemafks,  t  VI, 
p.  181;  t  VIÎ,  p.  192;  t.  VIII,  p.  74. 
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SUR  L4  CONSTRUCTION  DES  NORMALES  A  QUELQUES  COURBES 
ET  A  QUELQUES  SURFACES; 

par  M.  ÉMiLZ  Grysens,  docteur  en  sciences  mathématiques. et  physiques. 


f.  Soknt  r==-/'(«),     .     , (1) 

R=-F(«) (2) 

les  équations  de  deux  courbes  c,  C,  rapportées  à  un  même  système 
de  coordonnées  polaires,  et 

1^=9(0 (5) 

ceiïe  qu^on  en  déduit  par  Télimination  de  cd.  Étant  données  la 
courbe  c  et  la  relation  (3)^  la  courbe  C  est  déterminée;  ceHe-ci 
sera  dite  la  transformée,  par  rayon  vecteur^  de  la  courbe  primi- 
tive c;  et  la  relation  (3)  recevra  le  nom  de  loi  de  transformation. 

Fîg  U 


Soit  u  le  rayon  vecteur  de  la  tangente  mt  à  la  courbe  primi- 
tive (fig.  1).  La  ligne  D,  représentée  par  lequation 

u  =  (p(iO, 

est  la  transformée,  par  rayon  voclcur,  de  la  tangente. 
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S.  Lbmme.  Si  deux  courbes  ^  rappariées  à  un  mente  système  de 
Fig  s.  coordonnées  polaires,  passent  par  un 

point  1 9  et  que  leurs  rayons  vecteurs 
correspondants  Om,  0M>  infiniment 
voisins  de  (M  (fig.  9),  ne  différent  que 
d'une  quantité  du  second  ordre,  ces 
courbes  sont  tangentes  en  I. 

En  effet,  mM  étant  du  second 
ordre  par  rapport  &  Im,  les  droites 
Im,  IM  tendent  vers  la  même  posi- 
tion-limite,  La  réciproque  est  vraie. 
S.  Théorème.  Les  lignes  C,  D,  transformées  de  la  courbe  c  et 
de  sa  tangente  mt,se  touchent  au  point  M. 

Représentons  par  k  la  différence  variable  des  rayons  vecteurs 
correspondants,  de  c  et  de  mt.  La  ligne  D»  transformée  de  la 
tangente,  aura  pour  équation  : 

U=.9(rH-A). 

Si  Ton  considère  seulement  les  rayons  vecteurs  infiniment 
voisins  de  OM,  et  qu'on  néglige  les  infiniment  petits  d'ordres 
supérieurs  à  celui  de  t,  on  peut  remplacer  Téquation  précédente 

par  cell&«i  : 

U«9(r)^*9'(r) .    (*) 

On  déduit,  des  équations  (3),  (4)  : 

U  — R=ifc(p'(r). 

Mais  k  est  du  second  prdre  (réciproque  du  lemme);  il  en  est 
de  même,  en  général,  de  hf'(r);  par  conséquent,  les  rayons 
vecteurs  correspondants,  des  transformées  C,  D,  infiniment  voi- 
sins de  OM,  diffèrent  d'une  quantité  du  second  ordre;  et,  d'après 
le  lemme,  ces  lignes  sont  tangentes  en  M. 

4.  Corollaire.  Des  lignes  tangentes  en  m  ont,  pour  transfor- 
mées, des  ligniBs  tangentes  au  point  correspondant  M  O;  car  les 


{*)  Cet  énoncé  suppose  que  les  courbes  primitives  ont  clé  transformées 
d'après  la  même  loi. 
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Iransforoiées  des  eourbes  primitives,  ei  h  transformée  de  leur, 
tangente  commune»  se  touchent  en  M. 

6.  Corollaire.  Le  corollaire  précédent  conduit  immédiate* 
ment  à  celui-ci  t 

La  transformée  d'une  courbe  enveloppe  ett  renvelappedes  trans- 
formées des  courbes  enveloppées;  car  la  première  transformée  est 
tangente  à  rune  quelconque  des  autres.  En  particulier ,  les 
transformées  des  tangentes  d'ime  courbe  ont  pour  enveloppe  fa 
transformée  de  cette  courbe.  Par  exemple,  les  condmdes  de 
Nicomide,  ayant  Te  même  pôle,  le  même  paramètre,  et  dont  les 
directions  sont  les  tangentes  d'un  cercle,  ont  pour  enveloppe  la 
concholde  de  ce  cerclé  (*). 

#.  Tangente  à  la  transformée.  MD  étant  la  transformée  de  la 
tangente  mt,  la  Kmitc  de  la  droite  MM'  est,  d'après  ce  f\xn 
précède  r  la  tangente  à  la  transformée  de  C  (fig.  3). 

Fig.  3. 


(*)  On  obtient  une  conehoidc  d'une  courbe  donnée  en  augmentant  ou  en 
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Abaissons  les  perpendiculaires  MP,  mp  sur  OM',  e(  représen- 
tons par  a  Tangle  M'HP  : 

M'P 

^  MP 

Mais  9  si  Ton  néglige  les  infiniment  petits  du  second  ordre, 

M'P«OM'— OM==(p{r-*-m»-(p(r)  =  m>.(p'(r), 
et 

MP«^,(r); 
donc 

Menons  les  droites  QO,  mQ,  respeetivement  perpendiculaires 
à  Om  et  m/,  et  représentons  par  y,  i  les  angles  OwQ,  OMQ;  la 
dernière  relation  devient  : 

tga  =  cp'(r>fgj. (5) 

7.  REMABDiffi.  La  formule  précédente  équivaut  à  celle-ci  : 

f  g  ff  =s=  A  -^ —  ; 

/  représentant  OQ. 

Si  Ton  veut  que  la  position  de  la  tangente  à  la  transformée  soit 
déterminée  par  la  relation 

on  aura  f(r)  eo  intégrant  Téquatlon 

(p(r) 

après  jr  avoir  substitué  à  %  sa  valeur  en  Tonction  de  r.  Comme 
cette  valeur  de  l  dépend  de  la  forme  de  la  courbe  primitive,  il  en 


diminuant,  d'une  longueur  constante,  les  rayons  vecteurs  de  cette  courbe  : 
la  eourlic  donnoc,  Torigine  des  rayons  vecteurs  et  la  .longueur  constante 
sont  appelées,  respectivement  :  directrice,  pôle  el  paramètre  de  la  conchoide. 
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est  de  même  pour  f  (r).  Lorsque  la  position  de  la  tangente  est 
déterminée  par  une  relation  telle  que 

l'équation  qu'il  faut  intégrer  est 

Dans  ce  cas,  (p(r)  est  la  même  fonction,  qq^e  que  soit  la  courbe 
primitive. 

S.  Les  applications  de  la  formule  (5)  sont  nombreuses.  Si  Toh 
fait  f(r)  =:  aV,  on  trouve  la  propriété  des  normales  aux  courbée 
semblables;  pour  <f(r)='y,  on  est  conduit  à  la  propriété  del 
normales  aux  lignes  transformées  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

9.  Soîi  fir)  =  r  dz  /.  On  trouve  : 

Ig  a  =  Ig  J. 

De  ce  résultat,  on  conclut  immédiatement  que  les  normales 
à  la  transformée,  aux  points  correspondant  à  m,  passent  jg»  kt 
poîntQ(flg.  3). 

1  #.  Si  9(r)  =  /  —  r,  on  obtient  : 

tga  =  — IgJ. 

Il  en  résulte  que  la  normale  MN,  5  la  transformée,  est  la  droite 
symétrique  de  MQ  par  rapport  au  rayon  vecteur  Om  (fig.  5). 

Fig.  4. 


Supposons,  par  exemple,  que  la  courbe  primitive  soit  une 
circonférence  passant  par  le  pôle  0  (fig.  4).  L'intersection  de  cette 
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eireonféreDce  av^  la  perpendieulatre  élarée  en  O,  au  rajon  vec- 
teur Oniy  est  le  point  préeédemmeDt  répréseeté  par  Q.  Soit  M  le 
point  de  la  transformée  correspondant  &  m.  La  normale  en  M  est 
la  droite  MQ'  qui  joint  le  point  H  au  point  Q',  symétrique  de  Q 
par  rapport  au  pôle  (*). 

11.  On  déduit  facilement^  de  ce  résultat,  une  construction  des 
normales  aux  sections  coniques. 

La  section  conique,  représentée  par 

P 


i  — ecoso 


est  la  transformée,  par  rayons  vecteurs  réciproques,  du  limaçon 
de  Pascal  ayant  pour  équation  : 

i       e 
u  = cos  «  (•*), 

P      P 

Soit  1  le  centre  d'une  circonférence  dont  le  diamètre  est  y 
0  étant  le  pôle  et  01  Taxe  polaire ,  on  a  un  point  du  limaçon  de 
Pascal  en  portant,  sur  le  rayon  vecteur  Om,  une  droite  OM  égale 

àl-0iii(fig.5). 

'^  Tif .  s. 


(  *  )  La  transformée  en  question  csl  le  limaçon  de  Pascal, 
{**)  Pour  avoir  une  équation  homogène,  ainsi  que  des  formules  boaio- 
gènes,  il  eut  suffi  de  prendre,  suivant  lusage,  fi  sr  ~,  A  étant  une  longueur 
arbitraire.  (E.  C.) 
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Soit  fA  le  point  de  la  conique»  correspondant  à  M.  D*après  un 
ihéoréme  bien  connu^  les  normales  en  M,  fx  sont  symétriques 
par  mpport  à  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  Mfjç;  comme 
d'ailleurs  la  normale  en  M»  au  limaçon  de  Pascal»  est  symétrique 
de  MQ,  par  rapport  à  OM»  la  normale  en  /x»  à  la  conique»  est 
parallèle  à  MQ. 

l!t.  La  loi  de  transformation  étant  (p(r)  :=»  e%  on  obtient  : 

tga  =  ). 

Portons»  sur  lé  rayon  vecteur  Om»  une  longueur  OD  égale  i 
Tunité^  puis  menons  QD  (fig.  6).  On  verra  facilement  que  la  nor- 
male en  M»  à  la  transformée»  est  parallèle  à  la  droite  QD. 

Fif .  6. 


La  courbe  primitive  étant  encore  une  circonférence  01  »  une 
consiniction  fort  simple  donne  la  direction  de  la  normale  i  la 
u*ansformée. 

Soit  D  le  point  où  le  rayon  vecteur  Om  rencontre  une  circon- 
férence ayant  pour  centre  0  et  pour  rayon  Punilé;  soit  Q  le  point 
où  la  perpendiculaire  en  0»  au  rayon  vecteur»  rencontre  la  cir- 
conférence  01  (fig.  6);  la  droite  DQ  est  parallèle  à  la  normale, 
en  M»  à  la  transformée. 
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1  S.  Si  les  rayons  vecteurs  R,  r  de  deux  surfoces  stônl  liés 
par  une  équation  telle  que  Rs=i(p(r),  où  R>  r  sont  les  seul^ 
variables,  on  peut  dire  que  Tune  de  ces  surfaces  est  la  Iranê- 
formée  de  Tautre. 

Théoiiéme.  Les  transformées^  par  rayon  vectetiry  d'une  surface 
et  de  son  plan  langent  en  m,  sont  tangentes  au  point  correspon- 
dant }ll/ 

En  effet,  diaprés  le  numéro  3,  les  transformées  d^une  section 
faite  dans  la  surface  primitive,  par  un  plan  contenant  le  rayon 
vecteur  Om  et  la  tangente  à  cette  section,  sont  des  lignes  tan- 
gentes en  M. 

14.  CoaoLLAiRES.  I.  Des  surfaces,],  tangentes  en  m,  ont  pour 
transformées  des  surfaces  tangentes'au  point  correspondaid  M. 

H,  La  transformée  d'une  surface  enveloppe  est  l'enveloppe  des 
transformées  des  surfaces  enveloppées.  En  particulier,  la  trans- 
formée d'une  surface  est  lenvcloppe des  transformées  des  plans 
tangents  de  cette  surface.  Par  exemple,  les  conchoîdes  des  plans 
tangents  a  une  sphère  ont  pour  ei^vcloppe  la  concholde  de  cette 
sphère  (*). 

1  ê.  Théorème.  Les  normales  en  deux  points  correspondants  s.  S» 
transformées  par  rayon  vecteur,  sont  situées  dans  un  même  plan. 

Soit  mn  la  normale,  en  m,  h  la  surface  s.  Il  est  évident  que 
la  transformée  du  plan  tangent, 'ea  m,  à  cette  surface,  est  une 
surface  symétrique  par  rapport  au  plan  Om»;  done  la  normale 
en  M,  à  cette  dernière  surface,  norniale  qui  se  confond  avec  la 
normale  menée  au  même  point,  à  la  surface  S,  est  située  dans 
le  plan  Omn. 

Remarque.  La  transformée  de  la  section  faite  dans  la  surface  s, 
parle  plan  Omn,  a,  au  point  M,  même  normale  que  làsurfocc  S; 
la  construction  des  normales  aux  surfaces  transformées  par. rayon 
vecteur  est  donc  ramenée  à  la  construction  des  normales  aux. 
lignes  planes,  transformées  par  rayon  vecteur. 


(  *  )  On  suppose  que  toutes  ces  conchoîdes  ont  le  même  pôle  el  le  même 
paramétre. 
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16.  La  remarque  précédenle  permet  de  construire  les  nor- 
males à  un  grand  nombre  de  surfaces,  transformées  par  rayon 
vecteur.  On  verra,  par  exemple,  que  les  normales  à  deux  sur- 
inas coiiehoîdales^  en  deux  j>oint» correspondants,  secoupetilr 
sur  la  perpendiculaire  menée,  par ^  le  pôle  au  rayon  vecteur 
commun  (*);  que  les  normales  à  deux  surfaces  réciproques,  en 
deux  points  correspondants  m ,  M ,  sont  symétriques  par  rapport 
au  plan  perpendiculaire  au  milieu  de  mM;  etc 

17.  Si  la  loi  de  transformation  est  . 


U  =  (.(;*'*, 


on  obtient  : 


tg«  = 


rdbR 


Soient  (£g.  7):  0  le  pôle,  tn  un  point  quelconque  de  la  surface 

primitive,  mn  la  normale  en  ce 
point ,  tnt  la  tangente  à  la  section 
faite,  dans  la  surfçce,  par  le  plan 
Oinn;  soient  enfin  M,  M|  les  points 
de  la  transformée  qui  correspon- 
dent à  m. 

On  porte  sur  la  droite  Ont,  à 
partir  du  point  0,  et  dans  le  sens 
convenable,  les  longueurs  Ofx, 
OfX| ,  respectivement  égales  à 

Om-f-OM,    Om  — 0M|. 

Les  normales  en  M  et  M|,  à  la 
transformée,  sont  parallèles  aux 
droites  Qii^  QfA|, 


(•)  Voir  le  Mémoire  de  M.  Catalan,  intitulé  :  Remarquée  mut  la  théorie 
des  cmarbes  el  des  turfaces,  p.  35. 
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SUR  DEUX  FORMULES  RELATIVES  A  LA  THÉORIE  DES  OdDBBIS 

PLARES. 


I.  O)n8idérons  une  courbe  MM'  (^),  et  sut*  cette  courbe  deux 
points  My  M%  ayant  respectivement,  pour  coordonnées  polaires, 

(r,e),    (r^  Ar,  «H- AO); 
de  telle  sorte  que 

MOM'«:::Ae»    NM'=»Ar; 

HN  étant  un  arc  de  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre,  avec 
un  rayon  OM=r. 

Du  point  0,  abaissons,  sur  les  tangente8  MP,  M'P'  à  la  eourbej 
les  perpendiculaires  OP,  OP'.  Soit  I  le  point  de  renoontre  des 
tangentes.  Décrivons  sur  01,  comme  diamètre^  une  drcoiH 
férence  :  elle  passera  par  les  points  P,  P'.  L*angle  A(ssPIP^ 
des  tangentes  est  égal  à  Tangle  POP'  des  perpendiculaires;  et 
1  angle  P  =  OIP  est  égal  à  Tangle  OPF.  Cet  angle  (3/ et  Tangle 
a  es  OM'P',  ont  tous  deux  pour  limite  Tacrgle  u  «=»  OHP,  quand 
le  point  M' se  rapproche  indéfiniment  de  M. 

Nous  poserons,  pour  simplifier,  p=«OP,  QP'=  Ap;  PQ  étanc 
un  arc  de  cercle,  décrit  du  centre  0,  avec  le  rayon  OP  :  p  est 
le  rayon  vecteur  du  lieu  des  points  P,  ou  de  la  podaire  de  la 
courbe  donnée. 

Joignons  enfin  les  points  P,  P'  au  centre  C  du  cercle  01. 


IL  On  a 


arcPF—CPx  angle PCF«ioi.2Ar«OI.  Al. 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  foire  la  figure. 
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Soit  àa  Tare  PP'  de  ia  podaire.  On  a  : 

..    arc  PP' 
lim «=l. 

Donc 

..     arcPP'      ,.     arcPP'    àtr       à<r      ,.     ^.    àt         àt 
lim salim =. —  «»  lim  01  •  —  =»  r—  » 

ou 

formule  due  &  M.  Catalan  (*). 
IIL  On  a  y  par  définition  : 

Le  triangle  MM'N  donne 

dr  =  de  oos  tf . 

De  même  y  des  relations  qui  existent  entre  les  côtés  du  triangle 
PP'Q,  on  déduit: 

pdt  a=  dp  tang  ii. 
Enfin 

rsinu=p. 

En  multipliant  toutes  ces  relations  entre  elles,  on  trouve  : 

rdr 

(Grecn,  Zeuten'8  Tidsschri/l  for  Mathematiky  1878,  sér.  3,  i.  V, 
pp.  188-189.)  (P.  M.) 


<*)  Cette  formale  exprime  que  félémenide  la  podaire  e$t  à  l*éiémeni  de- 
là courbe  primitive,  dan$  le  rapport  du  rayon  vecteur  au  rayon  de  eourbitre 
de  celle-ci.  Voir  le  n«  104  des  Questioni  propoeéeê  {N.  C.  M.^  p.  150). 

(E.  C.) 
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NOTE  SUR  LA  MÉTHODE  D'APPROXIMATION  DES  PARTIES 
PROPORTIONNELLES. 


Soit  une  équation  algébrique 

touê  les  coefficients  sont  supposés  entiers  positifs;  q  est  entier 
positif,  t  étant  un  nombre  entier;  si  l'on  a 

9(<H-1)-9(0' 

t  -H  h  sera  une  valeur  approchée  de  x,  comprise  entre  l  «I  t  -h  1  ; 
discuter  cette  méthode  d'approximation,  donnée  par  Cardan. 

(Pboihiet.) 

D'après  les  conditions  énoncées  ^  (f{x)  représente  une  fonction 
entière,  algébrique,  dont  tous  les  termes  sont  positifs  et  renfer- 
ment X  en  facteur.  Cette  fonction  croit  indéfiniment  avec  x,  à 
partfr  de  xsaô,  valeur  annulant  aussi  f  {x}. 

L'équation  proposée, 

9(x)  =  7, 

résulte  de  l'élimination  de  y,  entre  les  équations 

y  =  (p.(x),      y=:9. 

La  première  représente  une  courbe  MN,  parlant  de  Torigine 
des  coordonnées;  la  seconde  une  droite  AB,  parallèle  à  Ox,  et 
déterminant,  sur  Oy,  à  partir  du  point  0,  un  segment  égal  à  q. 
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Par  hypothèse,  l'abscisse  du  point  d'intersection  D  de  ces  deux 
lignes  est  comprise  entre  les  valeurs  ^  et  (^  +  1),  dea;.  Soient 
OA',  OB'  les  segments  correspondants;  M,  N  les  points  corres- 
pondants de  la  courbe;  A,  B,  ceux  de  la  droite.  Tirons  MN,  qui 
coupe  AB  au  point  C.  La  correction  à  faire^  à  la  racine  0A'=^ 
est  représentée  par  AC.  Or»  la  similitude  des  triangles  ACM, 
NCB  donne: 

AM 

AC==AB 

AM  ^BM 

Si  Ion  remplace  AB,  AM,BN,  respectivement  par  1,  7 — <p(0 
etç(^H-l);  il  vient 


AC. 


cp(eH-i)-(p(0 


Ainsi,  la  valeur  de  h  n'est  autre  que  celle  de  AC,  c'est-à-dire 
la  correction  donnée  par  la  méthode  des  parties  proportionnelles, 
enseignée  dans  tous  les  cours,  et  sur  laquelle,  pour  ce  motif, 
nous  ne  pensons  pas  devoir  insister  davantage. 

Nota.  La  question  que  nous  venons  d'étudier  et  de  résoudre 
est  extraite  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  l^  série, 
t.  XV,  p.  229,  où  elle  porte  le  n*"  325.  Jusqu'à  présent,  elle  est 
restée  sans  solution  (*).  (H.  B.) 


(  *  )  En  combinant  cette  méthode  avec  celle  de  Newton,  nous  avons  trouvé, 
il  y  a  bien  longtemps,  un  procédé  simple  et  rcgiiUer,  au  moyen  duquel  les 
valeurs  successives  convergent  rapidement.  {Manuel  des  Candidats  à  l'École 
polytechniqfie,  t.  f,  p.  H 8.)  (E.  C.) 


11.  12 
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QUELQUE  THÉORÈMES  SUR  LA  COURBURE  DES  UGHES  (*). 


I.  Soient  l^myti  les  cosinus  directifs  de  la  binormale  à  une 
ligne  L;  soient  /',  m',  n\  T,  m",  n"  les  dérivées  de  l^tn^n;  Tare 
8  étant  pris  pour  variable  indépendante.  La  courbure  de  L  a 
pour  expression  : 

II.  Soient  j-'^'^é  '^^  courbures  des  projections  de  L,  sur 
trois  plans  rectangulaires.  Soient  encore  a,  p,  y  les  angles  formés, 
avec  les  axes,  par  la  tangente  à  L.  On  a 

i       ^in*a       sin*p       sin*y 

III.  Les  rayons  A,  B,  C  (pris  avec  des  signes  convenables),  et 
les  angles  a,  ^,  y^  satisfont  à  la  condition 

sin'acosa       sin'ôcosB       siii'rcosy 

1 i- i-  H -=  0. 

ABC 

IV.  Si  y  =«  f ,  les  deux  dernières  équations  se  réduisent  à 

I         sin'a        COS*a         sin'a        C08*a 
p»         A«  B«  A  B 

On  conclut,  de  celles-ci  :     p  =  A  -4-  B. 

Ainsi  :  Le  raytm  de  courbure^  d'une  Ugne  quelconque,  est  égal 
à  la  tomme  dei  rayons  de  courbure  des  projections  de  cette  Kgne 
sur  deux  plans  parallèles  au  premier  rayon j  et  perpendiculaires 
entre  ewt  r*).  (E.  C.) 


(  *  )  Extraits  d^un  Mémoire  inédit. 

(")  Cette  formule,  peu  pratique,  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  qui 
donne  la  torsion. 

(*•*)  Charles  Dupin.  Développements  de  Géométrie,  p.  88, 
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SUR  UN  THÉORÈME  IVARITHMÉn^UE. 


I.  Si,  dans  la  série  des  nombres  impairs  : 

i,    5,    5,    7,    9,    <!,...., 

on  prend  le  premier  terme,  puis  la  somme  des  deux  termes  sui^ 
vants,  puis  la  somme  des  trois  termes  suivants,  etc.;  chacune 
de  ces  sommes  est  un  cube. 

Ce  théorème,  qui  parait  dû  à  Nicomaque  de  Gérase,  a  été  dé- 
couvert par  Maurolicus,  Fontana,  Hamilton,  d'Adhémar,  Wheat- 

stone, (*).  Le  Professeur  Midy  Ta  généralisé  (Nouvelles 

Annales,  uY,  p.  640).  Cette  généralisation,  peu  claire  dans  le 
petit  Mémoire  de  Midy,  peut  être  présentée  comme  il  suit  : 

II.  Problémi.  Trouver  plusieurs  nombres  impairs  consécutifs, 
connaissant  leur  somme  s. 

Soient  x,  y  les  termes  extrêmes.  Le  nombre  des  termes  de  la 
progression  est  ^""g"*"  ■;  donc 

x^y^x^2 (i) 

2  2  ^  ' 

Supposons  «  =  «'«",  s'  étant  moindre  que  s'\  Comme  ^^  et 
y^-*-^  sont  entiers,  on  satisfett  i  1  équation  (1)  en  prenant 

«««"—«'-*- 1,    y  =  «'-t-s"— i (2) 


(*)  B.  BoNCOMPAGNi,  BtdlcUino  di  Bibliografia  di  Storia...  (janvier  1875). 
fions  regrettons  de  ne  pouvoir  citer  cet  excellent  Recueil  anssi  souvent  que 
nous  en  avons  le  désir.  On  sait  qu'il  est  public,  à  peu  près  gratuitement, 
par  le  prince  B. 
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III.  Soit  8  =»  n^  Pour  avoir  un  résultat  simple,  on  peut  faire 

alors 

puis 

(nP-«— n -4-1) -4- (n'-'—n -4- 3)-+-  .  -4-<n'-*-4-« -l)  =  n^  (3) 

IV.  Si  p=:3,  régalité  (3)  devient  le  Théorème  de  Nicomaque. 

V.  Prenons  p«s5  :  les  valeurs  de  ^,  y  sont 

x=sl,    x  =  l5,    x==79,    x  =  253,    x<=:62l,...; 
yc«l,    yr=«l7,    y  =  83,    y=»239,    y=:=629,.... 

En  effet  : 

i5-r-17i=2».    79 -4-8! -4- 83  =  3», 

253  -♦-  235  -4-  237  -4-  239  =  V,  etc. 

VI.  A  la  suite  du  Mémoire  de  Midy,  le  savant  Terquem  cite 
une  proposition  contenue  dans  YArithmetica  intégra^  de  Stiefel; 
proposition  que  Ton  peut  énoncer  ainsi  : 

I  -4-  2'  -♦-  4'  «=  JTt .  7, 
«x  =  2«.  (E.  C.) 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


SUR  LES  NOMBRES  PARFAITS. 

Le  nombre  parfait  est  égal  à  la  somme  de  ses  parties  aUquotes. 

Ainsi, 

6«l-4-2-4-3;     28  =  1  ■4-2-I-4-4-7  4- 14; 

496»i  -h  2  -h  4  -4-  8  -4-  16  ^  31  -4-  62  +  i24  +  248. 
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En  général,  si  p  =»  2^'  —  1  est  un  nombre  premier, 

P  =  î-./i ...{{) 

est  un  nombre  parfait.  En  effet,  la  somme  des  diviseurs  de  P, 
inférieurs  à  P,  savoir  : 

*  >  2,  4,  8, ... ,  2*"  ,  2**, 
p,2p,4p,8p,..,2~-*p 

est  égale  à  P,  comme  on  le  voit  sans  peine.  Ce  théorème  est  dû 
à  EuGLiDS  {Éléments,  IX,  36). 

H.  J.  Carvalho  vient  de  publier  les  principaux  résultats  d'une 
élude  d*où  résulte  qu'il  riy  pas  de  nombres  parfaits,  autres  que 
ceux  qui  sont  donnés  par  la  règle  d'Euclide,  résumée  dans  la  for- 
mule (1).  (P.  M.) 


DÉMONSTRATION   DBS  PROPRIÉTÉS  DU  QUADRILATÈRE 
INSCRIPTIBLE. 

Considérons  un  quadrilatère  ABCD  inscrit  à  un  cercle,  et 
dont  les  diagonales  AC,  BD  se  coupent  en  O.  Les  triangles  AOB, 
COD,  d'une  part,  les  triangles  BOC,  AOD,  d'autre  part,  sont 
semblables.  On  peut  donc  représenter  les  côtés  homologues  de 
CCS  triangles  par  des  produits»  de  la  manière  suivante  : 

B0  =  ma,  AO  =  m&,  AB=>tiiC,^ 
CO  «  ita,   DO  =  n6,  CD  =  «C,  ) 


Par  suite. 


BO  =  ma,  CO  =  na,  BC  =  pa, 
AO  ■=  w6,  DO  =  ii6,  AD  =  p6. 


AC  =3  na  -I-  mb,  BD  =»  ma  h-  nb. 
On  déduit  de  là  : 

AC      na  -+-  mb      pc{na  -♦-  mb)      pa-  nc-^  pb-  me 
BD      ma  -4-  nb      pc{ma  -♦-  nb)      pa  •  me  -♦-  p6  •  ne 
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c'est-à-dire  : 

ac     bc  >  cd  ■♦-  ad  '  ab . 
bd""bc.abh- adcd' 

ce  qui  est  le  premier  des  deux  théorèmes  cherchés. 
On  a  ensuite  : 

AC  BD  =  {na  -*-  mb)(nfa -♦-  n6)  =  mn{a^ -♦-  6«)  -♦-  o6(m«  -i-  n»). 
Or, 

a<  +  6*8=  c*  -^  Safrcos  O,    m*  -f-  n*  *=  p«  —  âmn  cos  0. 
Donc 

AG •  BD  a» mnt^  -♦.  abp* ^^mc- ne  -^  pa-pb; 
c'est-à-dire 

AG  •  BD  =  AB  .  CD  +  BC  •  AD; 

ce  qui  est  le  second  théorènnre. 

C'est  Brahmagupta,  le  plus  célèbre  des  mathématiciens  in- 
diens, qui  a  fait  connaître  ce  mode  de  démonstration,  dans  le  cas 
où  0  est  un  angle  droit  (*).  (P.  M.) 


CORRESPONDAHCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M,  Paturet,  élève  au  Lycée  de  Mou- 
tins.  —  «  La  question  posée  par  M.  Niewenglowski  ne  nous 
semble  pas  donner  lieu  à  lin  paradoxe. 

On  cherche  le  lieu  des  intersections  des  deux  droites  repré- 
sentées par  les  équations  : 

âp  sin  6  H-  y  cos  9  «s  R  sin  6, 


(1) , 

(  X  cos  0  —  y  sm  8  as  R  Gos  0. 

En  faisant  la  somme  des  carrés,  après  avoir  réduit  le  second 


(*)  Brahmagupta,  né  en  598,  a  publié,  en  628,  un  traité  d*Astronomie, 
dont  le  chapitre  Xlf,  consacré  à  l'Arithmétique  et  à  la  Géométrie,  et  le  cha- 
pitre XVlIf,  consacré  à  TAIgèbre,  contiennent  ce  que  les  Indiens  ont  écrit 
de  plus  élevé  sur  les  Mathématiques  pures»  Voir  H anrbl,  Gesehkhie  der 
Malhemaiik,  Leipzig,  Teubner,  4874,  pp.  480,  212-214. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  183  — 

membre  à  zéro,  on  n'introduit  évidemment  aucune  solution 
étrangère;  et  Ton  trouve  une  équation  ne  représentant  que  le 
lieu  cherché  : 

(2) (x-R)'-^y»«0. 

Mais,  si  Ton  élève  les  équations  (1)  au  carré^  on  obtient  un 
système  plus  général,  qui  renferme  les  systèmes  (1),  (3),  (4),  (S). 

l  X  sin  0  -h  y  cos  «  =  —  R  sln  0, 
(3)     .     .     .     .     \ 

(  X  ces  0  —  y  sln  9  =  —  R  cos  ». 

[  X  sin  e  -H  y  cos  e  =*  h-  R  sin  $, 
(*)    '    '    •     '     \  . 

(  X  CO8  4  —  y  sin  tf  =  —  R  cos  e. 


(5) 


X  sin  6  -♦-  y  cos  «  »s=  —  R  sin  $, 
X  cos  6  —  y  sin  e  s»  -*-  R  cos  0. 


En  éliminant  0  entre  les  deux  équations  du  système  (3),  on 
trouve  : 

(6) (x-f.R)«+y««0: 

ce  résultat  était  facile  à  prévoir. 

Chacun  des  systèmes  (i)  et  (5)  représente  deux  droites  rectan- 
gulaires, pivotant  autour  de  deux  points  fixes;  le  lieu  de  leurs 
intersections  est  une  circonférence  qui  a  son  centre  à  Torigine. 
Effectivement,  le  résultat  de  Télimination  de  6  entre  ces  deux 
équations  est  : 

X  H-  R         y 


(7) 


—  y      X  — R 


îX*-+-y«— R««.0. 


Ne  devait-on  pas  s'attendre,  en  ajoutant  les  carrés  des  équa- 
tions (1),  à  trouver  les  solutions  étrangères  (6)  et  (7)?  » 

Noie  du  Rédacteur,  —  Des  remarques,  analogues  aux  précé- 
dentes, nous  ont  été  envoyées  par  MM.  Bienaymé  (de  Tlnstitut), 
Neuberg,  Benhomieu,  élève  au  Lycée  de  Bordeaux,  et  par 
M.  Niewenglowski  lui-même.  De  plus,  M.  N.  déclare  que  la  dif- 
ficulté apparente  dont  il  s'agit  lui  a  été  signalée  par  M.  P.,  Tun 
de  ses  collègues. 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  6T. 

Théorème.  La  somme  des  puissafices  d'un  point  quelconque, 
par  rapport  aux  circonférences  décrites  sur  les  quatre  côtés  d'un 
quadrilatère,  comme  diamètres  y  est  égale  à  quatre  fois  la  puis- 
sance du  même  points  par  rapport  à  la  circonférence  ayant  pour 
diamètre  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  diagonales. 

(Laisant.) 

Suivant  qu  un  point  M  est  extérieur  ou  intérieur  à  une  circon- 
férence,  la  puissance  de  ce  point,  par  rapporta  la  circonférence, 
doit  être  considérée  comme  positive  ou  comme  négative;  de  sorte 
que,  dans  Tun  et  Tautre  cas,  cette  puissance  a  pour  expression 

MÔ*-^  R*. 

Cela  posé,  soient  p^p\l^\p'\  P  les  puissances  d'un  point 
quelconque  M  du  plan,  par  rappdrt  aux  circonférences  qui  ont 
pour  diamètres  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  et  la  droite  qui 
joint  les  milieux  des  diagonales;  A,  B,  C,  D,  0  les  centres,  et 
ayh,Cyd,r  les  rayons  de  ces  circonférences.  On  a  : 

p  +  p'^ p"^ P'"=Wl-\-  MbV  MP-+-  MD'-  (a«-*-  6«-^  c»-h iP). 

Or,  0  étant  le  centre  du  parallélogramme  ABCD,  ou  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  A,  B,  C,  D,  on  a  aussi  : 

SÏÂ*-».  UbV  MC*-*-  Md'= ÔÂ*-f^  OBV  ()C*+  ÔD*-*-  iMO*, 

donc 

P+P'-4.p''-*-p'''«=SÂ*-+-ÔbVocV'ÔdV4MD*--(o'-+-6*-^c«-*-«P)- 

Si  X  et  y  représentent  les  demi-diagonales  du  quadrilatère,  ou 
bien  deux  côtés  adjacents  du  parallélogramme  ABCD,  on  a 
encore  : 

a'  -♦-  6'  -♦-  c'  -»-  €?*==  X*  -f-  y*  -4-  4r', 
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pu 

a«  H- 1«+  c*-+-  d«=  i  (ÂCV  BD*)  -+-  4r', 

ou  _  

o«  +  fr«+  c*  +  d'=  OaV  ObV  OCV  OD*^  4r«; 

donc 

p^p'-Hp'  .f-p"=3  4MD'— 4r"=4P.    C.Q.F.D. 

Van  Aubbl, 

Professeur  à  l'Âthénée  d'Anvers. 

Autre  solution  par  M.  Fréson,  élève  à  l'Athénée  de  Liège. 


Question  68. 

Théorème.  Soient  ;  A,  B,  C, ...  un  système  de  points ^  situés 
sur  un  plan;  G 9  leur  centre  de  gravité;  R,  une  circonférence 
quêlconqtie,  passant  par  le  point  G*  La  somme  des  puissances 
des  points  A,  B,  G,  ...,  par  rapport  à  la  circonférence  R, 
égale  Gâ'-h  GB*-h  5C*-+- ...  (Laisant.) 

Soient  p,  p\  p'^, . .  les  puissances  des  points  A,  B,  G,  ...  par 
rapport  à  une  circonférence  passant  par  G  ;  on  a  d*abord  : 

p  H-  p'  -♦-  p"  -4- ...  =  RâV  RbV  RCV wRG*. 

Or   _     _ 

RaV  RBVrCV  ...  ==TS*-*-  GbV  GCV  .  .  -4-  nRG*; 
(lonc 

p-hp'-hp"-¥^ ...  ="GÂV  GB*+  gcV 

Van  Aubel. 
Autre  solution  par  M.  Fréson. 


Question  VO. 

Théorème.  Soient,  sur  un  plan,  trois  circonférences,  ayant 
pour  centres  G,,  G,,  G5;  0,  leur  centre  radical;  M,  un  point 
quelconque  du  plan.  Les  différences  des  puissances  du  point  M , 
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par  rapport  atix  tr^s  circonférences ,  sont  respectivement  propor- 
tionnelles aux  projections  des  côtés  du  triangle  C|,  C3,  C3,  sur 
la  droite  OM.  (Laisant.) 

Soient  Pi,  P,,  P3  les  projections  des  centres  C|^  C^,  C3, 
sur  OM.  Les  triangles  C|OM,  C^OM  donnent  : 

■MCÎ=  CiÔV  MÔ*-+-  2M0  .  OPt , 
"ÏCÎ  =  C^Ô*-*-  MOV  2M0  .  OF,; 

d  où ,  en  retranchant  membre  à  membre , 

MC!  -  Mi^  =  CjO"— C;ô*+ 2M0  .  P.P,. 

Comme  0  est  le  centre  radical  des  trois  circonférences,  les  puis- 
sances de  ce  point,  par  rapport  aux  circonférences,  sont  égales; 
donc,  en  désignant  les  trois  rayons  par  K|,  R^,  R3,  on  a  : 

donc 

MC'  —  MCÎ  «  Rî  —  r;  -^  2M0 .  P^P,; 
d^où 

(Sic*  ~  Rî)  —  (îâCÎ  -  Rî)  =  2M0  •  P,P,. 

Or  MCi  —  Rî,  MC,  —  RJ  représentent  les  puissances  du  point  M, 

par  rapport  aux  circonférences  C|,  C,.  En  les  désignant  par  f)i,  p^, 

on  aura  : 

Pi-p,  =  2M0.P.P,. 

On  trouve,  de  la  même  manière, 


Donc 


Pi— p.  =  2M0.P,Ps, 
Pi-Pi  =  2M0.P,P,. 


(Pi  -  Vii  '  (Pt  ~  pO :  {pi  -  Ps)  =  PtP.  :  P1P5  :  P.P5.     C.  Q.  F.  D. 

Van  Aubel. 
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Question  TS. 

Par  le  centre  de  similitude  externe  de  deux  circonférences  C,  C, 
on  mène  une  sécante  quelconque,  qui  rencontre  ces  lignes  en 
A,  B,  A',  B'.  Soient  D,  D'  les  circonférences  qui  touchent  C,  C', 
respectivement,  aux  points  anti- homologues  A  et  B',  A'  et  B. 
Lorsque  la  sécante  tourne  autour  de  S  : 

^^  La  différence  des  rayons  D,  D'  reste  constante; 

^  Le  centre  de  similitude  interne  des  D,  D' décrit  taxe  radical 
de  C»  C;  et  le  centre  de  similitude  externe  décrit  une  hyperbole; 

3"  Le  PIED  de  l'axe  radical  de  D,  D' parcourt  une  circonférence, 

(Necberg.) 

Soient  r,  r\  R,  R'  les  rayons  des  circonférenees  C,  C,  D,  D'. 
i''  CDC'D'  étant  un  parallélogramme,  on  a  : 

DA==CA  + D'C; 
d'où 

R— R'==r-+-  r\ 

2*  Le  point  M,  où  la  droite  AA',  qui  joint  les  extrémités  des 
rayons  parallèles  DA  et  D'A',  dirigés  en  sens  inverses,  rencontre 
la  ligne  des  centres,  est  le  centre  de  similitude  interne  de  D,  D'; 
or,  les  triangles  semblables  AMD,  AMD'  et  DMB',  D'MB  don- 
nent : 

MA         DA       R^ 

M'A' "^  D'A' ""R^' 

MB'       PB'       R 

MB  ^  D'B  ~  R'  ' 
donc 

MA       MB' 

M^'""MB' 
d'où 

MA  •  MB  s=  MA' •  MB'. 

Cette  égalité  montre  que  les  puissances  du  point  M,  par  rap- 
port aux  circonférences  C^  C,  sont  égales  ;  donc  ce  point  se  trouve 
sur  Taxe  radical  MP  de  ces  circonférences. 

Quant  au  centre  de  similitude  externe  M',  de  D,  D',  il  est  le 
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conjugué  harmonique  de  M ,  par  rapport  à  DD'.  Si  donc  0  est 
le  centre  du  parallélogramme  GDG'D',  on  a  : 

En  prenant,  pour  axes  coordonnés^  la  droite  CG'et  une  per- 
pendiculaire élevée  en  son  milieu  0;  et  en  désignant  respective- 
ment par  X,  y,  k,  m  les  coordonnées  du  point  M',  la  distance  OP 
et  le  coefficient  angulaire  de  OM',  on  a  : 


Comme  le  point  D',  dont  la  différence  des  distances  aux  points 
G,  G',  est  égale  à  r  —  r',  décrit  une  hyperbole,  dont  Téquatioh 
peut  être  représentée  par  a*y* — fflx^^= — a*6*,  le  demi-dtamètrc 
est  déterminé  par 

En  substituant,  dans  (1),  les  valeurs  de  OM',  OH,  OD',  on 
obtient  : 

ay  —  6V  -♦-  — .  X  =  0. 

Le  lieu  des  points  M' est  donc  une  hyperbole. 

S"*  Les  triangles  semblables  SÀG,  SA'G'  et  SBG,  SB'G'  don- 
nent : 

SA_^_r       SB^JC^      21. 


donc 


ou 


SA^_SB 
SA.  SB' «SA'.  SB. 


Les  puissances  du  point  S,  par  rapport  a  D  et  D',  étant  égales, 
ce  point  appartient  à  Taxe  radical  de  D,  D'.  Par  conséquent,  le 
pied  N  de  cal  axe  radical  se  trouve  sur  la  circonférence  décrite 
sur  OS  comme  diamètre.  Ge  qu'il  fallait  démontrer. 

Van  Audel. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


109.  Construire  un  triangle,  connaissant  les  rayons  de  deux 
cercles  tangents  aux  trois  côtés ,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit 

(J.  Nbuberg.) 

110.  Par  deux  points  donnés,  sur  une  circonférence,  mener 
deux  cordes  parallèles,  dont  le  rectangle  soit  équivalent  à  un 
carré  donné.  (J.  N.) 

m.  Soient  A',  B',  C  les  projections  des  sommets  du 
triangle  jABC  sur  une  droite  quelconque  D.  Démontrer  que  les 
droites  A'a,  B'P,  C'/,  respectivement  perpendiculaires  sur  BG, 
CA,  AB,  passent  par  un  même  point  M.  Lorsque  la  droite  D 
enveloppe  une  courbe  de  la  classe  m ,  quel  est  le  degré  du  lieu 
du  point  M?  (J.  N.) 

lis.  Soient  A,  B,  G,  P  quatre  points  quelconques  d'un  même 
plan;  Da,  D^,  D/  les  perpendiculaires  abaissées  de  D,  respecti- 
vement, sur  les  droites  BC,  CA,  AB.  Démontrer  que  les  trois 
paraboles,  qui  ont  pour  foyers  les  points  A,  B,  G,  et  pour  tan- 
gentes aux  sommets  les  droites  Da,  D^,  Dy,  sont  inscrites  à  un 
même  triangle.  (J.  N.) 

lis.  Théorème.  Un  triangle  ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe, 
tourne  autour  de  ce  sommet  en  variant  de  grandeur,  mais  en 
restant  semblable  à  lui-même;  si  le  côté  BG  passe  par  un  point 
fixe;  Tenveloppe  de  la  circonférence,  circonscrite  au  triangle, 
est  un  limaçon  de  Pascal.  (P.  M.) 

114.  Construire  un  quadrilatère  dont  on  donne,  les  angles  et 
les  diagonales. 

lift.  Si  un  quadrilatère  ABCD,  dont  les  côtés  opposés  se 
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coupent  en  E,  P^  est  inscriptible;  les  bissectrices  des  angles  AED, 
DFG  sont  perpendiculaires  Tune  à  Taulre  ;  et  réetpniquemeBt. 

(E.C.) 
tt6.  Intégrer  Téquation 

xy"-^fy'-y=='0  (e.  c.) 

117.  Trouver,  géométriquement,  l'enveloppe  des  droites  qui 
donnent  des  cordes  égales  dans  deux  cercles  donnés. 

(H.  M.  Taylor.) 

IIS.  Soit  DEF  uue  transversale  du  triangle  ABC.  Par  les 
points  A,  B,  G,  on  mène  les  parallèles  AG,  BH,  GK  à  DEF, 
rencontrant  les  côtés  opposés  en  G,  H,  K.  Démontrer  que 

GD .  HE .  RF  c==  AE .  BF  .  CD  ==  ÂF  .  BD  .  CE 
«=  GD  .  BF .  CE  ==*  AF .  HE  .  CD  ==  AE .  BD .  RF. 

(Mbrrifjbld.) 

119.  Trouver  le  lieu  du  point  de  contact  des  tangentes  paral- 
lèles à  une  direction  donnée,  à  une  série  d'ellipses  ou  dliyper- 
boles  homofocales.  (Nigolaîdés.) 

ISO.  Théorème.  A,  B,  C  étant  trois  points  d'une  droite  L,et 
A',  B',  C',  trois  points  d'une  autre  droite  L',  qui  ne  rencontre 
pas  L;  les  trois  droites  qui  passent  par  un  même  point  P  et  s'ap- 
pnient,  respectivement,  sur  les  couples  de  droites  (AB%  A'B), 
(BG'i  B'C),  (G A',  G' A),  sont  situées  dans  un  même  plan. 

(J.  Neubbrg.)  (*) 

1M.  Théorème.  Soient  ABC,  A'B'C'  deux  trrangies , situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace.  Le  lieu  d'un  point  P, 
tel  que  les  trois  droites  menées  par  P,  et  s'appuyani,  respective- 


{*)  Les  théorèmes  490  à  123,  qui  sont  peut-être  nouveaux ,  se  ramcAcot 
facilement  à  des  propositions  connues,  de  Géométrie  plane.  On  n'a  qn'^ 
faire  la  projection  conique  de  la  figure  sur  un  plan  quelconque,  le  centre  de 
projection  étant  au  point  P. 
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meni,  sur  les  couples  de  droites  (AB,  A'B'),  (BC,  BX'),(€A,CA'), 
sont  situées  dans  un  même  plan ,  esl  Thyperboloîde  passant  par 
les  droites  A  A',  BB',  CC.  (J.  N.) 

tS9.  Théorème*  Si,  par  un  point  fixe  P,  pris  sur  un  hyper- 
boloîde  réglé.  Ton  mène  des  droites  s'appuyant  sur  les  diago- 
nales des  quadrilatères  que  forment  deux  génératrices  fixes ,  du 
premier  système,  avec  deux  génératrices  variables  du  second 
système;  ces  droites  sont  situées  dans  un  même  plan.    (J.  N.) 

ItS.  Théorème.  Soient  A,  B,  G  trois  génératrices,  d'un  même 
système,  de  Thyperboloïde  H;  A',  B',  G'  trois  génératrices,  d'un 
même  système,  de  Phyperboloide  H';  P  un  point  quelconque  de 
Tintersection  des  surfaces  H,  H^  Par  P,  on  mène  les  deux 
droites  qui  s'appuient,  respectivement,  sur  les  couples  de  droites 
(A,  B')»  (A',  B);  soit  7  le  plan  passant  par  ces  droites.  On  ob- 
tient, d'une  manière  analogue,  deux  autres  plans  a,  p  en  combi- 
nant, d'une  part,  les  couples  (B,  G'),  (B',  G),  et,  d'auU-e  part,  les 
couples  (A,  B'),  (A',  B).  Les  plans  a,  (3,  y  passent  par  une  même 
droite.  (J.  N.) 

1t4.  On  a 


V/4II*— 5-*-  n  ^  l/4n«— i  h-  »/ji«--i  ài  s, 

t  désignant  un  nombre   inférieur  à  0,001 ,  pour  des  valeurs 
entières  de  n ,  comprises  entre  des  limites  assez  étendues. 

(H.  Brocard.) 

iSft.  Dans  Tellipse ,  le  demi-diamètre  OA',  perpendiculaire  à 
la  normale  en  M,  esl  moyen  proportionnel  entre  les  rayons  vec- 
teurs FM,  F'M.  (E.  C.) 

ItS.  X  étant  l'infinimeni  petit  principal,  la  quantité 
4    .  i  8     i 

X sin  X  H istx ISL—  X 

est  du  septième  ordre.  (E.  C.) 
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1S7.  Trouver  Tenveloppe  de  la  eirconférence  ctreonscriCe  à 
un  triangle  variable,  qui  reste  semblable  à  lui-même,  et  dont  les 
eôtés  passent  par  trois  points  fixes.  (P.  M.) 

ISS.  Problème.  Les  eôtés  d  une  ligne  polygonale  AB ...  KL 
sont  déterminés,  chacun,  avec  une  approximation  connue; 
chaque  valeur  étant  comprise  dans  des  limites  assignées,  et 
toutes  étant  également  probables  :  les  directions  des  côtés  sont 
invariables.  Les  sommets  de  cette  ligne  brisée  sont  susceptibles 
d'occuper  une  infinité  de  positions. 

Cela  étant,  on  propose  de  déterminer  : 

l"*  Les  limites  dans  lesquelles  peut  varier  la  position  de  Tun 
quelconque  des  sommets  ; 
S®  La  probabilité  relative  de  chacune  de  ces  positions. 

Réponse.  Chaque  sommet  est  variable  dans  un  polygone  à 
centre,  de  Sm  côtés;  m  étant  le  nombre  des  éléments  du  chemi- 
nement polygonal  qui  précèdent  le  sommet  considéré;  et  lesdils 
côtés  étant  égaux,  respectivement,  aux  variations  possibles  de 
ces  éléments ,  et  parallèles  è  leurs  directions. 

Si  Ton  élève,  en  chaque  point  de  Faire  de  ce  polygone,  une 
ordonnée  proportionnelle  à  la  probabilité  de  ce  point,  on  obtien- 
dra une  surface  que  Ton  peut  appeler  surfact  de  probabilité,  dont 
la  connaissance  répondrait  à  tout. 

Or,  cette  surface  résulte  de  la  combinaison,  par  voie  d'addition 
ou  de  soustraction,  des  ordonnées  de  surfaces  cylindriques  à 
génératrices  parallèles  au  plan  du  polygone,  et  ayant  pour  direc- 
tion les  paraboles  représentées  y  =  Ka:^~"*;  le  coefficient  K 
ayant  une  valeur  particulière  pour  chaque  direction. 

Cette  surface  de  probabilité  est  discontinue;  ses.  arêtes  se 
projelteqt  sur  le  polygone  qui  lui  sert  de  base,  suivant  m  3f*~^^ 
lignes  droites,  égales  et  parallèles  par  groupes  de  2"^';  les  côtés 
du  polygone  de  base  étant  d'ailleurs  compris  dans  ces  lignes. 

(Pbaucbllier.) 
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SUR  LES  CARRÉS  MAGIQUES; 

par  M.  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  GaDd. 
(Fin,  voir  t.  II,  p.  161.) 


II 

CONSTRUCTION   DES  CARRÉS  MAGIQUES  9   PAR   ENCEINTES. 

1.  Première  transformation  de  la  question.  Il  y  a  avantage  à 
remplacer  les  carrés  magiques  ordinaires,  où  les  éléments  sont 
les  nombres  1»  2,  3, ...,  n^,  par  d'autres,  où  entrent  des  éléments 
positifs  et  négatifs,  tels  que,  pour  chaque  rangée  (ligne,  colonne 
ou  diagonale),  leur  somme  soil  nulle  et  que,  de  plus,  tous  ces 
éléments  soient  de  même  parité.  Ainsi,  au  lieu  des  carrés  de 
9et  de  16  éléments  : 


4 

3 

8 

8 

10 

11 

5 

9 

K 

.  1 

i 

15 

14 

4 

2 

7 

6 

13 

3 

2 

1G 

12 

G 

7 

9, 

ndr 

e  ceux-ci  : 

2 

l 

6 

ï 

3 

5 

7 

8 

0 

8 

Ï5 

13 

11 

9 

6 

4 

2 

9 

ÏT 

13 

15 

7 

5 

3 

1, 

qui  sont  formés  de  la  manière  suivante  :  Pour  établir  le  troisième 
carré,  on  retranche  5  de  chaque  élément  du  premier,  c'est-à-dire 
le  tiers  de  la  somme  15  des.  éléments  de  chaque  rangée,  puis 
on  multiplie  les  restes  par'%  Pc/ur  fornier  le  quatrième  carré, 
II.  i^ 
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on  retranche  8^  de  chaque  élément  du  deuxième^  c'est-à-dire  le 
quart  de  la  somme  54  des  quatre  éléments  de  chaque  rangée, 
puis  on  multiplie  les  restes  par  2. 

En  général,  étant  donné  un  carré  magique  de  tfi  éléments,  où 
la  somme  des  éléments  de  chaque  rangée  est  : 

on  le  transforme  en  un  carré  magique  où  la  somme  des  éléments 
d  une  rangée  est  nulle,  en  retranchant  de  chaque  élément  ^^j^ 
En  multipliant  ensuite  tous  les  restes  par  2,  on  obtiendra  un 
carré  magique  à  éléments  pairs,  si  n  est  impair;  à  éléments  im- 
pairs, si  n  est  pair.  Mais,  dans  les  deux  cas,  en  valeur  absolue, 
1  élément  le  plus  grand  sera  (n' —  1). 

S.  Seconde  transformation  de  la  question.  Entourons  d'uae 
enceinte  nouvelle  les  deux  carrés  précédents ,  comme  on  le  voit 
dans  les  tableaux  suivants  : 


f  b      e      d     e  a 

j  .       .       .       .  j 

t  .       .       .  I 

Â  ....  A 

9  •             '       '  9 


e 

h 

e 

d 

a 

h 

2 

4 

6 

h 

9 

8 

0 

8 

9 

f 

6 

4 

3 

f 

a 

6 

c 

d 

e 

a 


f 


Pour  plus  de  clarté  nous  avons  supprimé  le  carré  de  16  éléments. 
Dans  les  nouveaux  carrés,  la  somme  des  éléments  de  toutes  les 
rangées  sera  encore  nulle,  si  Ton  a,  pour  le  premier, 

a-+-fr-hc-hd-4-c  =  0,  ) 

c -H /'-hSf-4- A— a«=0;  ) ' 

et,  pour  le  second. 
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Pans  le  premier  cas,  les  valeurs  absolues  de  a,  6,  c, ...,  sont  10, 
12,  14,  ...;  dans  le  second  :  17,  19,  21,  ... 

On  comprend  aisément,  à  propos  de  ces  cas  particuliers,  que 
pour  ajouter  une  enceinte  à  un  carré  magique,  de  n^  éléments, 
de  façon  que  le  nouveau  carré  obtenu  soit  encore  magique,  il 
suffit  de  résoudre  des  équations  analogues  à  (1)  ou  (2),  où  les 
lettres  a,  6,  c. ...,  en  valeur  absolue,  représentent  les  nombres 
n*  H- 1 ,  71*  H-  3, ...,  (n  -h  2)* — 1 .  Cette  question  d'Analyse  indé- 
terminée semble  très-diificile  à  résoudre  d'une  manière  générale; 
mais  on  peut  en  trouver  une  solution,  par  induction,  comme 
nous  allons  le  voir,  en  examinant  les  trois  cas  suivants  : 

!•  n  est  pair-pair  ou  de  la  forme  4p; 

2*  n  est  pair-impair  ou  de  la  forme  4/)  -h  2; 

3*  n  est  impair  ou  de  la  forme  2p  -h  1. 

Les  équations  indéterminées  à  résoudre  contiennent  2(n-4-  1) 
quantités  à  déterminer.  Nous  supposerons  qu'il  y  a,  au  plus, 
(n  +  1)  ou  (n  -+-  2)  de  ces  quantités  qui  aient  le  même  signe, 
suivant  que  n  est  pair  ou  impair.  On  peut  démontrer,  en  effet, 
qu'il  n'y  a  pas  de  solution  possible  de  la  question,  en  dehors 
de  cette  hypothèse. 

8.  Premier  cas.  —  Carrés  à  racine  paire-impaire.  Proposons- 
nous  d'abord  de  résoudre  les  équations  (2),  c'est-à-dire  suppo- 
sons lî  =  4.  Nous  savons  d'avance  que,  dans  chacune  de  ces 
équations,  il  y  a  trois  termes  positifs  et  trois  termes  négatifs. 
Par  conséquent,  nous  pouvons,  sans  inconvénient,  retrancher  15, 
dernier  nombre  placé  dans  le  carré  de  4*  éléments,  des  valeurs 
absolues  de  toutes  les  inconnues  : 

17  =  (4«-f.l),  19,  21,...  35=  (6'— i). 

Les  valeurs  réduites  des  inconnues  seront  alors  : 

2,  4,  6,  ,  20. 

Divisons  encore  par  2  ces  valeurs  réduites;  et  le  problème  sera 
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ramené  à  trouver  dix  quantilés  satisfaisant  aux  équations  (2),  et 
ayant,  pour  valeurs  absolues  : 

i,  2,  3,  ,  10. 

Après  quelques  tâtonnements,  on  trouve  une  solution  résumée 
dans  le  tableau  suivant  : 

+ 


I   123456789  iO| 

V    + +  +  -  f 


En  ajoutant  les  nombres  inscrits  sous  les  signes  de  la  ligne  supé- 
rieure, faisant  précéder  chacun  du  signe  qui  le  surmonte,  on  a 
une  solution  de  Tune  des  équations  (2);  de  même,  en  ajoutant 
les  nombres  inscrits  au-dessus  des  signes  de  la  ligne  inférieure, 
chacun  précédé  du  signe  qui  est  au-dessous,  on  a  une  solution 
de  Tautre  équation  (2).  On  trouve,  en  particulier,  a  =  dz6= 
la  racine  du  carré  que  Ton  veut  construire.  De  plus,  f=  a  -*- 1, 
en  valeur  absolue  :  a  et  f  sont  les  éléments  qui  occupent  les 
angles  de  Tenceinte. 

Si  Ton  veut  ajouter  une  enceinte  au  carré  de  8^  éléments,  pour 
le  transformer  en  un  carré  de  10*  éléments,  on  trouve  de  même, 
par  tâtonnement,  que  Ton  peut  représenter  la  solution  dans  le 
tableau  suivant  : 

{  1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  il  Ta  f 3  U  15  fô  il  18   \  • 

Les  éléments  des  angles  du  carré  magique,  de  10*  éléments,  sont 
encore  10  et  10  -h  1;  ces  nombres  doivent  toutefois  être  dou- 
blés et  augmentés  de  63?=  (8*  —  1),  d'après  les  explications 
précédentes. 

Le  procédé  est  général  et  n'a  pas  besoin  de  démonstration 
proprement  dite,  pour  celui  qui  voudra  s'en  rendre  compte  la 
plume  â  la  main. 

Deuxième  cas.  —  Carré  à  racine  paire^aire.  Le  même  pro- 
cédé réussit  encore  mieux  dans  le  cas  où  le  carré  que  Ion  veut 
construire  est  à  racine  paire-paire.  Ainsi,  lorsqu'on  veut  entourer 
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d*une  enceinte  le  carré  de  6^  éléments,  on  symbolise  la  solution 
dans  le  tableau  suivant  : 

I   1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  il  fâ  15  Û  \  ; 

8  et  9,  qui  doivent  être  doublés  et  augmentés  de  6' — 1,  sont 
encore  les  éléments  des  angles  du  tableau  de  8^  éléments.  Voici 
de  même  la  solution,  dans  le  cas  où  Ton  veut  former  le  carré  de 
19^  éléments  : 

|l  2  3  4  5  6  7  8  9  10  fl  12  Ts  Û  fs  16  17  18  l"9  20  21  2"2  l- 

\  +  —  +  + +  +  -        -+  f 

On  peut  continuer  de  la  même  manière,  indéfiniment,  et  le 
procédé  n'a  pas  besoin  de  démonstration  formelle. 

Résumé.  Les  solutions  qui  précédent  peuvent  être  résumées 
dans  les  deux  tableaux  suivants  : 


6    12  3    5    7 

8     12    3  4     5     6     9 

10    1     2    3    4  5    6    7     9      il 

f2     1      2    3     4    5  6    7    8     9      10     13 

14      1       2     3    4     5    6  7     8    9    10     il     13     15 

7      8      9  10     4      6 

9     ïb    il     12  13    14     7      8 

il     12     Ts     14     15  16    17    18     8     10 

13     Û    Ts     16     17     18  19    20    21     22     il     12 

Vi    16    17     18    19    20    2I  22    23    2I    2^    26    12    14 

Les  nombres  placés  dans  ces  tableaux  doivent  être  doublés  et 
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augmentés  de  4«— 1,  6«  — 1,  8«— 1,  iO«— .1, 12«  — 1,  pour 
devenir  les  éléments  des  enceintes  des  carrés  magiques.  Il  est 
évident  que  Ton  peut  faire  varier,  d*un  grand  nombre  de  ma- 
nières, hes  signes  et  les  places  des  termes  dans  chaque  rangée, 
sauf  aux  extrémités. 

4.  Troisième  cas.  —  Carrés,  à  racine  impaire.  Proposons-nous 
d'abord  de  résoudre  les  équations  (1),  dans  lesquelles  nous  sup- 
poserons, pour  plus  de  simplicité,  6=10===  3^ -f-1.  Divisons 
ensuite  par  2  ;  il  viendra  : 

a      b       c       d 
2*2*2-^2 '' 

2       2       2       2 

Nous  pouvons  supposer  que,  dans  ces  équations,  une  moitié  des 
inconnues  ont  des  valeurs  positives,  et  Tautre  moitié,  des  valeurs 
négatives.  On  peut  donc  écrire,  en  retranchant  10=3*-hl  de 
chaque  inconnue,  en  valeur  absolue  : 

a,  p,  ^, ...  étant  les  valeurs,  ainsi  réduites,  des  anciennes  incon- 
nues divisées  par  2.  Les  anciennes  inconnues  avaient  pour  valeurs 
absolues  : 

c  =  10,  12,  i4,  16,  i8,  20,  22,  24. 

Les  valeurs  absolues  des  nouvelles  sont  donc  : 

4,  2,  5,  4,  5,  6,  7. 

On  trouve  encore,  par  tâtonnement,  une  solution  des  équa- 
tions à  résoudre.  Nous  la  donnons  dans  le  tableau  suivant  : 


JÎ254567). 
{      +  +  -      -      J 
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Pour  les  carrés  de  7^  9^  11*  éléments,  les  solutions  sont 
représentées  comme  il  suit  : 

7  {  î  2  3  4  5  6  7  8  9  10  il    { , 

\       +  +      +  —  -         ï 

9  I  î  2  3  4  5  6  7  8  9  10  Tl  12  fs  U  13   L 

11    I  i  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  Ts  Tô  \7  18  1^9  }• 

Ces  diverses  solutions  sont  résumées  dans  les  tableaux  sui- 
vants, que  nous  faisons  commencer  avec  le  carré  de  un  élément. 
Les  nombres  0,  2.1 ,  2.3,  2.5,  2.7,  2.9  occupent  les  angles  des 
carrés  successifs  : 

0 

2  I  0 

6     4  3  2  0 

10    7     6  5  5  2    0 

f4    10    9     8  7  4  3    2    0 

18   1^    1 2   lï    lÔ  9  5  4    3    2    0 

0. 

0     3  2 

0     5     7  16 

0     8     9     il  i     4   10 

0    il    f2   fz   1^  1     5    6    14 

0   14    15    16    17   19  1     6    7    8    18 


Les  nombres  placés  dans  ces  tableaux  doivent  être  doublés  et 
augmentés;  en  valeur  absolue,  de  l*-i- 1,  3*4-1,  5*-+- 1,  etc., 
pour  devenir  les  éléments  des  enceintes  successives  des  carrés 
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magiques.  Od  peut  encore  faire  varier,  d'un  grand  nombre  de 
manières,  les  signes  et  les  places  des  termes  dans  chaque  rangée, 
sauf  aux  extrémités. 

Il  n'est  pas  évident,  comme  dans  le  premier  et  le  deuxième 
cas,  que  la  méthode  précédente  conduit,  par  induction,  à  une 
règle  générale.  Nous  devons  donc  donner  la  solution  de  la  ques- 
tion suivante  :  Entourer  (Tune  enceinte  le  catré  de  n*  éléments^ 
de  manière  à  obtenir  un  nouveau  carré  magique;  n  étant  égal 
o2p-+-l. 

Comme  dans  les  cas  particuliers  traités  plus  haut,  on  réduit 
cette  question  à  celle-ci  :  Résoudre  les  équations 

Xi-h  Xj-f- X,-f-  •••  -♦-  X^— Xft,  = >       .      •      (5) 

a?ii+i-*-««+i-< ^  Xu  —  Xu+i  = — >   •     •     (4) 

sachant  que  les  valeurs  absolues  des  inconnues  sont 

1,  2,  3, ,2»-*- 2. 

Pour  1  équation  (3),  nous  trouvons,  par  induction,  les  valeurs 
suivantes  : 

Xj  =  5,  Xp4.,==Xj — 2p, 


Xp  ==  p  -4-  i  ,      Xjp  e=  Xp  —  2p  , 

x„=n,  Xa,  =  2n«x„-4-(2p  -♦-  1), 

Pour  résoudre  lequation  (4),  nous  posons  d'abord 

x„+,=  i,    x,,  =  2n,    Xft,+,  =  2n-*- 1; 
ensuite,  en  nous  souvenant  que  n  ==  2p  +  1  : 

Xn+t=  Xif+i  =  p  4-  2,    Xjp^.,  =  X4p+,  •—  2p , 


^3p+i  =  2p ,  Xij,  =s  Xjp+4  —  2p, 

X4,+  , (2n~^)«-(4p-f-^). 
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Un  calcul  algébrique,  très -simple,  permet  de  voir  que  ces 
diverses  valeurs  satisfont  aux  équations  données. 

Nous  sommes  persuadé  que  les  solutions  précédentes  sont 
comprises  parmi  celles  qui  ont  été  données  au  XVII"'*'  et  au 
XYIII*""  siècle,  par  les  divers  Mathématiciens  français  cités  plus 
haut.  Mais,  quand  il  s'agit  de  carrés  magiques,  il  est  plus  facile 
de  retrouver  une  solution  que  d'en  lire  l'exposition  dans  un  ou- 
vrage un  peu  ancien. 


SUR  L'EMPLOI  DU  CALCUL  SYMBOLIQUE,  DANS  LA  THEORIE 
DES  SÉRIES  RÉCURRENTES!*); 

par  M.  EDOUARD  Lucas,  professeur  au  Lycée  de  Moulins. 


1.  Désignons  par  a  et  6  les  deux  racines  de  Féquation 

x^  =  x-^  i; (1) 

noua  aurons 

1  -♦-  V/B     ,      1  —  V/B  ,      .      , 

0  =  — ^^—,  6  =  — ^— -»  a-4-6  =  i,  a6  =  — 4,  a— 6=V/5- 

Posons,  de  plus, 

o"  —  6" 

«„  = 7-'     v„=a«H.6- (2) 

a  —  0 

Le  calcul  des  valeurs  de  u„  et  de  v^f  pour  les  valeurs  correspon- 
dantes, entières  et  positives,  de  n,  à  partir  de  n  =  0,  donne  les 
résultats  suivants  : 

n  :    0,  4,  2,  3,  4,    5,    6,    7,   8,    9,    10, , 

v„:    0,  1,  4,  2,  5,    5,   8,  45,  21,  34,   55, , 

v„  :    2,  4,  3,  4,  7,  44,  48,  29,  47,  76,  423, 


(•)  VoiriV.  C.  Jf.,  t.  II,p.  70. 
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Les  valeurs  de  Un  sont  les  termes  de  la  suite  connue  sous  le 
nom  de  série  de  Lamé;  nous  y  avons  ajouté  les  deux  termes 
0  et  1 .  On  sait  que  Tillustre  savant  a  fait  servir  cette  série  à  la 
détermination  d'une  limite  supérieure  du  nombre  des  opérations 
à  faire  dans  la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  nombres  entiers.  On  a,  en  effet,  le  théorème  remarquable 
que  voici  : 

Théorème.  Le  nombre  des  divisions  à  effectuer^  pour  trouver 
le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers,  est  ton- 
jours  moindre  que  cinq  fois  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit 
des  deux  nombres  donnés  (*). 

Je  ferai  cependant  observer  que  cette  série  a  été  définie,  dès 
le  XIII»*  siècle,  par  Léonard  de  Pise  (**). 

t.  Les  formules  (2)  donnent  encore,  pour  les  valeurs  néga- 
tives et  entières  de  n,  les  relations 

On  déduit,  d'ailleurs,  de  Téquation  (1)  : 

a"+«  =  0"+*  -f-  a",    6"+*  =  ô"*^*  4-  6". 

Par  suite,  en  ajoutant  et  retranchant  ces  identités  : 

«*!,+«  — w«+i-*-w«,    v„+i=r„+t-*-t?„.    ...    (4) 

Ces  formules  représentent  la  même  loi  de  formation  pour  les 
deux  séries  récurrentes  considérées,  lesquelles  ne  diffèrent  que 
par  les  conditions  initiales. 
Mais,  de  ces  deux  séries,  celle  de  Lamé,  ou  plutôt  de  Léonard 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  année  1844. 

('*)  Il  LiBBR  ABBACi  di  Leonardo  Pisano,  pubbHcato  seconda  la  lezione 
del  Codice  magliabechiano,  da  Û.  Boncompagni,  Rome,  1867;  p.  284,  à  la 
marge. 
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de  Pise,  doit  être  considérée  comme  fondamentale;  elle  c<mtient 
la  seconde^  puisque  Ton  a 

On  voit  ainsi  que  u^  et  v^  sont  toujours  des  nombres  entiers. 

De  plus  : 

v„=«ii„_,-t-u„^..,    SmÎ  — v;  =  dt4.    ...    (6) 

Diaprés  la  seconde  relation,  u^  et  t;„  ne  peuvent  avoir  d'autre  fac- 
teur commun  que  3;  elle  donne  lieu  aussi  à  d'importantes  con- 
séquences sur  la  forme  des  diviseurs  de  v„,  dont  nous  parlerons 
plus  tard. 

8.  En  développant  les  valeurs  de  u„  et  de  t;„,  par  la  formule 
du  binôme,  on  obtient  : 

g"-'ti  =""  i  5^(^-^)(^-^)        n(n-.i)(n~2)(n-3)(/t-4)  ^ 
""     i  4.2.5        "^^  1.2.3.4.5 

1.2  1.2.5.4  / 

On  a,  par  conséquent,  suivant  le  module  p  (p  désignant  un 
nombre  premier  impair),  les  congniences  (*)  : 

2'-*t*,  =  5  '  ,    2'-'t;p  s  1  (mod.  p)  ; 

et,  par  Tapplication  du  théorème  de  Fermât,  en  supposant  p  dif- 
férent de  5, 

tip^dbl,    Vj,^\     (mod.  f>). 


(*)  Voir  la  première  note,  p.  32  (N.  C.  il/.,  t  U,  jaDvier  1876).  Avant 
M.  Catalan,  Legendre  avait  trouvé  cette  dénomination  fort  bizarre.  On  lit, 
en  effet,  à  la  page  12  du  second  Supplément  à  VEtsai  sur  la  théorie  des 
nombres  .*  «  Ces  équations,  entre  des  restes  provenant  de  la  division  de  plu- 

•  siears  nombres  par  un  même  nombre  premier,  se  traitent  comme  les 

•  équations  ordinaires,  sans  qu'il  soit  besoin  des  signes  nouveaux  d'égalité, 
»  ni  des  dénominations  nouvelles  assez  incongrues,  dont  quelques  géomètres 

•  font  usage.  » 
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On  prendra  le  signe  -f  ou  le  signe  — ,  suivant  que  le  nombre 
5  sera  résidu.ou  non  résidu  quadratique  de  p.  Conséquemment, 
Uj,  n'est  divisible  par  5  que  si  p  ==  5.  De  plus,  t;^  n'est  jamais  un 
multiple  de  5. 

4.  Quels  que  soient  les  entiers  k  et  n,  positifs  ou  négatifs,  on 
a  la  formule 

qu'il  est  facile  de  vérifier  au  moyen  des  expressions  de  u„  et  de 
v,i 9  données  plus  haut;  on  peut  écrire  cette  relation  sous  la  forme 
symbolique 

Dans  cette  égalité,  changeons  n  en  n  +  A:;  multiplions,  par  vuy 
les  deux  termes  du  résultat  obtenu  ;  ajoutons  les  deux  termes  de 
la  formule  précédente,  multipliés  respectivement  par  — ( — 1)*: 
nous  obtenons  la  formule  symbolique 

«*«+!*  =  «»[t;y-(-^)7. 
En  général, 

tw«P  =  w"[i;,u*-{-!)*]' (8) 

relation  dans  laquelle  on  remplacera,  après  le  développement, 
les  puissances  de  u  par  des  indices. 

En  résolvant,  par  rapport  à  Un-kt  Téquation  qui  nous  a  servi 
de  point  de  départ,  on  obtient 

(-iy'ii._*p  =  w«[t;,-tt*]' (9) 

Les  relations  (8)  et  (9)  donnent  les  formules  inscrites  sous  le 
n**  IV  (iV.  C.  M. y  t.  II,  p.  75),  en  supposant  k=l;  elles  se  trans- 
forment encore,  Tune  dans  l'autre,  par  le  changement  du  signe 
de  k,  ou  par  le  changement  de  u  en  ?,  en  tenant  compte  des  éga- 
lités (3). 


(*)  On  peut  dédaire  ces  formules  de  celles  qui  donnent  le  sinus  ou  le 
cosinus  de  adb6. 
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5.  On  a  les  formules 


(40) 


la  seconde  se  déduit  de  la  première,  en  y  remplaçant  u„  en  fonc- 
tion de  Un+i  et  de  iin~i.  D'ailleurs,  en  considérant  uk  et  Uk—t 
comme  des  constantes,  on  a,  symboliquement, 

Par  suite,  comme  précédemment,  on  a  la  formule  générale  : 

La  seconde  des  formules  (10)  donne  lieu  aux  mêmes  dévelop- 
pements. 

•.  Considérons  une  série  récurrente  quelconque,  donnée  par 
Fa  fol  de  récurrence  : 

U,.+*=  AoU„^p  -f-  A,U„+^_,  -H  ...  ^  A^U„, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  n.  Posons ,  pour  abréger, 

<p(ii)  =  Ao«''  -♦-  A|U''"~*  -♦- ...  -+-  Aj,^iU  -♦-  A,: 

nous  dirons  que  les  symboles  U^  et  f  (U)  sont  équivalents.  Nous 
allons  démontrer  que,  dans  les  calculs,  on  peut  les  remplacer 
Tun  par  Tautre.  En  eifet,  dans  la  relation  donnée,  changeons 
successivement  n  en  n-hl,  n-f-2, ...,  nn-p;  ajoutons  les  résultats 
obtenus,  après  les  avoir  respectivement  multipliés  par  A^,  Ap^i, 
...  A|,  Ao;  nous  obtenons  l'égalité  symbolique  : 

De  même,  nous  obtenons  la  formule  générale  : 
U„+,,  =  U«[9(U)]'. 
Par  conséquent,  si  les  symboles  U*  et  ç  (U)  sont  équivalents. 
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il  en  est  de  même  de  leurs  puissances  entières  ;  on  démontrera 

également  que,  si  les  symboles  lj*t  et  q^i  (D) ,  U*«  et  cpj  (U), 

sont  respectivement  équivalents,  il  en  sera  encore  de  même  de 
leurs  sommes,  de  leurs  puissances,  de  leurs  produits  respectifs. 
Oo  peut  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  Si  les  fonctions  entières  f|  (U),  T,  (U), ...,  et  (fi  (U), 
çj  (U),  ...  sont  symboliquement  équivalentes,  deux  à  deux,  il  en 
est  de  même  de  toute  fonction  entière,  composée  d'une  manière 
analogue,  avec  les  deux  séries  de  quantités,  et  l'on  a  ainsi  l'équa- 
tion symbolique  : 

^  (/î,  /i  ,  ...,  fn)  =  Y  (9,  ,  9„  ,..,  <p„). 

On  peut  donner  à  ces  résultats  une  extension  considérable, 
que  nous  laisserons  de  côté  pour  Tinstant,  au  moyen  des  théories 
de  réiimination ,  des  déterminants  et  du  calcul  des  différences. 
Nous  ferons  seulement  observer  que  les  résultats  qui  précèdent 
s'appliquent  principalement  aux  séries  récurrentes,  déduites  du 
calcul  de  certaines  fonctions  symétriques  des  racines  des  équa- 
tions algébriques. 

Nous  démontrerons,  dans  de  prochains  articles,  Timportance 
des  considérations  précédentes,  par  leur  application  :  à  la  théorie 
des  nombres  premiers;  à  la  recherche  des  nombres  premiers 
très-grands,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  connaître  les  nombres 
premiers  inférieurs^  à  des  démonstrations,  relativement  simples, 
de  ces  principes,  que  les  formes  quadratiques  ou  linéaires  don- 
nées renferment  une  inGnité  de  nombres  premiers;  aux  divers 
principes,  énoncés  par  Fermât,  sur  la  théorie  des  nombres;  et, 
enfin,  à  Texposition  d*un  critérium  qui  permet  de  décider  dans 
quels  cas  une  équation  numérique  donnée  est  ou  n'est  pas  réduc- 
tible. 
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8UB  QUELQUES  ARTICLES  DE  LA  ROUYELLE  GORBSSPOHDAICE; 

par  M.  J.  NfiUBERG»  professeur  à  l'Athénée  de  Bruges. 


I.  M.  Brocard >  dans  son  intéressante  Note  sur  diverses  pro» 
priétés  de  l'ellipsçide  et  de  l'ellipse  (*),  signale  les  théorèmes 
suivants  : 

Étant  donnés  une  ellipse  K  et  un  point  intérieur  H»  il  existe 
une  infinité  de  triangles  inscrits  ABC,  ayant  le  point  H  pour 
point  de  rencontre  des  hauteurs. 

L'enveloppe  des  côtés  de  ces  triangles  est  une  ellipse  K';  et  le 
lieu  des  pieds  D,  E,  F,  des  hauteurs  y  une  ellipse  K'\ 

Le  raisonnement  de  Thonorable  auteur  me  parait,  en  partie, 
manquer  de  justesse  (**).  D'ailleurs,  la  podaire  d'une  ellipse  K' 
n'est  pas  une  seconde  ellipse  K'^ 

Voici  une  construction  assez  simple  des  triangles  ABC  : 

Soient  A'  la  seconde  extrémité  de  la  corde  AHD,  2a'  et  26'  les 
longueurs  des  diamètres,  l'un  parallèle,  l'autre  perpendiculaire 
à  AA'.  Des  théorèmes  connus  donnent  : 

DA  .  DA'  _  o^       DA  .  DU 

DB.DC  ""6^'     DB  .  DC "~ ""    ' 


f)  N.C.M.,i.U,p.  156. 

(**)  Ibidem,  p.  444,  lignes  5,  6  et  47. 
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d'où 

DH  6"  ^  ' 

Ainsi  :  Pour  obtenir  les  pieds  des  hauteurs  des  triangles  ABC, 
il  suffit  de  diviser  les  droites  qui  joignent  H  aux  différents  points 
de  l'ellipse,  dans  le  rapport  des  carrés  des  diamètres,  l'un  per- 
pendiculaire, l'autre  parallèle  à  ces  droites. 

Soient  (a,  (3),  (x,  y),  (X,  Y)  les  coordonnées  des  points  H,  D, 
A',  par  rapport  aux  axes  de  fellipse  K.  De  la  formule  (1),  on 
déduit  : 

On  a  aussi 

a^Y»H-6»X*  =  «W (3) 

L'élimination  de  X  et  de  Y,  entre  les  équations  (2)  et  (3),  con- 
duit à  réqualion  du  lieu  du  point  D,  laquelle  est  du  quatrième 
degré. 

D'après  la  construction  dérivant  de  la  formule  (1),  le  lieu  du 
point  D  parait  être  du  second  degré.  Pour  expliquer  cette  con- 
tradiction apparente,  observons  que,  si  la  corde  AH  A'  est  paral- 
lèle à  une  asymptote  (imaginaire)  de  Fellipse  K,  le  diamètre  2a' 
est  infini;  par  conséquent,  DH  est  alors  égal  à  zéro,  et  H  est  un 
point  isolé  du  lieu  cherché.  Si,  à  la  courbe  K,  on  substitue  une 
hyperbole,  H  devient  un  point  double. 

L'équation  de  l'enveloppe  des  côtés  des  triangles  ABC  se  dé- 
duit encore  très-facilement  des  relations  (2).  Soit 

px-^  qy  =  \ 

l'équation  de  la  corde  BC;  les  coordonnées  du  pied  de  la  perpen- 
diculaire, abaissée  de  H  sur  BC,  seront 

x  =  a^-j^^y     y  =  p  +  _ii-,   ...    (2) 
;/'  -h  q*        ■  P  -^  T 


1 

L 
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où,  pour  abréger, 

<y=  i  ^pa  —  qp. 

Des  égalités  (2)  et  (4),  on  conclut 

Ces  valeurs,  portées  dans  Téquation  (3),  conduisent  à  une 
équation  du  second  degré,  entre  p  et  q. 

II.  Le  paragraphe  VI  (p.  141)  a  déjà  été  traité  par  M.  Lemoinb, 
dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques ,  1858,  p^  240  (*). 

III.  La  question  62  résulte  encore  de  cette  remarque  :  les 
parallèles  à  la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  BAC^  menées  par 
B  et  D,  déterminent,  sur  XC,  une  division  harmonique. 


EXTRAITS  ANALYTIQUES. 


THÉORIE    DES    DÉTERMINANTS. 

Dr  S.  GuNTHER;  Erlangen,  1875. 

Nous  donnons,  ci -après,  deux  extraits  de  cette  intéressante 
Monographie  des  déterminants,  qui  complète  la  série  commencée 
par  MM.  Salmon,  Brioschi  et  Balt^er,  et  continuée  par  le  plus 
grand  nombre  des  Géomètres  contemporains. 


(*)  La  Note  de  M.  Lemoine  est  remarquable  :  nous  regrettons  de  ne  pou* 
voir  la  reproduire.  Si  elle  a  passé  inaperçue,  n'est-ce  point,  comme  le  sup- 
pose notre  honorable  Collaborateur,  parce  qu*ellc  était  signée  d'un  élève  ? 

(E.  C.) 
II.  14 
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Voici  un  exemple  intéressant  d  une  application  des  détermi- 
nants, pouvant  servir  de  preuve  que,  pour  la  représentation  de 
deux  expressions  indépendantes,  les  déterminants  sont  suscep- 
tibles de  rendre  un  très-grand  service,  alors  que  tous  les  autres 
expédients  échouent. 

On  connaît  la  formule 


m  +  1 


B|9  Bs,  B5, ...  désignant  les  nombres  deBemonlli,  et  dans  laquelle 
on  a  posé,  pour  abréger, 


0 


m(fn  —  1)... (m  —  p  -^  i) 


pi  4.â.3'...p 

Bien  que  Staudt  eût  trouvé  une  expression  simple,  pour  les 
dénominateurs  de  ces  nombres  bernouUiens,  les  essais  tentés  à 
Teffet  de  donner  aux  numérateurs  une  forme  générale  indépen- 
dante (*),  étaient  restés  sans  résultat.  Mais,  tout  récemment, 
Nagelsbagh  a  résolu  la  question  d*une  manière  très -simple,  au 
moyen  des  déterminants, 

A  cet  effet,  il  établit  d'abord  Tidentité 

2* -+-1  H 1)' (2A -+- i) ^«•B,,,,  =  0, 

d'où  résultent  h  équations  linéaires,  dans  lesquelles  les  nombres 
de  Bernoulli  peuvent  être  considérés  comme  étant  des  varia- 
bles {**)  :  l'application  de  la  règle  de  Cramer  conduit  alors  à 


(* }  Ne  manque- t-il  pas  là  un  mot?  (E.  C) 

(**}  Comment  des  coeffieients  déterminés,  conmu,  peavent-ils  être  sup- 
posés variableê  f  (E.  G.) 
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Texpression  de  Bsa— i,  sous  forme  de  quotient  de  deux  détermi- 
nantSy  qui  se  réduit  finalement  au  quotient,  par 

d*un  seul  déterminant.  Celui-ci  a  pour  valeur  : 

il)    "    " "  ' 

C)   C)    «  »  « 

,_.,-.  (!)    C)    il) «  ' 

l     2     j    l     4     )    l     6     ) I2A-2J  *-* 

/2AH-i\    /2A-4-1\     /2A^-n         /2A-f-i\  ^ 

l     2     i    l     4     J    l     G     ) I2A-2)  * 


II 


Quelques  déterminants  ortho- symétriques  sont  d'une  grande 
importance  pour  la  théorie  des  équations  :  nous  voulons  parler 
de  ceux  qui  expriment  la  somme  des  puissances  semblables  des 
racines  d'une  équation  algébrique,  indépendamment  de  leur 
valeur  en  fonction  des  coefficients. 

Soient  ^1,  oj, ...,  0L„  les  n  racines  de  Téquation 

Oofl^  -*-  ajX""*  H —  -^  a„  =3  0. 
Posons,  avec  Fiedier, 

aj  -4-  «4  -♦-  •••  -*-  «i  =  «!• 
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On  aura,  d*après  Albert  Girard,  pour  le  calcul  de  ces  sommes, 
le  système  d'équations  récurrentes  : 


ta,  -*-  a,_i«,  -♦-  o,_,«,  H —  H-  0081  =  0; 


d'où  l'on  tire 


•-{--j 


tti  tto  0  0      ...  0 

2a,  Gi  Oq  0      ...  0 

5as  Oa  ai  Oo      ...  0 

<ai  ai_4  a,^t  a,__t  ...  Oi 


f«  .   i 


La  somme  des  puissances  «'***  est  une  somme  de  5^  -*-  5  h-  « 
déterminants  ortho-symétriques ,  affectés  chacun  d'un  coefficient 
numérique. 
Par  analogie,  on  a  : 

«fi  0  0  ...0 
«,  8«  2  0  ...0 
H    St        Si        3      ...  0 


(-«oV 


t! 


*l       S|-..t       5|-j       5|«8  ...  t 


H.  Brocard. 

Noie  du  Rédacteur.  — Ces  deux  articles,  dont  nous  abandon- 
nons la  responsabilité  à  notre  jeune  et  honorable  Collaborateur, 
provoqueront,  probablement,  plus  d'une  remarque.  Pour  le 
moment,  nous  nous  bornons  à  dire  que,  depuis  une  vingtaine 
d'années,  on  abuse  beaucoup  des  déterminants  et  de  toutes  les 
fonctions  qui  s'y  rattachent. 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mansion.  —  «  Metius  ,  à  qui  l'on 
attribue  la  valeur  7r  =  |i|^,  s'appelle  Adrieiiy  el  non  Pierre, 
eomme  le  dit  Montucla.  Son  vrai  nom  est  Adrien,  Adrian's  zoon, 
c'est-à-dire  fils  d'Adrien;  Metius  est  un  surnom,  parce  que  son 
père  était  de  Metz. 

Le  père,  nommé  également  Adrien,  fils  d'Antoine,  né  à  Metz 
en  1527,  est  mort  en  1571,  étant  bourgmestre  d'AIckmaar  en 
Hollande  (alors  encore  réunie  à  la  Belgique,  sous  Philippe  II). 
C'est  lui  qui  a  trouvé  7r=:f^,  comme  il  suit.  Il  renferme  tc  entre 
les  fractions 


577       535 
V20'     i06 


(•). 


II  additionne  les  numérateurs,  puis  les  dénominateurs,  et  trouve 
la  valeur  plus  approchée 

710      355 

226~ÏÏ5' 

Voilà,  certes,  un  hasard  heureux  ! 


377  740 

-7—  =  3,i41 6666666 . . .    erreur  —-^  j 


120 
335 


10' 
852 


=  5,1415094539...  erreur-^, 
106        '  107 

555  3 

.=  5,1415929 erreur  — 


113 


(  *  )  Le  second  rapport  est  souvent  attribué  à  Rivard. 


(E.C.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  214  — 

Extraits  d*une  lettre  de  M.  Gerono.  —  «  Le  bien  regrettable 
Le  Besgue  a  démontré  [Nouvelles  Annales ,  1863,  p. 68)  que: 
le  produit 

P  (P  "^  9)  (P  ^  2ç)  (p  -^  3ç) 

ne  saurait  être  un  carré.  Il  en  résulte,  comme  cas  particulier, 
qiiil  est  impossible  de  trouver  quatre  carrés  en  progression  arith- 
métique   (*).  » 

«  La  question  de  trouver  les  points  où  une  droite  CD  coupe 
une  hyperbole  (équilatère  ou  non),  dont  on  donne  un  point  A  et 
les  asymptotes  ODx,  OCy  (**),  revient,  tout  simplement,  h  celte 
question  de  Géométrie  élémentaire,  dont  la  solution  est  bien 
connue  : 

Diviser  une  droite  en  deux  segments,  dont  le  produit  soit  égal 
à  un  carré  donné »  

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Éd.  Lucas.  —  «  Je  ne  suis  pas  non 
plus  de  votre  avis  sur  le  théorème  de  Lamé  {***);  j'admets  par- 
faitement qu'on  ne  soit  pas  obligé  de  faire  toutes  les  divisions, 
pour  les  plus  petits  nombres;  mais,  si  vous  avez  a  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur,  de  deux  nombres  ayant  une  tren- 
taine de  chiffres  chacun,  ou  même  un  mille  (comme  j'en  fais  en 
ce  moment),  que  ferez- vous?  • 

Réponse.  —  On  peut  toujours  supposer  que  les  nombres 
donnés.  A,  B,  sont  impairs:  dans  le  cas  contraire,  on  supprime- 
rait le  facteur  2.  Cela  fait,  le  reste,  correspondant  à  l'un  d^s  deux 
quotients  entiers  de  A  par  B,  a  la  forme  2^C,  C  étant  impair. 
On  divisera  donc  B  par  C;  et  ainsi  de  suite. 

Ce  que  je  viens  de  dire  du  nombre  2  est  applicable  à  3,  5, 

1 1 , Après  cette  modification  à  la  mauvaise  règle  en  usage,  que 

devient  le  théorème  de  mon  illustre  et  bien  regretté  Professeur? 


(*)  N.C.M.,  i.  II,  p.  102. 

(")  Ibidem,  p.  405. 

(***)  Voir  ci-dessus,  p.  202. 
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Extrait  d'une  autre  lettre  de  M.  Éd.  L.  —  «  Pourquoi  Violle, 
qui  a  fait  un  volume  sur  les  Carrés  magiques,  de  400  pages  in-8*^, 
n'est-il  pas  cité  par  Gûnther  ?  » 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Neuberg.  —  « Le  théorème  de 

M.  P.  S.  (*)  est  bien  intéressant.  La  démonstration  suivante  est 
assez  simple. 

La  -congruence 

(x  —  i)  (x  —  2) ...  (x  -  p  -f- 1)  —  (x"-*—  i)  =  0,    (mod. p), 

où  p  désigne  un  nombre  premier,  admet  les  p  —  1  racines 

4,2,3 p— 1. 

Comme  elle  est  du  degré  p  —  2,  elle  doit  se  réduire  à  une  iden- 
tité; c'est-à-dire  que  tous  les  coefficients  du  premier  mefnbre, 
supposé  ordonné  suivant  les  puissances  de  x,  sont  des  multiples 
de  p. 

Si  p=2n-^  1,  on  a  : 

n-t.i»p  — n,    n-*-2=ap--  {n — 1), ,  2n  =  p—  1; 

donc 

(x— »-^4)(x— n-4-2)...(x—2n)=JILp-t-(x-t-n)(x-^n— i)...(x-«-1); 

et  la  congruence  ci-dessus  équivaut  à 

(x«—  i«j  (x»  -  V) ...  (x*—  n')  —  (x'"—  1  )  =  0,    (mod.  2n  -4-  4  ). 

En  égalant  les  coefficients  à  des  multiples  de  2n,  on  trouve  le 
ihéorëme  de  M.  P.  S.  » 


(*)  N.  CM.,  tu,  p.  HZ. 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Qixostlon  11» 

Par  un  point  donné  P,  mener  une  sécante  telle,  que  le  segment 
XY ^intercepté  entre  les  côtés  d'un  angle  donné  AOB,  soit  vu,  d'un 
autre  point  donné,  sous  un  angle  connu  a. 

Première  solotlen. 

Menons  les  droites  PD,  PE  respectivement  parallèles  à  OB,  GY 
et  terminées  à  OA ,  CX.  Nous  avons  : 

XP  _  XD      XE 
PY~DÔ""ËC' 

donc  DE  est  parallèle  à  OC.  Gonséquemment,  le  point  E  peut 
être  déterminé  par  Tintersection  de  la  droite  connue  DE  et  de 
Tare  capable  de  Tangle  »r  —  «,  décrit  sur  PC. 

•eeende  solntlen. 

La  conique  ayant  pour  foyer  le  point  G  et  tangente  aux  droites 
XYy  OA,  OB,  touche  celles-ci  en  des  points  K,  M,  N  tels,  que 
les  angles  OGM,  OGN,  XCY  sont  égaux.  On  peut  donc  déter- 
miner facilement  les  points  H,  N.  Soient  G',  G"  les  symétriques 
de  G  par  rapport  à  OA,  OB;  les  droites  G'M ,  G'^N  se  coupent  au 
second  foyer  F  de  la  conique^  dont  le  grand  axe  est  égal  à  FC. 
Le  problème  est  maintenant  réduit  à  mener,  par  le  point  P,  une 
tangente  à  une  conique  dont  on  connaît  les  deux  foyers  et  le 
grand  axe.  J.  Neuberg. 

Autres  solutions  par  MM.  Brocard  et  Laisant  (voir  AT.  C.  M., 
t.  II,  p.  59. 
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Question  QCS« 


Théorème.  AMB  étant  un  arc  de  courbe  plane,  convexe,  on 
projette  A  sur  la  tangente  BA'  en  B,  et  l'on  projette  B  sur  la 
tangente  AB'  en  A.  Cela  posé,  si  l'on  néglige  les  quantités  du 
CINQUIÈME  ORDRE ,  le  Segment  AMB  est  équivalent  au  ^  de  la  somme 
des  triangles  rectangles  AA'B,  BB'A. 

(Hermite,  de  Flnstitut.) 

Je  prends  un  système  d*axes  rectangulaires,  A  pour  origine 
et  AB  pour  axe  des  x.  Si  la  longueur  AB  est  égale  &  a,  on  peut 
représenter  la  courbe  donnée  par  Téqualion  : 

yz=zx{x  —  a)  [A  -♦-  Bx  -f-  •••], 

d*où  Ton  déduit,  pour  la  surrace  du  segment  AMB,  en  négligeant 
les  quantités  du  cinquième  ordre  : 

iMais  les  coefficients  angulaires  des  tangentes  à  la  courbe,  aux 
points  A,  B,  étant  : 

—  Aa,    Aa  -f-  Bo*  -h  •  •  • , 

Taire  du  triangle  BB'A  est  : 

S,  =  i  [Ao'-AV^- AV ], 

et  celle  du  triangle  AA'B  est  : 


d'où 


S,-=^[Aa'-f-Bo*-  AV— 3A'Ba*-t-  •  •   ]; 


S,  -H  S,=  i  [2Ao»  +  Ba*—  2AV ]. 
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Et,  en  négligeant  les  quantités  du  cinquième  ordre  : 
S.fS,      A  .      B    ^ 

-1 6"  "Ta"' 

ou. 

s.-»- s, 

6 
Ce  qui  démontre  le  théorème.  Ed.  Guillet. 

Autre  solution  par  M.  De  Tilly. 


Question  84. 

On  prend  les  milieux  des  droites  qui  joignent  les  pieds  d^s  hau- 
teurs d'un  triangle;  ety  par  chacun  de  ces  points.  Von  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  le  côté  correspondant.  Démontrer  que  ces 
trois  perpendiculaires  se  coupent  en  un  même  point. 

(Edouard  Lucas.) 

Soient  :  A  A',  BB',  CC  les  hauteurs  du  triangle  ABC;  aa\  bb\ 
ce*  les  perpendiculaires  abaissées,  des  milieux  a,  6,  c  des  droites 
B'C,  C'A',  A'B',  sur  les  côtés  de  ABC. 

Comme  AA',  BB',  CC  sont  les  bissectrices  du  triangle  A'B'C, 
et  que  les  angles  caa'y  baa*  sont,  respectivement,  égaux  à  6A'A, 
cA'A;  les  perpendiculaires  aa\  bb',  ce'  sont  bissectrices  des 
angles  bac^  cba,  acb;  donc  ces  droites  concourent  en  un  même 
point. 

MoDARD,  élève  de  TAthénée  d*Arlon. 

Autres  solutions  par  M"*  Lucie  Lebœuf  (*)  et  M.  H.  Van 
Aubel. 


(  *  )  Gomme  nous  l'avions  snppoaé,  cette  jeune  étudiante  est  on  jeune  pro- 
fesseur (?oir  p.  153).  (E.  C) 
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Question  19. 

A  un  triangle  isoscèle  donné,  inscrire  un  hexagone  équilatéral. 

Supposons  d  abord  que  le  cAté  de  l*hexagone,  opposé  à  la  base 
BC  du  triangle  isoscèle  donnéi  soit  parallèle  à  celte  base.  Pro- 
longeons ABy  AC,  des  longueurs  BD,  BE,  égales  à  BC;  et  dé- 
terminons les  points  F,  G,  symétriques  de  D,  E  par  rapport 
à  la  droite  DE.  Les  droites  AF,  AG  couperont  BC  en  deux 
sommets  de  Thexagone  cherché. 

Considérons  maintenant  un  triangle  quelconque  ABC.  Le  pro- 
blème d'y  inscrire  un  hexagone  équilatéral  étant  indéterminé, 
nous  supposerons  encore  donnée  la  direction  du  oèté  opposé  à 
BC.  Menons  une  droite  quelconque  parallèle  à  cette  direction  : 
soient  M,N  les  points  ou  elle  rencontre  AB,  AC.  Prenons,  sur 
les  côtés  de  Tangle  A,  les  longueurs  MP,  NQ,  égales  à  MN;  des 
points  P,  Q,  comme  centres,  avec  un  rayon  égal  à  MN,  dé- 
crivons des  circonférences;  puis  menons  une  sécante  RS,  paral- 
lèle à  BC,  et  telle,  que  la  partie  comprise  entre  les  circonférences 
soit  égale  à  MN  (*).  Les  droites  AR,  AS,  par  leurs  intersections 
avec  BC,  détermineront  deux  sommets  de  Thexagone  cherché. 

J.  Nbuberg. 


Question  80. 

Trouver  un  point  A  tel,  que  les  tangentes  AB,  AC,  menées  de 
ce  point  à  deux  circonférences  données  0,  0',  fassent  entre  elles 
un  angle  donné  et  vérifient  l'une  des  relations 

c .  AB  =fc  6 .  AC  =  ik'.     .    .    .     .    .    .    (A) 

Menons  les  droites  OD,  O'D,  DE,  DF,  respectivement  paral- 
lèles à  AB,  AC,  OB,  O'C.  Dans  le  quadrilatère  EDFA,  on  connaît 


(  *  )  ProMèmc  connu.  Voir,  par  exemple,  les  Théùrèmes  et  prMèmu  de 
Gàmitrie  élémentaire,  par  E.  Catalan.  . 
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les  angles  et  deux  côtés  DE,  DF;  on  peut  donc  construire  un 
quadrilatère  égal,  puis  obtenir  ainsi  les  longueurs  AE  et  AF. 
En  mettant,  maintenant,  la  relation  (Â)  sous  la  forme 

c.(0D^-AE)ab6.(0'D-HAF)  =  iS 

on  voit  que  la  construction  du  triangle  ODO'  rentre  dans  la  ques- 
tion 29  C^).  J.  Neuberg. 


Question  31. 

Couper  un  triangle  ABC  par  une  transversale  DE,  parallèle  à 
une  direction  donnée,  et  satisfaisant  à  la  relation 

m .  DE  -t-  p .  BD  -4-  qf .  CE  =  *•. 

(Les  points  D  et  E  sont  situés ,  respectivement,  sur  AB  et  AC.) 
La  relation  donnée  peut  s'écrire 

DE-f.i-..BD-+-^.CE=:-. 
tu  ni  fil 

Prolongeons  DE  des  longueurs  DF=^,  EG  =  5^;  la  ligne 
FG  sera  égale  à  ^.  Mais  on  peut  déterminer  les  droites  BF, 
CG  ;  car  elles  rencontrent  une  parallèle  menée  à  DE  par  le  som- 
met A,  en  des  points  H  et  I,  tels  que 


AH      DF      p 

AE      EG      o 

— "             — ^  -J-, 

AB      DB      m 

AC      £C      m 

Par  conséquent,  il  suffit  de  prendre,  sur  HI,  une  longueur 
HK=»  ^,  et  de  mener  une  parallèle  KG  &  BH.        J.  Neuberg. 


(*)  VoîriV.  C.jr.,  t.I,p.l66. 
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QUESTIONS  PROPOSEES. 


t%9.  Résoudre,  complètement,   Téquation  qui  donne    les 
abscisses  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  représentée  par 

a:*-4-y*  — 2x*-  2j^  =  0(*).  (E.  C.) 

150.  A,  B,  G  étant  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne, 
on  a 

sin  (A  —  B) sin  (B  —  C) 

sin»  A  cos  B  —  sin»  B  cos  A      sin'  B  cos  C  —  siu'  C  cos  B 
sin  (A  —  C) 
sin'  A  cos  C  —  stn'  C  cos  A        (H.  Brocako.) 

151.  A,  B,  C  étant  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne, 
démontrer  les  formules 

sin*  A  +  sin  B  sin  G  cos  A  =  sin*  B  +  sin  A  sin  C  cos  B 

=  sin*  C  +  sin  A  sin  B  cos  C.  (H.  B.) 

ISS.  Théorème.  On  donne  un  point  C  et  deux  droites  Ox,  Oy. 
On  mène  les  transversales  CAB,  CA'B',  de  manière  que  le  qua* 
drilatère  ABA'B'  soit  inscriptible.  Le  lieu  du  centre  1,  de  la  cir- 
conférence ABA'B',  est  une  ligne  droite.        (Ém.  Lemoine.) 

ISS.  Pour  quelles  valeurs  de  p  et  de  9  Téqualion 

ac»^y»  =  2^3^z', 

est-elle  résoluble  en  nombres  entiers?  Déterminer  les  plus,  pe- 
tites solutions,  en  supposant  Tinconnuc  z  égale  à  un  nombre 
pair  ou  à  un  nombre  impair.  (Ed.  Lucas.) 


C)  Celte  équation  est  a?»  —  \±x^  -4-3  =  0. 
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154.  Si  Xy  y,  z  désignent  des  nombres  entiers  satisfaisant  à 
l'équation 

x^ -f- y»  «=  Az*, 

on  obtient  une  nouvelle  solution  par  les  formules 

X  =  X»  —  y  -*-  ^xy  (±x^  ^  y»), 
Y=:y»  -  a:»  -^  5y»x»(2y'  -f-  x»), 

Faire  voir  qu'elles  sont  plus  générales  que  les  formules  attri- 
buées à  Euler.  (É.  L.) 

ISft.  Trouver  des  formules  analogues  pour  la  résolution  de 

réquation 

Ax»  ^  By»  -4-  Cz*  =  ZDxyz.  (É.  L.) 

!«••  Si  Ton  pose 

(x*-f.ay*)»  =  X«-^ar, 

le  bessien  de  la  fonction 

X^>Y, 

est  aussi  de  la  forme  x*  -+-  ay^. — Que  peut-on  en  conclure  dans 
le  cas  particulier  de  n  =  3*?  (É.  L.) 

1S7.  Sn  désignant  la  somme  des  x  premiers  nombres,  élevés 
à  la  puissance  n;  démontrer  que,  pour  x  =  —  ^,  le  quotient  de 
Sin  par  S3  est  égal  à 

Bn  désignant  ten'*^  nombre  bernoullien.  (É.  L) 

155.  Déterminer  directement,  au  moyen  de  la  table  des  nom- 
bres premiers,  le  dénominateur  du  n**~  nombre  de  Bernoulli. 
Démontrer,  en  particulier  les  propositions  suivantes  : 

l**  Si  p  et  9  sont  premiers  entre  eux,  le  dénominateur  de  Bpq 
est  divisible  par  le  produit  des  dénominateurs  de  Bp  et  de  B9. 

90  §1  2p  ^.  1  est  un  nombre  premier,  ce  nombre  divise  le 
dénominateur  de  Bp.  (É.  L.) 
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iS9.  Quelle  est  la  forme  linéaire  des  diviseurs  premiers  des 
numérateurs  de  Bp?  (É,  L.) 

140.  Développer»  suivant  les  puissances  de  x,  la   fonction 
cos(9parcsinx).  Conclure,  de  ce  développement ,  Videntiié 

2V      2V (n«—  i')      âV  (n'—  i')  (n*—  2') 
2    ■*"      2.5.4  2.3.4.5.6 

yn'(n«--r)(n^-y)(n'-^y)  _.,,.. 

2.5.4.5.6.7.8  *  ^  '" 

(É.  L.) 

1 41«  Trouver  la  somme  des  inverses  des  ternies  de  rang  pair 
ou  de  rang  impair ,  de  la  série  de  Lamé.  (É.  L.) 

14t.  Former  le  premier  membre  de  Téquation  ayant  pour 
racines 

x  =  =fc  1^2  dbt^2=b  1/27^7.        (É.  L.) 

14S.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  triangle  équilatéral  dont 
les  sommets  sont  situés  sur  les  trois  droites  flxes.     (É,  h.) 

144.  Si  par  le  pôle  de  lune  des  courbes  ayant  pour  équation 

r"  =a"8iniia(**), 

nommées  orthogénides  par  M.  Allégret,  on  mène  une  droite,  les 
tangentes  à  la  courbe,  aux  points  d'intersection  avec  la  droite, 
forment  un  triangle  équilatéral,  lorsque  n  =  =t  f  —  Trouver  le 
lieu  du  centre  de  ce  triangle,  si  la  droite  tourne  autour  du  pôle. 

(É.  L.) 


(*)  Proposée  par  M.  Réalis,  dans  le  Gionicde  di  MaiemcUiche  (iS7 i) ^ 
puis  dans  les  Nouvelle^  Annales  (février  1876). 

(**)  Voir  un  arliclc  de  M.  Haton  db  la  Govpilliérb,  dans  les  Annalei  de 
Mathématiquei ,  mars  1876. 
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14S.  Quelles  sont  les  séries  dans  lesquelles  la  somme  des 
carrés  des  2n  +  1  premiers  termes  est  égale  a  la  somme  des 
4n  -H  1  premiers  termes?  (É.  L.) 

14^é  Trouver  trois  nombres  entiers,  ne  contenant,  chacun, 
aucun  diviseur  carré,  et  tels^  que  leurs  produits,  deux  à  deux, 
soient  des  carrés.  (E.  C.) 

147.  Théorème  I.  Si  Téquation 
x-~A,x'^-'^'^^^j^^  (!) 

1  1.2 

a  toutes  ses  racines  positives,  A|,  A^, ...  Am-^i,  Am  vérifient  les 
inégalités 

AÎ>A„     AÎ>AÎ,     AÎ>AÎ,  ...A:^,>A;-'.     .     .    (2) 

CorollaibeJ  Si  quelqu'une  des  inégalités (2)  n*est  pas  vérifiée, 
Téquation  (1)  a  des  racines  imaginaires  {*). 

Théorème  II.  L'équation  (1)  a,  au  moins,  autant  de  racines 
imaginaires  qu'il  y  a  de  variations  de  signes  dans  la  suite  des  m 
quantités  : 

A|  —  A|,     Af  —  Ab ,     A»  —  A4, ...  A2— I  —  Aï    ,  A^ . 

(S.  Realis,  ingénieur  à  Turin.) 


(')  Le  théorème  I  a  une  grande  analogie  avec  l'un  de  cens  que  nous  avons 
publiés,  aatrefois y  dans  les  Comptes  rendu» ,  puis  dans  lé  Cours  d'Jnahfte 
de  VUnivertité  de  Liège,  Cependant ,  il  n'y  a  pas  identité.  En  effet,  diaprés 
ce  dernier  théorème,  si  toutes  les  racines  de  l'équation  (1)  sont  jtosUives, 
on  a 

Ar>A„,    A7>Ai,    Ar>AÎ„...,A:.,>A:-«.     .    (3) 

Or ,  comme  il  est  facile  de  le  prouver,  les  inégalités  (3)  résulteni  des  iné- 
galités  (2)  ;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  (  E.  C. } 
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PRIHCIPES  DE  GÉOMÉTRIE   TRICIRCULAIRE 
ET  TÉTRASPHÉRIQUE; 

par  H.  ÉD.  Lucas,  professear  au  Lycée  de  Moulins  (Allier). 


DE   LA  PUISSANCE   d'dN   POINT,   PAR   RAPPORT   A  UN  CERCLE. 

Nous  énoncerons  d^abord  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  Le  lieu  des  points  tels  que  la  somme  de  leurs  puis- 
sances y  par  rapport  à  n  cercles,  multipliées  respectivement  par 
des  facteurs  constants,  soit  constante ,  est  un  cercle  ayant  pour 
centre,  le  centre  des  distances  proportionnelles  des  centres  des  n 
cercles  donnés. 

Nous  admettons,  dans  un  but  de  généralisation,  la  notion  du 
cercle  imaginaire,  ayant  un  centre  réel  :  comme  nous  n'opérerons 
habituellement  que  sur  le  carré  du  rayon  de  ce  cercle,  il  nV 
aura  pas  d'ambiguïté  possible.  Cette  notion  permet  de  simplifier 
Texposé  des  propriétés  des  cercles;  on  peut  la  remplacer  par 
une  autre  équivalente,  ne  présentant  rien  d'imaginaire  Ç). 

Théorème  IL  Les  puissances  d'un  point,  par  rapport  à  quatre 
cercles  quelconques  y  sont  liées  entre  elles  par  une  équation  dti 
premier  degré,  contenant  un  terme  constant,  et  dans  laquelle  la 
somme  des  coefficients  des  puissances  est  nulle. 


{*)  Cbaslbs,  Traité  de  Géométrie  supérieure,  pp.  547  et  suiv. 
IL  i5 
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En  désignant  par  Xi,x^,x^yXi^  les  puissances  d*un  point,  par 
rapport  aux  quatre  cercles  ayant  pour  centres  O^  O^,  Os,  O4, 
on  a,  en  effet  : 

Xi .  0,0,0*  —  X, .  0,040,  -♦-  X, .  O4O1O,  —  X4 .  0|0A  =  K, 

Oi  O2  Os  désignant  Taire  du  triangle  des  trois  centres,  prise  avec 
le  signe  convenable  (*), 

Donc,  «1  par  les  centres  de  quatre  cercles  sitttés  dans  un  même 
plan,  on  élève  des  perpendiculaires,  de  longueurs  respectivement 
proportionnelles  à  la  puissance  d'un  point  quelconque  du  plan, 
par  rapport  aux  quatre  cercles,  le  volume  du  tétraèdre  formé  par 
les  extrémités  de  ces  perpendiculaires  est  constant. 

En  particulier,  si  les  quatre  cercles  sont  orthogonaux  à  un 
cinquième  cercle,  les  extrémités  de  ces  perpendiculaires  sont  dans 
un. même  plan;  et  réciproquement. 

Théorème  III.  Les  puissances  d'un  point,  par  rapport  à  cinq 
cercles  quelconques  d'un  plan,  sont  liées  entre  elles  par  une  équa- 
tion homogène,  du  premier  degré,  dans  laquelle  la  somme  des 
coefficients  est  nxdle  (**). 

On  a,  en  particulier,  la  proposition  suivante  : 

Les  puissances  d'un  point  quelconque,  par  rapport  à  trois 
cercles  ayant  le  même  axe  radical,  sont  liées  entre  elles  par  une 
éqtuition  homogène,  du  premier  degré,  dans  laquelle  la  somme 
des  coefficients  est  nulle. 

Réciproquement  :  si  les  puissances  non  proportionnelles  de 
deux  points,  par  rapport  à  trois  cercles,  sont  liées  entre  elles  par 


(  '  )  Pour  la  détermination  de  ce  signe,  ainsi  que  pour  l'application  de  la 
règle  des  signes  aux  évaluations  des  aires,  voir  mes  Théorèmes  de  Géométrie 
tupérieure,  Moulins,  1874. 

Ç*)  Nouvellet  Annalei,  mai  1876,  p.  305. 
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une  éqtiation  de  cette  nature,  les  trois  cercles  ont  le  même  axe 
radical. 

Si  Ton  a»  par  exemple, 

on  en  déduit 

Pi         pi         P*  ' 
et,  lorsque  les  cercles  G|,  G^»  G3»  se  coupent  : 

sin  CjCj  _  sin  CjCj  _  sin  C,C, 
Pin  Pir,  fhU 

Cette  relation ,  dans  laquelle  C«  représente  le  cercle  ayant  pour 
centre  O0  et  pour  rayon  r,>  s*obtient  en  exprimant,  de  deux  ma- 
nières différentes,  Taire  des  triangles  ayant  pour  bases  les  dis- 
tances des  trois  centres,  et  pour  sommet  Tun  des  points  communs 
aux  trois  cercles. 

Lorsque  Ton  a 

P4ri  =  dbp,r,, 

le  cercle  G5  divise  l'angle  des  deux  premiers  en  deux  parties 
égales.  Steiner  a  appelé  cercles  de  commune  puissance,  directe  et 
inverse,  ces  deux  cercles  bissecteurs,  qui  ont  pour  centres  les 
centres  de  similitude  des  deux  cercles  donnés.  Cependant,  lorsque 
les  cercles  ne  se  coupent  pas ,  Steiner  remplace  le  cercle  bissec- 
teur, devenu  imaginaire,  par  un  cercle  réel,  de  même  centre,  en 
changeant  le  signe  du  carré  du  rayon  (*). 


(*)  Stbimbr,  Journal  de  Crelle^  t.  I,  p.  161. 
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§"• 

DE  L ANGLE  DE  DEUX  CERCLES. 

Lorsque  deux  cercles  se  coupent  en  un  point  A,  Tangle  inté- 
rieur du  triangle  OiAO),  égal  à  langle  des  tangentes  aux  deux 
cercles^  menées  par  le  point  A,  est  donné  par  la  formule 

cos  A  = 

2nr, 

Nous  déCnissons  Tangle  A  des  deux  cercles ,  en  les  supposant 
parcourus  dans  le  même  sens  de  circulation. 

Si  les  deux  cercles  ne  se  coupent  pas,  la  valeur  du  cosinus, 
toujours  réelle,  devient  supérieure  à  Tunité  en  valeur  absolue; 
l'arc  correspondant  prend  la  forme  A==al/— i,  a  étant  réel. 
On  sait,  par  le  développement,  toujours  convergent,  du  sinus  et 
du  cosinus,  que  les  formules  ordinaires  d'addition  et  de  multi- 
plication des  arcs  s'appliquent  encore,  lorsque  Ion  remplace  les 
arcs  réels  par  des  arcs  imaginaires.  Nous  conserverons  donc, 
dans  un  but  de  généralisation  et  d'abréviation ,  cette  mesure  de 
l'angle,  même  lorsque  les  cercles  ne  se  coupent  pas. 

Dans  l'étude  des  propriétés  des  cercles,  M.  Casey  (*)  a  intro- 
duit, au  lieu  de  cet  élément,  le  carré  de  la  tangente  commune 
aux  deux  cercles;  ce  carré  devient  négatif,  si  les  cercles  sont 
intérieurs  l'un  à  l'autre;  mais  nous  préférons  conserver  la  notion 
de  l'angle,  afin  de  constater,  d'une  façon  plus  complète,  lanalogic 
entre  les  propriétés  des  systèmes  de  cercles  et  celles  des  sys- 
tèmes de  droites.  On  a,  d'ailleurs,  pour  les  carrés  des  tangentes 
communes  Te  et  T,-,  soit  extérieure,  soit  intérieure  : 

A  A 

17  =  4rir,  sin'  --  >     TJ  =  —  4r|r,  ces*  -  • 


{*)  Salmon,  Sections  coniqties ,  p.  465  de  la  traduction  française. 
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§  m. 

SDR   LA   MÉTHODE   d'iNVERSION. 

Nous  énoncerons,  sur  la  méthode  de  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques ,  les  propriétés  suivantes,  qui  servent  de 
fondement  à  la  théorie  des  coordonnées  tricirculaires  et  des 
figures  anallagmatiques. 

I.  La  figure  formée  par  un  système  de  cercles  ayant  même 
axe  radical  se  transforme,  par  inversion,  en  une  figure  formée  de 
cercles  concentriques,  si  Ion  prend  pour  centre  d'inversion  Tun 
des  points  ou  cercles- limites  du  système  (*). 

Les  trajectoires  orthogonales  du  système  sont,  en  effet,  des 
cercles  passant  par  les  points-limites,  et  dont  les  transformées 
deviennent  des  droites  concourantes. 

Il  résulte  immédiatement,  de  ce  principe,  que  si  un  cercle 
mobile  coupe  deux  cercles  fixes,  sous  deux  angles  constants,  il 
coupe  aussi,  sous  des  angles  constants,  tous  les  cercles  qui  ont 
même  axe  radical,  et  enveloppe  deux  cercles  du  système. 

IL  La  figure  formée  par  un  système  de  deux  cercles  se  ti*ans- 
formc  en  cercles  égaux,  lorsque  Ion  prend,  pour  pôle  d'inver- 
sion, un  point  quelconque  de  Tun  des  cercles  bissecteurs. 

En  effet,  ce  cercle  devient  une  droite,  dans  la  transformation  ; 
et,  si  deux  cercles  coupent  leur  axe  radical  sous  le  même  angle, 
ces  cercles  sont  égaux. 

De  là  résulte  que  l'on  peut  transformer  un  système  de  trois 
cercles  en  cercles  égaux,  en  prenant  pour  pôle  de  transfor- 
mation l'un  des  deux  points  d'intersection  des  trois  cercles  bis- 
secteurs intérieurs.  Ces  deux  points  sont  réciproques  par  rap- 
port au  cercle  orthogonal  du  système  des  trois  cercles,  et  sont 


(  *  )^PoNCELBT,  Traité  des  propriétés  projectives,  I ,  n»  76. 
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les  points-limites  du  système  des  deux  cercles  inscrits.  On  a  un 
théorème  analogue  pour  les  cercles  ex-inscrits. 

III.  La  figure  formée  par  un  système  de  deux  cercles  ne 
change  pas,  si  Ton  prend,  pour  cercle  d'inversion  ^  un  cercle 
orthogonal  quelconque;  mais  chacun  de  ces  cercles  se  trans- 
forme dans  1  autre,  si  Ton  prend,  pour  cercle  d'inversion,  lun 
des  cercles  bissecteurs. 

Dans  ce  dernier  cas,  tout  cercle  qui  coupe,  sons  des  angles 
égaux,  les  deux  cercles  donnés,  ne  change  pas  dans  la  transforma- 
tion, et,  par  conséquent,  coupe  à  angle  droit  le  cercle  bissecteur 
correspondant.  Donc,  le  lieu  des  centres  des  cercles  qui  coupent, 
sous  un  même  angle,  trois  cercles  donnés,  est  Taxe  radical  des 
cercles  bissecteurs  (*). 

Si  Ton  prend ,  pour  'cercle  d'inversion  d'un  système  de  u^is 
cercles,  l'un  des  cercles  bissecteurs  de  deux  d'entre  eux,  C|  et  C,, 
les  quatre  cercles  tangents,  correspondant  à  ces  deux  cercles  et 
au  troisième  Gs,  ne  changent  pas  dans  la  transformation;  mais  il 
n'en  est  pas  de  même  de  C^,  qui  devient  \in  autre  cercle.  On 
démontre  donc,  d'une  façon  intuitive,  le  théorème  de  Feuerbacb, 
complété  par  le  docteur  Hart,  et  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Théorème.  Les  huit  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés  sonly 
qtuitre  par  quatre,  tangents  aux  six  cercles  obtenus  par  Finver" 
sion  de  Vun  des  trois  cercles  donnés,  si  l'on  prend  pour  cercle 
d'inversion,  l'un  des  cercles  bissecteurs  des  deux  autres  cercles 
donnés. 

Les  propriétés  précédentes  sont  soumises  à  la  règle  des  signes, 
et  s'appliquent,  dans  l'espace,  à  un  système  de  deux,  trois,  quatre 
sphères. 


(  *)  Voir  une  autre  application  du  principe  III;  iV.  C.  M.,  t.  Il,  p.  88. 
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§IV. 

DE  LA  DISTAJNGE  CIRCULAIRE  d'uN  POINT  A  UN  CERCLE. 

On  doit  observer  que  la  puissance  d'un  point,  par  rapport  à 
un  cercle  passant  par  un  point  fixe,  et  dont  Ic-rayon  croît  indé- 
finiment, augmente  elle-même  indéfiniment;  pour  ce  motif,  nous 
avons  remplacé  cette  notion  de  la  puissance  par  une  autre,  qui 
est  équivalente  :  le  rapport  de  cette  puissance  au  diamètre  du 
cercle  considéré.  Dans  le  cas  où  le  cercle  se  rapproche  indéfini- 
ment de  la  droite,  ce  rapport,  que  nous  appellerons  la  distance 
circulaire  du  point,  a  pour  limite  la  distance  du  point  à  la  droite. 
Cela  posé,  on  a  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  Le  lieu  des  points ^  dont  le  rapport,  k,  des  distances 
à  deux  cercles  est  constant,  est  un  cercle  passant  par  les  points 
d'intersection  des  cercles  donnés,  et  qui  divise  leur  angle  en  deux 
autres  dont  le  rapport  des  sinus  est  égal  à  k. 

Théorème  IL  Le  rapport  des  distances  d'un  point  à  deux  cercles 
ne  change  pas,  dans  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques. 

La  position  d'un  point,  dans  le  plan  de  deux  cercles,  étant 
déterminée  par  ses  distances  x  et  y  aux  deux  cercles;  on  peut 
étudier  commodément,  avec  ce  système  de  coordonnées  feicir- 
culaires,  les  propriétés  des  cubiques  circulaires  et  des  quartiques 
bicirculaires,  possédant  un  axe  de  symétrie,  comme  la  strophoïde, 
les  ovales  de  Descartes  et  de  Cassini.  On  obtient  ainsi  des  for- 
mules entièrement  analogues  à  celles  que  Ion  connaît  dans  le 
système  des  coordonnées  cartésiennes. 

§v. 

DU   SYSTÈME   DES  COORDONNÉES   TRICIRCULAIRES. 

Considérons  un  cercle  fixe,  ayant  0  pour  centre,  et  R  pour 
rayon,  que  nous  appellerons  cercle  radical;  désignons  par  x,  y,  z, 
les  distances  ou  coordonnées  circulaires  d'un  point  du  plan,  par 
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rapport  à  trois  cercles  X,  Y,  Z,  coupant  orthogonalemenl  le  cercle 
radical.  L'équation  d'un  cercle  quelconque»  coupant  orlhogonale- 
ment  le  cercle  0,  peut  s  écrire  sous  la  forme  linéaire  et  homogène: 

te  -+-  my  -4-  nz  =  0. 

Nous  désignerons,  sous  le  nom  de  cycle,  tout  cercle  coupant 
orthogonalement  le  cercle  radical ,  en  réservant  la  dénomination 
ordinaire  pour  un  cercle  quelconque  du  plan  ;  et,  sous  le  nom 
de  tricycle  de  référence,  Tensemble  des  trois  cycles  X,  Y,  Z. 

I/équation  d'un  cercle  quelconque  est 

te  •♦-  my  -♦-  nz  -4-  p  =  0, 

puisque  ce  cercle  est  toujours  concentrique  à  un  cycle;  cepen- 
dant, nous  ne  nous  servirons  point  de  cette  équation,  à  cause  de 
son  défaut  d'homogénéité  :  nous  ne  considérerons  donc  que  des 
équations  homogènes. 

Ainsi,  dans  la  plupart  des  cas,  nous  pourrons  remplacer  les 
coordonnées  d'un  point  par  des  quantités  proportionnelles  :  on 
construira  le  point  dont  les  coordonnées  sont  proportionnelles  à 
^i>  î/iî  ^i*  P^^  l'intersection  des  cycles  représentés  par 

aPi  ~  yi      «I 

Les  trois  coordonnées  d'un  point  ne  sont  pas  arbitraires  :  elles 
sont  soumises  à  une  relation  fondamentale,  dont  il  sera  parlé 
plus  loin.  Nous  devons  faire  observer  que,  si  l'on  connaît  seule- 
ment les  coordonnées  proportionnelles  d'un  point,  la  position  de 
ce  point  n'est  pas  nettement  définie  :  en  effet,  les  coordonnéies 
de  deux  points  réciproques,  par  rapport  au  cercle  radical ,  sont 
respectivement  proportionnelles.  Il  est  vrai  que,  le  plus  souvent, 
nous  limiterons  l'étendue  du  plan,  soit  à  la  région  intérieure, 
soit  à  la  région  extérieure  du  cercle  radical.  Ce  cercle  joue,  dans 
cette  théorie,  le  rôle  de  la  droite  de  l'infini  dans  la  théorie  linéaire 
du  plan.  (La  suite  prochainement.) 
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DÉMONSTRATION  DE  LA  LOI  DE  RÉCIPROCITÉ  DES  RÉSIDUS 
QUADRATIQUES; 

par  M.  P.  Man$ion,  professeur  à  l'Université  de  Gand. 


I 

LEMME  DE  GAUSS  (*). 

1.  Théorème  préliminaire.  Une  expression  de  la  forme 

où  A| ,  Ajy  ...y  Ah  sont  des  nombres  entiers,  et  dans  laquelle  h  est 
inférieur  à  un  nombre  premier  N,  ne  peut  devenir  égale  à  un 
multiple  de  N,  pour  plus  de  h  valeurs  de  x  inférieures  à  N. 

Supposons  le  théorème  vrai  pour  une  expression  de  degré 
moindre  d*une  unité.  Soit  x^  une  valeur  de  x,  inférieure  à  N, 
qui  transforme  x*  -h  etc.  en  une  multiple  de  N.  Posons 

x*-+-  Aioc*-*  -♦-  etc.  ==  (x  —  x,)  (x*-*  +  OjX*"*  h h  a».,)  -♦-  R, 

ai,  a^f ...,  a^-i 9  R  étant  des  nombres  entiers,  faciles  à  trouver 
en  divisant,  par  x — X|,  l'expression  donnée. 

Faisons^  dans  Tégalité  précédente,  x=X|.  L'expression  x*-f-  etc. 
devient,  par  hypothèse,  égale  à  un  multiple  MN  de  N;  ensuite 
(x— Xj)  (x*-«  +  etc.)  H-  R,  se  réduit  à  R.  Donc  R  =  MN,  et 

X*  -♦-  AjX*"*  -♦-  etc.  =  (x — X,)  (x*"*  -f-  etc.)  -♦-  MN. 

Pour  que  l'expression  donnée  soit  un  multiple  de  N,  il  faut 


{*)  Nous  conservons  le  nom  sous  lequel  est  connue  celte  proposition  ; 
mais  elle  devrait  s'appeler  Théorème  de  Gatui, 
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que  Tun  des  facteurs  x — acj,  ac*— *  -f-  etc.  soit  un  multiple  deN. 
Le  second  facteur  est  un  multiple  de  N,  au  plus  pour  (A  —  1) 
valeurs  de  x,  inférieures  à  N;  x — X|  n'est  divisible  par  N  que 
pour  a;=X4,  si  ac  est  <  N.  Donc,  enfin,  oc* -h  etc.  ne  peut  être 
un  multiple  de  N  pour  plus  de  h  valeurs  de  ac,  inférieures  à  N. 
D'après  cette  démonstration^  le  théorème  étant  vrai  pour  l'ex- 
pression x  +  A,  il  est  vrai  aussi  pour 

x'-*-  A,x  -♦-  Al, 
X*  -t-  A|X'  -t-  AjX  -f-  As, 

et  ainsi  de  suite,  indéfiniment. 

51.  Lemme  de  Gauss.  Si  q  est  un  nombre  premier  avec  le  nombre 
premier  impair  p,  les  restes  (positifs  ou  négatifs)  les  plus  petits 
en  valeur  absolue,  des  produits 


9.29,3?, ,|(p— 4)ç,     .     .     . 

•    .    (0 

quand  on  les  divise  par  p,  sont  les  nombres 

±<,±2,±3 ,±i{p-<)(*);   . 

et  l'on  aura 

.    .    (2) 

9*  -(-l)'=Mp, 

i  étant  le  nombre  des  restes  négatifs  dans  la  suite  (2),  et  Mp  dé- 
signant un  multiple  de  p. 

Soient 

t  a 

Les  restes  r  sont  tous  différents  :  si  l'on  avait,  à  la  fois, 

aq  =  M'p  =t:  r,    bq  =  M"p  ±  r, 
a  et  6  étant  deux  nombres  inférieurs  à  |p,  on  aurait 

(a±6)^  =  (M'=bM")p; 

(  *  )  Une  quantité  négative  est-elle  un  nombre?  (E.  G.) 
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ce  qui  est  impossible,  car  q  est  premier  à  p,  et  a  ±  6  est  infé- 
rieur à  p. 
En  multipliant  entre  elles  toutes  les  relations  (3)  (*),  et  posant 

-  P  =  i.2.3 k{p  —  i)  =  r,r^r, r,_^, 

s 

on  trouve  p-i 

Pg  *  ={—'!)'?  H- Mpj 

d'où,  en  divisant  par  P,  nombre  premier  à  p  : 

ce  qui  est  le  Lemme  de  Gauss. 

S.  Théorème  de  Fermât.  Élevons  la  dernière  égalité  au  carré. 
Il  viendra 

qr"-*  =  i  -t-  ;/IL  p. 
La  relation 

a;""*— 4=jrLp (4) 

est  donc  vérifiée  par  tout  nombre  entier  g,  premier  avec  p;  ce 
qui  est  le  Théorème  de  Fermât.  En  particulier,  les  nombres 

^,2,3, ,p-i, 

inférieurs  et  premiers  a  p',  satisfont  à  cette  relation. 

Corollaire.  La  relation  (4)  peut  s'écrire 

Les  nombres  1, 2,  3, ...,  (p —  1)  rendent  l'un  ou  l'autre  des  deux 


(  *  )  Il  nous  parait  indabitable  que  Poinsot  a  déduit  la  soi-disant  nouvelle 
démonstration  du  Théorème  de  Fermât  (Réflexions  mr  les  principes  fonda- 
mentaux  de  la  théorie  des  nombres,  ch.  Il ,  n'»  i)  du  procédé  employé  par 
Gauss  pour  prouver  son  Lemme.  Ce  procédé  est  reproduit  dans  la  ^'  édi- 
tion de  VEssai  sur  la  théorie  des  nombres,  de  Legendre  (1V«  partie,  §  VII, 
p.  386),  publiée  en  1808,  et  il  devait  être  connu  de  Poinsot.      (P.  M.) 

On  peut  consulter  également  une  Note  sur  les  fractions  décimales  périodi- 
ques, publiée  dans  les  Nouvelles  Annales,  !«'  vol.  (1843).  (£.  G.) 
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focteurs  du  premier  membre ,  multiple  de  p,  mais  on  ne  peut 
avoir  y  è  la  fois  : 

x"^— ^  =  jrop, (5) 

X  «  -^i  =  JJLp; (6) 


car  on  en  déduirait 


2  =  JR/p; 


ctp  est  impair.  Donc  les  relations  (5),  (6),  qui  ont  ensemble 
(p — 1)  solutions  inférieures  à  N,  savoir  1,  2,  3, ...,  {p — 1),  et 
dont  chacune  ne  peut  (n**  1)  en  avoir  plus  de  { (p  —  1),  en  ont 
chacune  ^(p  —  1). 

II 

CRITERIUM  D'EULER.. 

1.  Définition.  Soit  r  un  nombre  premier  avec  le  nombre  p; 
r  sera  résidu  quadratique ,  ou,  simplement,  résidu  de  p,  si  Ion 
peut  déterminer  un  nombre  x,  tel  que 

x'  =  r-^Mp, (1) 

Mp  désignant  un  multiple  quelconque  de  p.  Dans  le  cas  contraire, 
r  est  dit  nonrresidu  quadratique  ou  non-résidu  de  p. 

Il  est  évident  que  si  r  est  résidu  ou  non -résidu  de  p,  il  en  est 
de  même  pour 

r  -^  p^    r  -f-  2p,    r  -♦-  3p,    r  -h  4p, , 

r  —  p,    r  -  2p,    r  —  op,    r  —  4p, , 

11  suffit  donc  de  chercher  les  résidus  et  les  non-résidus  de  p,  qui 
sont  positifs  et  inférieurs  à  p. 

t.^TuÉORÉME  PRÉLIMINAIRE.  Si  f  est  un  nombre  premier  impair, 
les  restes  de  la  division  de  1*,  2*,  3^  ...,  (^y^)  j  P«r  p,  donnai 
1^  résidus  de  p,  inférieurs  àf;  et  il  n'y  en  a  pas  davantage.  Les 
non-résidus,  inférieurs  à  p,  sont  les  (^-f-)  autres  nombres  plus 
petits  que  p. 
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D'après  Téquation  (1),  on  trouvera  lous  les  résidus  de  p,  infé- 
rieurs à  py  en  élevant  au  carré  la  suite  des  nombres  naturels,  et 
en  cherchant  les  restes  r  de  la  division,  par  p,  de  ces  carrés. 

I.  Les  restes  de  la  division  des  carrés  1*,  2% ..,,  (^^Y,  parp, 
sont  tous  différents.  Soit,  en  effet,  s'il  est  possible,    . 

x*  =  r-f-Mp,    y'  =  r-f-Np. 
On  déduit,  de  là  : 

y«^x"  =  (y-x)(y-*.x)  =  (N-M)p, 

relation  absurde,  puisque  y  —  x,  y  -h  x  sont  inférieurs  à  p  et  ne 
peuvent,  par  conséquent,  être  divisibles  par  p. 
IL  Si  x*  =  r-+-Mp,  on  a 

(p  —  rr)*  ==  x*  —  2px  -+-  p'  =  r  -t-  Mp  —  2px  -h  p\ 

Donc  le  carré  de  x,  et  celui  de  p  -^  x,  donnent  le  même  résidu  r. 
Par  conséquent 

(p_l).,  (p_2)«,...,(P±i)* 
ne  donnent  pas  d'autres  résidus  de  p  que 

Ainsi ,  en  faisant  x  =?  12, 1 1, 10, 9, 8, 7,  on  trouve  les  résidus 

1,4,9,3,12,10, 

de  15,  comme  en  supposant  x  =  1, 2, 3, 4,  5, 6. 
IIL  Soit  X*  =  r  +  Mp.  On  aura 

(x  -I-  mpY  =  x*  -+-  2pmx  -4-  m'p'  =  r  -t-  Mp  -f-  2pmx  -4-  m*p\ 

Le  carré  de  x,  et  celui  de  (x  •+■  fnp)y  donnent  donc  les  mêmes 
résidus.  Les  carrés  des.  nombres  supérieurs  à  p  ne  donnent  donc 
pas  de  nouveaux  résidus  dep,  inférieurs  à  p. 
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IV.  En  résumé  y  des  nombres 

1,2,5,...,(p-l), 

inférieurs  à  ;?,  il  y  en  a  ^^  qui  sont  des  résidus  de  />,  ^^  qui 
sont  des  non-résidus. 

S.  Gritbriom  d^Euler.  Un  nombre  r  est  résidu  ou  non- résidu 
de  f,  nombre  premier  impair,  selon  qu'il  satisfait  à  l'une  ou 
à  Vautre  des  relations 

Soit  r  un  résidu  de  p,  de  sorte  que 

flc'  =  r  -*-  Mp. 

Élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  ^^^  on  trouve 

a-p-l  ^  ^  «  ^  Np. 
Mais,  d'après  le  théorème  de  Fermât  : 

x'-*=.l  H- Pp. 
Donc,  tout  résidu  r^  de  p,  satisfait  à  la  relation 


r"^— i=(P-N)p (A) 


Des  nombres  1,  2, 3, ,  (p  —  1),  £-j^  satisfont,  comme  on  la 

vu  plus  haut,  à  la  relation  (A),  et^~,  à  la  relation 


r  '  -♦-  i  =  »p (B) 

Nous  venons  de  voir  que  les  solutions  de  (A)  sont  les  résidus 
dep,  et,  en  particulier,  ceux  qui  sont  inférieurs  à  p;  donc  les 
solutions  de  (B)  sont  les  non-résidus  de  p,  inférieurs  à  p,  et  ces 
non-résidus  augmentas  de  multiples  quelconques  de  p. 
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Ainsi,  le  résidu  4  et  le  non-résidu  6,  du  nombre  13,  donnent 
les  identités 

4«— i  =(64  — 1)(64^4)  =  63  x  5  X  13. 
5«+4=(26  — 1)(26  — 1)(26  — 4)4-i=JÎLl3. 

4.  Corollaires.  I.  Si  ^^  est  pair,  on  déduit  de 


et  de 

la  relation 


r  *  ±  1  =  mpy 


Donc  r  et  (p — r)  sont  en  même  temps  résidus  ou  non-résidus. 
Ainsi,  aux  résidus  1,  3,  4,  de  13,  correspondent  les  résidus 

13  —  1  =  12,  13  —  3  =  10,  13—4=9. 

II.  Au  contraire,  si  ^^  est  impair,  r  et  p  —  r  sont  toujours, 
Tun  résidu,  l'autre  non-résidu.  Ainsi,  aux  résidus  1,  3, 4,  5,  9, 
de  11,  correspondent  les  non-résidus  10, 8, 7, 6, 2,  qui  sont  les 
compléments  des  résidus  de  11. 

(La  suite  prochainement.) 
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SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DE  LA  FONCTION  e^'; 

par  M.  J.-W.-L.  Glaisher,  prpfessear  au  «  Trinity  Collège  >  (Cambridge). 


La  fonction  eV^*  jouit  de  la  propriété  curieuse  que  sa  dérivée 
(n  +  1)**^  est  égale  à  son  intégrale  n"^,  à  une  puissance  près 
de  ix. 

Considérons  l'intégrale  bien  connue 


j/tt   e 


/"•---ç 


-îVirti 


|/a 


En  différentiant  n  fois  par  rapport  à  a,  puis  intégranl  n  fois  par 
rapport  à  6,  n^us  trouvons  : 


y>.-"-i..ç(_i) 


2    \   /        /l/a 


|/û 
Nous  avons,  en  conséquence, 

ce  qui  donne 

résultat  qu'il  est  très-facile  de  vérifier  dans  des  cas  particuliers. 
Par  exemple,  posons  n=2  : 
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En  multipliant  par  — 016-1,  on  obtient  : 


\a      2  aï      4  oV 


quantité  dont  la  seconde  dérivée,  par  rapport  à  6,  est  égale  à  la 
fonétion  primitive,  e-^^^i'^K 

Mais  Ton  a  identiquement,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

«•■(^)"9(afr)  =  6"(^)',>(«6); 

de  sorte  que,  en  appliquant  cette  formule  à  la  relation  (1),  on 
trouve  : 

Posant  ensuite  a=  1,  et  écrivant  x  au  lieu  de  6,  on  a 

OU 

On  peut  remplacer  |/a  par  —  |/a,  ce  qui  conduit  à  Tégalité 

(é)"'"*(i)"*'-'— ■'■> 

puis  à  celle-ci  : 

laquelle  exprime  la  propriété  énoncée  au  commencement  de 
cette  Note. 

II.  16 
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Par  exemple,  si  n=2  : 

ou  bien  y  après  la  multiplication  par  52x1 , 

fonction  dont  la  seconde  dérivée  est  e^^. 

Si  Ton  remplace  maintenant  a  par  — a,  et  que  Ton  égale  les 
parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  on  obtient 

U""'y      «°2|/x  =  (-)»cos2|/x. 

fd\"         /dY'*'* 

\TI  *""*"■  \T I      ^^®  2  v/x  =  (—)"'*•*  sin  2  l/x. 

On  sait  que 

frf\>._    a"    r,  ,   n(n-<)    i 
Vda;/  2"xî"L  2         axi 

.  (n  +  l)n(n-<)(n-2)    4  l 

H — ; r-  -<-  etc.   I 

2.4  a*x  J 

Par  remploi  de  cette  relation,  il  doit  être  facile  de  démontrer, 
d'une  manière  élémentaire,  les  formules  données  ci-dessus. 
La  solution  de  la  célèbre  équation  différentielle 

(Ptt  n(n-i-i) 

rfx«  a?  ^  '' 

peut  s^exprimer  sous  la  forme 

/i    rf\"+*  • 
tt  =  x»+M-  —       (Cie«  -4-  Ce--') . 
\x  dx/ 


(')  Voir,  par  exemple,  un  Mémoire  de  M.  Lioayille  (Journal  de  Mathé- 
tnatiquef,  t.  VI,  p.  45). 
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De  là  résulte  que 

où  il  faut  remplacer  Ç  par  x<  après  les  différentiations.  C'est,  en 
effet,  cette  formule  qui  m'a  engagé  à  considérer  l'expression 

H  y  a  encore  une  autre  transformation  de  cette  expression, 
que  Ion  peut  déduire  de  Tidentité 

,H..  /_i_  ±y  £(^)  _  L.+.  i\"_?M_ . 

\«*-«  da:/     X'        \        dxl  a;'+(— ')» 
En  effet,  en  posant  a  =  1,  6=^2,  nous  avons 

\x  dxl      X  \     dxl  ijf^"^  * 

et,  en  prenant  9  (x)  =  e*: 

\x  dxl  \    dxl  a:»-* 

relation  qui  devient,  en  substituant  |/x  à  x  : 

\dxl  2  \     dxj  x— ï 

Londres,  le  14  juillet  1876. 
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SUR  UM  PRODUIT  DE  SIHUS. 


L'année  dernière,  au  Congrès  de  Nantes  (*),  M.  Laîsani  (**) 
a  communiqué  la  formule  : 

31/ÏÔ 
sin  i" .  sin  2* .  sin  3* ...  sin  90*  =  -- — --  «...    (A) 

2.4**  ^  ' 

D'un  aulre  côté,  M.  Brocard  ayant  trouvé  récemment,  dans 
les  Archives  de  Grunert,  la  question  suivante  : 

Démontrer  la  formule 

2m  =  2'"'-*    sm sin----  sm- sm  ^ '—\i    (B) 

L      2m         2m         2m  2m     J      ^  ' 

nous  croyons  pouvoir  consacrer  quelques  lignes  à  cette  rela- 
tion (B),  dont  (A)  est  un  cas  particulier. 

I.  La  formule  (B)  est  loin  d'être  nouvelle  :  on  la  trouve  dans 
le  Traité  des  fonctions  elliptiques  {***) ,  de  Legendre;  l'illustre 
auteur  la  conclut  d'une  relation  plus  générale,  due  à  Euler  (****). 
Voici  comment  on  peut  la  démontrer  : 


(*)  Séance  du  21  août  187». 

(**)  Notre  jeune  et  honorable  camarade,  aujourd'hui  Député  de  la  Loire- 
Inférieure,  n'a  plus  guère  de  temps  à  consacrer  aux  Mathématiques.  Néan- 
moins, nous  pouvons  encore  le  compter  parmi  les  Collaborateurs  de  la 
Nouvelle  Correspondance. 

(*")  Tome  H,  p.  445. 

(*'**)  Introduction  à  l* Analyse,  tome  I,  p.  195. 
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La  théorie  des  équations  binômes  donne  Tidentité 

x*-- »+  x**-*-*- ...  -*-  x«-t-  i  = 
la^—^xcos — h  il  f  x'— 2xcos hl  J ...  (x*— 2x  cos^~"       -+-1  ) . 

Pour  x=l ,  celle-ci  se  réduit  à 

m  =  2*— Msin- — sin  — - sin^ —\i 

L      2w         2m  2m      J' 

ce  qui  est  la  relation  (B). 

II.  On  sait  que,  n  étant  un  nombre  pair,  la  fonction  tg  ^  x  est 
décomposable  de  la  manière  suivante  : 

.    ^  .      îT     .     3t  .     27r  —  X    ,     27r  -*-  X 

.  sm  -  sin  --  sm  —  sm sm 

,    ^                n               4w       47r                     2n               2n 
'«ïï^= 

Sin—    sm— - — sm—- —  sm— sin  — 

27r  2n  2n  4n       4n 

.    (2»— 5)    .    (2n— IJTT 

sm — ; ^  sm-^^ ^ 

4n  4n 


sm' sm^ ^ 

2n  2n 

Si,  après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  sin  ^,  on  suppose 
x=0,  on  trouve 

sm^-sm—     sm*-—  sm ^sm^ — 

ni  kn      Jin  2n  4n  4n 


sm—      sm*—-     sm-— smr-  sm"-^ — 

2/t  2n  4n      4n  2n 
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puis,  après  quelques  réductions. 


sin  -  sm  —  sin  — 
n         n         n 


.  il-') 

sm 


sio  T—  •  Sin  --  sin  — 
2n'        2n       2n 


sm 


(n>-4)?r 
2n 


(C) 


Cette  formule,  que  nous  avons  proposée,  autrefois,  dans  les 
Nouvelles  Annales  (*),  ne  diffère  pas,  au  fond,  de  la  relation  (B). 
C'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer.  E.  C. 


SUR  UN  THÉORÈME  DE  DIOPHANTE. 


Sous  le  nom  de  Porisme,  Diophante  a  cité  la  proposition  sui- 
vante, énoncée  par  M.  Chasles  dans  son  ouvrage  sur  les  Porismes 
d'EucIide(p.49)  : 

Question  V.  Étant  donnés  deux  nombres  carrés  consécutifs, 
on  peut  trouver  un  troisième  nombre,  égal  au  double  de  la  somme 
des  deux  premiers,  plus  2,  tel,  que  le  produit  de  deux  de  ces 
nombres,  augmenté,  soit  de  la  somme  des  deux  mêmes,  soit  du 
troisième  nombre,  fasse  un  carré. 

Soient  donc 

X  =  x»,        Y  =  (x  +  i  )*  =  x«  -^  2x  -f-  < , 

les  deux  nombres  donnés.  Le  troisième,  Z,  sera  exprimé  par 

Z  =  2X  -*-  2Y  4-  2  =  4x*  -+-  4x  -^  4. 

(  *  )  Elle  a  cté  démontrée,  en  1866,  par  M.  Busco. 
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Or,  le  porisme  de  Diophante  revient  à  dire  que  les  six  quantités  : 
XY  +  X^-Y,    XZ-4-X-t-Z,    YZn-Y-f-Z, 
'xy-hz,  XZh-Y,  YZ  +  X, 

sont  aussi  des  earrés. 

En  effet,  la  réduction  de  ces  expressions  conduit,  respective- 
ment, aux  polynômes  suivants  : 

(a^H-x^l)»,    (2x* -Hx -*- 2)%    (2a;"  H- 3x -*- 3)S 
(x*  -*-  X  -*-  2)»,    (2x"  -f-  X  -H  i)%    (2x*  4-  3x  4-  2)*. 

lesquels,  pris  deux  à  deux,  représentent  les  carrés  de  deux  nom- 
bres entiers  consécutifs. 

APPLiGATioifs  NUMÉRIQUES.  X =2  dounc,  respectivement  : 

49  =  7^     144  =  42»,    289  =  17", 
64  =  8»,     121  =  11»,    236  =  16*. 

x=Z  donne,  respectivement  aussi  : 

i69  =  13»,    529  =  23»,     900  =  30», 
196  =  14»,    484  =  22»,    841  =  29». 

H.  B. 


CORRESPONDANCE. 


M.  Guillet,  Maitre  répétiteur  au  Lycée  de  Moulins,  nous  écrit 
que.la  construction  de  Thyperbole,  indiquée  dans  la  livraison  de 
mai,  est  loin  d'être  nouvelle  :  il  n'y  a  là  rien  détonnant  (*4).  — 


')  Voir  la  première  note,  p.  143. 
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Le  même  Correspondant  nous  communique  une  solution  de  la 
Question  107. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Brocard.  —  «  M.  Pérez  vous 

remercie  de  la  citation  de  sa  brochure.  Des  recherches  ultérieures 
m'ont  démontré  que  sa  méthode  est  indiquée,  mot  pour  mot,  par 
M.  Vinot,  dans  ses  Récréations  mathématiques  (1860).  Elle  la 
été  aussi  par  La  Loubère.  Elle  n'est  donc  pas  nouvelle...  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  3d. 


Trouver,  sur  les  côtés  AB,  AC,  d'un  triangle  donné  AB(],  deux 
points  JDf  E,  tels  que  l'on  ait 


BD 
m 

CE 
P 

DE 

=  — —  • 

9 

BF 

parallèle 

à  DE 

CE 
P  ~ 

,  EF 

EF 
m 

parallèle 
BF 

=  — —    . 

9 

àBD; 

nous  aurons 

Ces  relations  suffisent  pour  construire  un  quadrilatère  CE'F'B', 
homolhétique  à  CEFB  :  prenons,  sur  CA,  une  longueur  CE'=p; 
menons  E'F',  parallèle  à  AB  et  égal  à  m;  enfin,  du  point  F', 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  q,  décrivons  un  arc  de  cercle 
qui  coupe  CB  en  B'.  Ce  quadrilatère  étant  construit,  une  paral- 
lèle à  B'F',  menée  par  B,  coupera  CF'  au  point  F,  etc. 

J.  Neuberg. 
Autre  solution  par  M.  Van  Aubel. 
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Question  33. 


Étant  donnés  un  angle  XOY  et  deux  points  A,  B,  mener  par  A 
une  sécante  telle,  que  les  points  G,  D,  où  elle  rencontre  les  côtés 
de  l'angle,  et  le  point  B,  soient  les  sommets  d'un  triangle  équiva^ 
lent  à  un  carré  donné  k*. 

Menons  CC,  DD'  perpendiculaires  à  AB;  CE  parallèle  à  AB 
et  rencontrant  DD'  en  E;  nous  aurons 

DE  =  DD'-4-CC'  =  — . 
ÂB 

Par  conséquent,  si  Ton  prend,  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
de  0  sur  AB,  une  longueur  OF  égale  à  j^,  et  qu'on  tire  FZ 
parallèle  à  OY,  cette  droite  contiendra  le  point  E. 

Supposons,  maintenant,  que  la  sécante  tourne  autour  de  A,  et 
que,  par  les  points  y,  $,  où  elle  rencontre  OX,  OY,  on  mène  yz 
parallèle  à  AB,  et  de  perpendiculaire  à  AB.  Les  droites  yt,  $e 
détermineront,  sur  FZ,  deux  divisions  homographiques ,  dont 
il  suffira  de  chercher  les  points  doubles,  pour  avoir  le  point  E, 
et,  par  suite,  la  sécante  cherchée  CD. 

Autrement.  Le  point  e,  intersection  des  rayons  homologues 
de  deux  faisceaux  de  parallèles  homographiques,  engendre  une 
hyperbole  équilatère.  Si  Ton  mène  A<î',  Ay'  parallèles  aux  côtés 
de  Tangle  XOY,  S'M  perpendiculaire  à  AB,  et  y'M  parallèle  à  AB, 
les  droites  M^',  M/  seront  les  asymptotes  de  la  courbe.  Par  con- 
séquent, le  point  E  pourra  se  déterminer  par  Tintcrsection  d'une 
droite  FZ  et  d'une  hyperbole  équilatère,  dont  on  connaît  les 
asymptotes  M5',  M/  et  un  point  e.  (Voir  N.  C.  M.,  t.  Il,  p.  105.) 

Remarques. —  L  Voici  deux  cas  particuliers,  dans  lesquels  le 
problème  admet  une  solution  plus  simple  : 

1**  Si  AB  est  parallèle  à  OX,  la  distance  CC  est  connue,  et 
l'on  peut  facilement  déterminer  DD'. 

2®  Si  les  points  A,  B,  0  sont  en  ligne  droite,  le  problème 
revient  à  mener,  par  A,  une  sécante  qui  retranche,  de  l'angle 
XOY,  un  triangle  OCD,  dont  l'aire  égale  ^^  • 
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IL.  Pour  résoudre  le  problème  par  le  ealeul  :  soit  N  le  point 
d'intersection  de  OX  et  AB;  posons 

On  trouve  facilement  les  équations  : 

'^       ABsinXOY       x      y  J.  Neubebg. 

Autre  solution  par  M.  Van  Aubel. 


Question  38. 


Soient  :  R,  R',  les  rayons  de  deux  circonférences  0, 0';  AB,  la 
corde  commune;  a  l'angle  OAO';  D  la  distance  du  point  A  à  l'une 
des  tangentes  communes.  Démontrer  la  formule 

2RR'  sîn*^ 

D ? -. 

R^-R'dz2l/RFcos^ 
2 

Soient  AE==D  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  la  tan- 
gente commune,  la  plus  voisine  de  A;  a>,  o'  les  projections  de 
0, 0'  sur  AE;  x,  x'  les  angles  «AO,  «'AO'.  Les  triangles  recun- 
gles  «AO,  «'AO'  donnent 

A«  =  R  —  D  =  R  ces  x,    A«'  =  R'  —  D  =  R'cos  x'  ; 

d'où 

X       D  x'        D 

sin*- =— —>     sin'  — =— - (1) 

2       2R  2       2R'  ^  ' 

En  outre,  de  la  relation 

X       x'       a 

on  tire 

a  X  x'  X        x'         a, 

sin*-  =  sin*  -  -♦-  sin* h  2  sin-  sîn  — ■  ces  -  •  •     •     (2) 

2  2  2  2        2        2  ^  ' 

Éliminons  x  et  x'  entre  les  équations  (1)  et  (2),  etc. 

J.  Neuberg. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

(i3«  numéro.) 

Sous  ce  titre  :  Rivista  di  Giomali,  M.  G.  Bellavitis  publie 
depuis  plusieurs  années,  à  intervalles  irréguliers^  un  intéressant 
recueil  scientifique  et,  surtout,  mathématique.  Ce  n*est  pas  une 
simple  Revue,  comme  le  titre  pourrait  le  faire  supposer.  L^  Rivista 
renferme  un  grand  nombre  d  articles  originaux,  dont  quelques- 
uns  d'une  réelle  importance.  La  méthode  des  équipollences,  dont 
M.  Bellavitis  est  Tinventeur,  tient  une  large  place  dans  celte  pu- 
blication. Cependant,  cet  esprit  si  distingué,  si  remarquable,  ne 
s'est  pas  spécialisé  à  Tétroit  dans  une  sorte  de  système  :  loin  de 
là,  il  a  touché,  au  contraire,  pour  ainsi  dire,  à  Tuniversalité  des 
connaissances  scientifiques. 

M.  Bellavitis,  en  terminant  son  douzième  numéro,  a  donné  un 
aperçu  de  Tœuvre  de  toute  sa  vie,  une  énumération  de  tout  ce 
qu'il  a  publié.  On  pouvait  donc  craindre  une  suspension  indéfinie 
de  la  Rivista^  mais,  heureusement,  le  savant  professeur  de 
Padoue  s'est  ravisé,  et  il  a  déjà  publié  deux  fascicules  du  trei- 
zième numéro. 

Nous  croyons  être  agréable  aux  lecteurs  de  la  Nouvelle  Corres- 
pondance Mathématique  en  leur  donnant,  non  pas  une  analyse, 
mais  un  simple  sommaire  des  matières  que  ces  fascicules  ren- 
ferment. 

i"  FASCICULE.  —  JANVIER  1876. 

Alcékre. 

Bellavitis.  Résolution  mécanique  des  équations.  (6  planches.) 

—  Usage  des  différences  contenues  dans  les  tables.  (3  pi.) 

Vacdettb.  (NouveUet  Ann.)  Remarques  sur  les  permutations  reclilignes  de 
29  letU-es.  (3  pi.) 
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Malstx.  (Nouvellet  Annalet.)  Déterminer  les  facteurs,  à  coefficients  entiers, 

d'un  polynôme.  (5  pi.) 
MoRBAU.  (Nouv.  Ann,)  Note  sur  deux  suites  finies. 

Realis.  {Nouv.  Ann,)  Note  sur  une  intégrale. 

Satno.  {Comptes  rendus  de  l'Institut  Lombard.)  Sur  une  question  de  Statique 
graphique.  (3  pi.) 

Clé*métvle  plaa*. 

Laisant.  Sur  les  courbes  podaires.  (3  pi.) 

—  Conditions  pour  qu'un  point  soit  situé  à  Pintérieur  d'un  triangle. 

—  Quelques  conséquences  géométriques  d'une  identité  algébrique. 

(1  pi.) 

NiKWBNOLOwsKi.  {Nouv.  Ànn.)  Note  sur  un  théorème  de  Géométrie  élé- 
mentaire. (1  pi.) 
DosTOR.  {Nouv.  Ànn,)  Expression  de  Taire  d'un  quadrilatère.  (2  pi.) 
Zarradnir.  Sur  les  courbes  cissoïdales.  (13  pi.) 
Bellayitis.  Sur  les  courbes  du  troisième  ordre.  (5  pi.) 

—  Changement  du  triangle  coordonné,  et  composition  des  forces. 

(5  pi.) 

Oéométrto  de  l'e«pae«« 

Bellavitis.  Composition  des  forces  dans  l'espace.  (5  pi.) 

Calories*. 

RossETTi.  {Actes  de  l'Ifistilut  Vénitien.)  Considérations  générales  sur  la 
chaleur.  (8  pi.) 
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^  FASCICULE.  —  FÉVRIER  1876. 

DE  ViKiiu  et  MoRBAU.  {Nouf),  Jnn,)  Sur  deux  formules  de  sommation.  (1  pi.) 
Laurent.  (Nouv.  Ann.)  Sur  un  développement  en  série.  (3  pi.) 
B£LLAViTis.  Sur  le  supplément  logarithmique,  de  Leonelli. 

Bbllayitis.  Considérations  sur  la  Géométrie  descriptive  en  général ,  à  Foc- 

casion  d*un  article  sur  la  Géométrie  descriptive  de  M.  Fiedier. 

(18  pi.) 
LaudiVitalb.  Sur  un  plari  donné,  trouver  les  directions  des  droites  dont 

Tangle  se  projette  sur  les  deux  plans  coordonnés,  suivant  des 

angles  égaux  à  Tangle  donné  a,  (2  pi.) 

MissiRiNi.  Division  d'une  droite,  ou  d*un  arc  de  cercle,  en  parties  égales. 
(3  pi.) 


LiGuiNB.  (Nouv.  jénn.)  Sur  les  systèmes  articulés.  (4  pi.) 


Bbllayitis.  Application,  à  la  Statique,  de  la  notation  des  systèmes  de  forces. 
(18  pi.) 
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ÉCOLE  POLYTECHHIOaE. 


Composition  du  26  juin  1876. 

I.  Expliquer  la  recherche  du  lieu  des  milieux  des  cordes  paral- 
lèles à  la  droite  qui  joint  lorigine  au  point  dont  les  coordonnées 
sonta;  =  2,  y  =  =  l,  2  =  1,  pour  la  surface  représentée  par 

réquation 

a*  -♦-  2y*  —  Zz^  -4-  2xy  -4-  5x  -♦-  «  =  0. 

II.  Entre  quelles  limites  doit  varier  le  coefficient  a,  pour  que 

réquation 

3x*  —  4x»  —  1 2a:'  -4-  a  =  0 

ait  ses  quatre  racines  réelles? 

Composition  du  28  juin  1876. 

On  considère  une  hyperbole  équilatëre  fixe  et  une  infinité  de 
cercles,  concentriques  h  cette  courbe.  A  chacun  des  cercles, 
on  mène  des  tangentes  qui  soient  en  même  temps  normales  à 
rhyperbole.  On  prend  le  mih'eu  de  la  distance  qui  sépare  le 
point  de  contact,  avec  le  cercle  variable,  du  point  d'incidence  sur 
rhyperbole  fixe.  On  demande  le  lieu  géométrique  de  ces  milieux. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


14IS.  La  somme  des  carrés  des  coefficients  de  (x  -+-  y)*»,  pris 
avec  des  signes  alternés,  est  égale,  en  valeur  absolue,  au  plus 
grand  de  ces  coefficients. 

(Rousseau  ,  Répétiteur  au  Lycée  de  Moulins.) 

149.  Théorème.  Les  longueurs  des  droites  qui  joignent  les 

milieux  des  côtés  opposés  d'un  quadrilatère,  sont  racines  de 

Féquation 

j*^(s^  +  c7*)x' -4-  (tV  +  A'  =  0  : 

A  représente  Faire  du  quadrilatère;  «,  la  demi-somme  des  dia- 
gonales ;  (T,  leur  demi-différence. 

Corollaire.  Soient  X|,  x^  les  deux  racines  positives  de  Féqua- 
tion ;  on  a 

X»  -4-  XÎ  =  «V  -4-  A'.  (Ém.  GhTSENS.  ) 

150.'  Étant  donnée  une  spirale  logarithmique,  on  trace  la 
polaire  du  pôle  de  cette  spirale,  par  rapport  à  un  cercle  osculateur 
à  la  courbe.  Trouver  Fenveloppe  de  toutes  les  polaires  ainsi  ob- 
tenues. (Laisant.) 

151.  Soit  une  série  de  cercles  concentriques.  Dans  chacun 
d'eux,  on  trace  un  rayon  OM,  qui  détache  un  secteur  AOM, 
d'aire  donnée,  à  partir  d'une  droite  flxe  OAX,  passant  par  le 
centre.  Trouver  le  lieu  du , point  M.  En  étudier  la  forme  et  les 
propriétés.  (L.) 

159.  Dans  tout  triangle,  dont  les  trois  côtés  sont  en  progres- 
sion arithmétique,  le  centre  de  gravité  et  le  centre  du  cercle 
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inscrit^  sont  situés  sur  une  droite,  parallèle  au  côté  moyen  ;  et  la 
distance  de  ces  deux  points  est  égale  au  tiers  de  la  diflcrenee 
entre  ce  côté  moyen  et  Tun  quelconque  des  deux  autres. 

(L.) 

158.  Traiter,  par  le  système  des  coordonnées  tricirculaires, 
le  problème  de  Malfatti,  généralisé  par  Steiner.    (Éd.  Lucas.) 

1541.  Donner  les  rayons  des  cercles  circonscrits  au  triangle 
de  référence.  (É.  L.) 

155.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  Téquation  générale 
du  second  degré  représente  un  système  de  deux  cercles  réci- 
proques?— Montrer  Tanalogie  avec  la  théorie  des  cônes  de  révo- 
lution. (É.  L.) 

156.  Trouver  Tangle  des  tangentes  communes,  d'un  système 
de  deux  cercles  réciproques,  donné  par  Téquation  générale  du 
second  degré.  (É.  L.) 

157.  Trouver  Téquation  des  cycles  joignant  les  sommets  du 
tricycle  aux  milieux  des  côtés  opposés.  (Ë.  L.) 

15S.  Trouver  les  rayons  du  système  des  deux  cercles  réci- 
proques, conjugué  au  tricycle  de  référence.  (E.  L.) 

170.  Théorème.  Dans  tout  tétraèdre  tronqué,  à  bases  paral- 
lèles, les  droites  qui  joignent  le  milieu  d'une  arête  latérale  au 
point  de  concours  de  la  face  opposée,  se  coupent  en  un  même 
point.  (Mister,  Répétiteur  à  TËcoIe  du  Génie  civil.) 

461.  Intégrer  réquation 

dx  ^  (Mister.) 


tteetlflcaUem. 

Les  questions  113 ,  127  sont  de  M.  J.  Neuberg.  (P.  M.) 
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PRINCIPES  DE   GÉOMÉTRIE   TRICIRCULAIRE 
ET  TÉTRASPHÉRIQUE; 

par  M.  EDOUARD  Lucas,  professeur  au  Lycée  de  Moulins. 
(Suite,  Yoîri.  II,  p.  tS5. 


§  VI. 

PROPRIÉTÉS  ANGULAIRES  DU  TRIGTGLE  DE  RÉFÉRENCE. 

En  nous  reportant  à  rinlerprétation  du  coefficient  angulaire  k, 

dans  Tcquation  x  =  A:y ,  et  à  la  construction  du  point  P  dont  les 

coordonnées  tricirculaires  sont  proportionnelles  à  des  nombres 

donnés,  nous  obtenons ,  en  désignant  par  A,  B,  G  les  sommets 

du  tricycle, 

sin  PAB  _  Zi 

'  sin  PAC  ""  y,  * 

et  deux  relations  analogues,  desquelles  on  déduit  le  théorème 
suivant  : 

Théorème  I.  Si  l'on  joint  le  point  P,  pris  dans  le  plan  d'un 

tricycle,  aux  trois  sommets,  par  des  cycles  AP,  BP,  CP,  on  a  la 

relation 

sin  PAB  .  sin  PBC .  sin  PCA 


sin  PBA  .  sin  PCB  .  sin  PAC 


=  — i. 


La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie.  On  peut,  aussi,  géné- 
raliser ce  théorème  et  l'appliquer  à  un  polycycle,  ainsi  que  Ta  fait 
Carnot,  pour  les  polygones  plans  ou  gauches  (*). 


('  )  Cabnot.  Géoméirie  de  position,  p.  301. 

II.  i7 
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Théorème  II.  5t^  par  les  sommets  d'un  tricycley  on  mène  trois 
cycles  se  coupant. en  un  même  point;  les  trois  cycles  menés  par  les 
sommets j  et  faisant,  avec  les  cycles  bissecteurs  cofTespondants,  les 
mêmes  angles  que  les  premiers,  se  rencontrent  aussi  en  un  même 
point. 

Théorème  III.  Les  cycles,  abaissés  orthogonalement  des  sommets 
sur  les  côtés  opposés  d'un  tricycle,  se  rencontrent  en  un  même  point. 

Ces  cycles  ont,  en  effet,  pour  équntions  : 

y  cos  B  =  js  ces  C , 
z  cos  G  s=  X  cos  A , 
x  cos  A  s=  y  CCS  B. 

On  a,  de  même,  le  théorème  suivant,  dans  lequel  il  n'est  pas 
nécessaire  de  supposer  que  les  deux  tricycles  ont  le  même  cercle 
radical. 

Théorème  IV.  Si  deux  triangles  circulaires  sont  tels  que  les 
cercles,  abaissés  perpendiculairement  des  sommets  du  premier  sur 
les  côtés  du  second,  se  rencontrent  aux  mêmes  points;  réciproque- 
ment les  cycles,  abaissés  perpendiculairement  des  sommets  du 
second  sur  les  côtés  du  premier,  se  coupent  aux  mêmes  points. 

§  VII. 

DU  CENTRE  DES  DISTANCES  CIRCULAIRES  PROPORTIONNELLES. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  les  coordonnées  du  centre 

radical  sont  inversement  proportionnelles  aux  rayons  n,  r^,  r^ 

des  cycles  de  coordonnées,  et  que,  par  suite,  le  cycle  ayant  pour 

équation 

fx  -+-  my  -4-  nz  =  Oj 

devient  un  diamètre  du  cercle  radical,  lorsque  Ton  a 
l       m      n      ^ 

—  -4 h-=0. 

ri      r,      r. 
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Cela  posé,  Téquation  du  cycle  passant  par  deux  poinls  donnés 
Pi,  P),  analogue  à  celle  de  la  droite  qui  joint  deux  points ,  en 
coordonnées  trilinéaircs,  est  vérifiée  pour  le  point  dont  les  coor- 
données sont  proportionnelles  à 

Xi  -4-  x„     %ji  -♦-  y„    z,  -4-  z,, 

que  nous  appelons  le  point  milieu  du  cycle  PiPj. 

La  construction  géométrique  de  ce  point  se  fait  de  la  manière 
suivante^  aussi  simple  qu'élégante,  qui  m'a  été  indiquée  par 
M.  Alfred  Cheryet,  élève  de  TËcole  normale.  Ce  point  est  défini 
par  les  équations 

xj-f-xa     yi-f-y.      «i-f-iT,' 
dont  on  déduit 

r,  (x,  H-  X,)  —  r,  (y,  h-  y,)  "~  r,  (y»  4-  y,)  —  r,  (z,  h-  z,) 

Si  l'on  transforme  en  coordonnées  cartésiennes,  on  trouve 
l'équation  d'une  droite  qui  joint  le  centre  radical  au  milieu  de  la 
droite  P1P3.  De  même,  le  point  qui  divise  le  cycle  PiP^  dans  le 
rapport  de  p^h  — pi,  et  dont  les  coordonnées  sont  proportion- 
nelles aux  quantités 

p^X^  +  p^tJ     M*-^P«y«»     Pi^i-^P^if 

s'obtient  par  l'intersection  du  cycle  PiP^  et  de  la  droite  menée, 
du  centre  radical,  au  point  qui  divise  la  droite  P|Pj|  dans  le  rap- 
port donné. 
On  a  les  propositions  suivantes  : 

Théorème  I.  Les  cycles,  qui  joignent  les  sommets  d'un  tricycle 
atix  milieux  des  cotés  opposés,  se  rencontretit  en  un  même  point. 

Théorème  II.  Les  cycles  ^  qui  joignent  les  milieux  des  côtés 
opposés  d'un  tétracycle  atix  milieux  des  cycles  diagonaux,  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 
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Théorème  III.  Si  l'on  joint  les  trois  sommets  d'un  tricyde  à 
trois  points  situés  sur  les  côtés  opposés  et  divisant  ces  côtés  en 
rapports  dont  le  produit  est  égal  à  —  i,les  trois  cycles  de  jonction 
se  rencontrent  en  un  même  point. 

Ce  théorème,  analogue  à  celui  de  Ceva,  peut  être  généralisé, 
comme  dans  la  théorie  linéaire  du  plan  {*);  on  a  aussi  le  théo- 
rème analogue  à  celui  de  Ménélaûs,  etc.,  etc. 


§  VIII. 

PROPRIÉTÉS  DIVERSES  DU  TRICYCLE. 


Les  propriétés  du  système  formé  par  un  point  et  ses  projec- 
tions sur  les  côtés  du  triangle  de  référence;  celles  du  quadrilatère 
complet;  celles  des  triangles  homologiques;  et  plus  généralement , 
des  figures  homographiques  ou  corrélatives,  se  démontrent  encore 
d'une  façon  analogue.  Nous  énoncerons  seulement  les  deux  pro- 
priétés suivantes  du  système  formé  par  le  tricycle  et  deux  points 
de  son  plan. 

Théorème  I.  On  joint  les  sommets  A ,  B  du  tricycle  de  réfé^ 
rence  à  deux  points  Pf,  P^;  soient  Cj  l'intersection  de  AP,  et 
de  BPj,  C51  celle  de  AP^  et  de  BP|  ;  on  trace  CiC,,  et  l'oii  opère  de 
même  symétriquement  :  les  trois  cycles  A|As,  BiB^,  GiC^  se  ren- 
contrent en  un  même  point. 

En  effet,  Téquation  de  CiCji  peut  être  écrite  ainsi  : 


X  y  z 

XiXt      yjys      z^zt 

z,yo     x^ij     xj/i 


=  0; 


(*)  PoNCELET.  Traité  des  propriéiés  projeclives,  t.  I«",  n»»  159  et  160. 
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elle  est  vérifiée  pour  les  valeurs  de  x,  j/,  z  proportionnelles  aux 
quantités 

dont  la  forme  symétrique  démontre  le  théorème  énoncé. 

Théorémb  II.  Si  l'on  joint,  deux  à  deux,  les  projections  de  deux 
points  P| ,  P5  sur  les  côtés  d'un  tricycle,  ces  cycles  rencontrent 
les  côtés  opposés  en  six  points  situés  sur  deux  cycles  qui  se  coupent 
sur  le  cycle  P|Pj. 

§IX. 

expression  de  la  distance  circulaire  d'un  point  a  un  cycle. 

En  désignant  par  X|,  j/i,  z^  les  coordonnées  du  point  donné, 
et  en  représentant  par 

/x  -4-  wy  -♦-  »z  =  0 , 

le  cycle  donné,  on  trouve  facilement,  en  passant  aux  coordonnées 
cartésiennes,  pour  le  carré  du  rayon  r  de  ce  cycle,  Texpression 

,      P -+-  w' -+-  »* -4-  2mn  eos  A  -♦-  2n/  cos  B  -♦-  2/m  cos  C 

r»  = ; 

t       m 

— I h 

r^      r, 

A,  B,  G  désignant  les  angles  du  tricycle,  pris  avec  les  signes 
convenables.  On  a  aussi,  pour  la  distance  circulaire  du  point  P 
au  cycle  considéré,  l'expression 

Ix  -¥■  my  +  nz 

\/P  -+-  m*  -♦-  n'  H-  2inn  cos  A  -h  ^nt  cos  B  -♦-  2/in  cos  C 

Cette  expression  est  entièrement  analogue  à  celle  qui  est 
donnée,  en  coordonnées  trilinéaires,  pour  la  distance  d'un  point 
à  une  droite;  avec  cette  différence  que,  dans  le  cas  présent,  les 
angles  A,  B,  G  sont  quelconques,  tandis  que,  dans  la  théorie 
de  la  droite,  ils  sont  soumis  à  une  relation  linéaire.  Nous  ferons 
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observer  que  les  théorèmes  démontrés  ici  ne  peuvent,  pour  cette 
raison,  se  déduire  de  la  théorie  du  triangle,  par  la  méthode  d*in- 
version. 

Théorème.  Si  l'on  Joint,  par  des  cycles,  les  pieds  des  hauteurs 
d'un  tricycle,  on  forme  un  nouveau  tricycle  admettant  pour  cycles 
bissecteurs  les  hauteurs  du  premier. 

En  effet,  deux  des  côtés  du  nouveau  tricycle  ont  pour  équa- 
tions 

X  cos  A  +  y  cos  B  —  a:  cos  C  =  0, 

X  cos  A  —  y  C08  B  -♦-  z  cos  C  =  0; 

et  Tensemble  de  leurs  cycles  bissecteurs  est  donné  par  Téquation 

X  ces  A  -H  y  ces  B  —  z  ces  G  e=a  d:  (x  cos  A  —  y  cos  B  -4-  z  cos  C); 

ou,  simplement, 

X  =  0,    y  cos  B  =  z  ces  C. 

Les  dénominateurs  des  distances  d'un  point  quelconque,  aux 
cycles  considérés,  sont  égaux  à  la  racine  carrée  de  Texpression 

cos'A  -♦-  cos'B  -+-  cos*  C  —  ces  A  cos  B  cos  C. 


§x. 

DU  SYSTÈME  DES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES  TRICIRGULAIRES. 

Il  résulte  immédiatement,  de  la  formule  donnée  dans  le  para- 
graphe préx^édent,  que  les  coefficients  /,  m,  n,  de  1  équation  d  un 
cycle,  sont  proportionnels  aux  distances  u,  v,  w^  de  ce  cycle,  aux 
trois  sommets  du  tricycle  de  référence,  multipliées  respectivement 
par  des  facteurs  constants  :  les  paramètres  de  référence. 

On  peut  donc  définir  la  position  d*un  cycle  par  ses  distances 
aux  trois  sommets  d'un  tricycle,  et  placer  ici  une  théorie  sem- 
blable à  la  théorie  des  coordonnées  ponctuelles  de  la  droite,  en 
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considérant  9  ainsi  que  l'a  fait  M.  Moutard ,  une  courbe  comme 
1  enveloppe  de  ces  cycles  tangents.  Nous  nous  bornerons ,  pour 
rinstant,  à  faire  observer  que,  si  u^  v^  w  désignent  les  coor- 
données ponctuelles  d'un  cycle,  et  X,  Y,  X  les  coordonnées  tri- 
linéaires  de  son  centre,  par  rapport  au  triangle  formé  par  les 
centres  des  cycles  de  référence,  on  a  les  relations 

U  V  U) 


r^diX        rjrfjY        rjdjZ 

dans  lesquelles  di,  d^,  d^  désignent  les  distances  des  trois  centres. 

Ces  relations  se  déduisent,  immédiatement,  de  la  formule  du 
Théorème  II  (§  1). 

Si  donc  Ton  a  une  courbe  donnée  par  l'équation  tangentielle 

F  (ti,  V,  w)  =  0, 

le  lieu  du  centre  du  cycle  tangent  est  donné,  en  coordonnées  tri- 
linéaires  ,  par  l'équation 

FM.X,r,d.Y,r5(l^)  =  0. 

Cette  seconde  courbe  est  appelée  la  déférente  de  la  première. 


§XI. 

DE  l'angle  de  deux  CYCLES. 

On  trouve,  au  moyen  des  coordonnées  cartésiennes  orthogo- 
nales ,  pour  déterminer  l'angle  V  des  deux  cycles  donnés  par  les 

équations 

liX  -¥■  miy  H-  niZ  ==  0, 

l^  -¥-  m^y  -*-  fijz  =  0, 

la  formule  suivante  : 

-,      2  ['l'i  "♦■  (w**»*»  -*-  »Wfni)  ces  A] 

COS  V  = = ^ y 

1/p.p, 
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dans  laquelle 

Pi  =  2i  [ft  -*-  2 Wjni  cos  A] , 

Pî  =  2  W  -*-  2m,n,  cos  A]. 

Cette  formule  est  semblable  à  celle  qui  donne,  en  coordon- 
nées trilinéaires,  Tangle  de  deux  droites.  En  égalant  à  zéro  le 
numérateur  de  Texpression  précédente,  on  obtient  la  condi- 
tion d'orthogonalité  des  deux  cercles;  en  posant ,  au  contraire, 
cos  V  =  ±  1,  on  trouve  la  condition  du  contact  des  deux  cycles, 
c'est-à-dire  la  condition  équivalente  à  celle  du  parallélismey 
puisque  les  deux  cycles  se  rencontrent  alors  sur  le  cercle  radical, 
qui  joue,  comme  nous  Tavons  dit,  dans  notre  théorie,  le  rôle  que 
joue  habituellement  la  droite  de  Tinfini. 


§  XII. 

DU  RATON  DU  CERCLE  RADICAL  ET  DE  SON  ÉQUATION 
LINÉAIRE. 

L'équation  du  cercle  radical  peut  s'écrire  sous  la  forme 
te  -♦-  my  -«-  nz  -+-  p  =  0. 

Deux  cercles  concentriques,  dont  les  carrés  des  rayons  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  se  coupent  à  angle  droit,  puisque 
le  cai*ré  de  la  distance  des  centres  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  rayons. 

Il  existe  donc  un  cycle,  ayant  pour  centre  le  centre  radical,  et 
pour  rayon  Ri/— i,  R  désignant  le  rayon  du  cercle  radical; 
l'équation  de  ce  cycle  est  d'ailleurs 

d,Xo  +  d,Yo  -♦-  rfA  ' 

si  l'on  désigne  encore  par  Xq,  ^o»  ^o»  I^s  coordonnées  trilinéaires 
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du  centre  radical  ^  par  rapport  au  triangle  des  trois  centres.  Par 
suite,  on  a,  pour  Yéquation  linéaire  du  cercle  radical  : 


r,d,XoX  -^  rAYpy  h-  r^dj^ 


•  =  0. 


Pour  obtenir  le  rayon  du  cercle  radical,  on  observe  que  ce 
rayon  devient  nul,  si  les  trois  cycles  se  coupent  en  un  même 
point,  c'est-à-dire,  si  Ton  a 

AitB±C  =  0. 

Il  devient  infini,  lorsque  Taire  du  triangle  des  trois  centres  s'an- 
nule. En  désignant  par  S  cette  aire,  on  a,  comme  on  peut  le 
vérifier, 

i      cos  C    cos  B 

cosC      i       cos  A 

cos  B   cos  A      i 


4R'S' =  —  rîrîrî 


Cette  formule  est  immédiatement  calculable  par  logarithmes. 
Lorsque  les  cycles  ne  se  coupent  pas,  on  emploie  les  fonctions 
hyperboliques.  On  en  déduit  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  Le  carré  du  rayon  du  cercle  radical  est  égal,  en 
signe  contraire,  au  carré  de  la  hauteur  du  tétraèdre  dont  les 
arêtes  au  sommet  sont  égales  aux  rayons  des  trois  cercles,  et  font 
entre  elles  des  angles  égaux  à  ceux  du  tricycle  de  référence. 

(La  fin  prochainement.) 
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DÉMONSTRATION  DE  LA  LOI  DE  RÉCIPROCITÉ  DES  RÉSIDUS 
QUADRATIQUES; 

par  M.  P.  Mansion,  professeur  à  l'Université  de  Gand. 
(Fin,voirt.  II,  p.  233.) 


III 

LOI  DE  RÉCIPROCITÉ. 

1.  Lemme  de  Zeller.  «  Le  nombre  des  restes  négatifs  y  les  plus 
petits,  en  valeur  absolue^  des  produits 

g,  2(/,3ç,  ...,î(p  — i)ç, 

quand  on  les  divise  par  p,  et  des  produits 

p,2p,  3p,  ...,i(?  — i)p, 

quand  on  les  divise  par  q,  n'est  impair  que  si  les  deux  nombres 
premiers  petq  sont  de  la  forme  (4nH-3).  » 

Soit  p  <  9. 1.  Tous  les  nombres  plus  petits  que  -|  p  se  présen- 
tent comme  restes,  dans  la  première  ou  dans  la  seconde  série,  et 
avec  le  signe  moins.  Car  soit  r  le  plus  petit  reste,  en  valeur 
absolue,  d'un  terme  hq  de  la  première  série.  S'il  est  positif,  on 

aura 

hq  —  kp  =  r. 

Le  nombre  k  sera  positif,  q  contenant  au  moins  une  fois  p;  k  sera 
plus  petit  que  ^  9,  car  A  est  plus  petit  que  {  p,  et  la  différence 
hq  —  kp  est  positive.  On  déduit,  de  la  relation  précédente, 

kp  —  hq  =  —  r. 

Donc — r  est  le  reste  le  plus  petite  en  valeur  absolue,  du  terme 
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kp  de  la  seconde  série.  Puisque  r  est  le  reste  le  plus  petit ,  en 
valeur  absolue,  de  hq  divisé  par  p,  r  est  plus  petit  que  \  p.  11 
y  a  d'ailleurs  ^  (p —  1)  restes  analogues  à  r.  Donc  tous  les  nom- 
bres plus  petits  que  {  p  se  présentent  comme  restes,  dans  la 
première  ou  dans  la  seconde  série,  avec  le  signe  moins. 

IL  Considérons  maintenant  les  restes  négatifs,  les  plus  petits 
en  valeur  absolue,  et  compris  entre  —  îp  et  — {q.  Ces  restes 
ne  peuvent  se  présenter  que  dans  la  seconde  série.  Soient 

kp  —  hq=i  —  r, 

*<H?-i). 

k'p  —  h'q  =  —  r', 
^P<r'<iq; 

k'  =  i(q-i)-k, 

r'=:^{p  +  q)—r. 

Pour  Ar=5  (g — i),  on  ne  trouve  pas  de  reste  r'  associé  à  r; 
mais  le  reste  correspondant  à  cette  valeur  de  k  est  positif  et  égal 
à  j  (q — p),  comme  on  le  voit  aisément.  Donc  les  restes  négatifs, 
compris  entre  —  îp  et  —  {q,  sont  associés  deux  à  deux,  et  en 
nombre  pair,  sauf  si  k=k',  r=r'.  Dans  ce  dernier  cas,  on  a  : 

ce  qui  suppose  (g— 1),  (p — 3)  divisibles  par  4. 

III.  En  résumé  :  1«  Si  (p  — 1)  est  divisible  par  4,  il  y  a 
un  nombre  pair,  \  (p — 1),  de  restes  négatifs,  les  plus  petits  pos- 
sibles en  valeur  absolue,  compris  entre  0  et  ~  p;  puis  un 
nombre  pair  entre  î  p  et  |  g;  en  tout  un  nombre  pair.  2*  Si 
(p — 3),  (g  —  i)  sont  divisibles  par  4,  il  y  en  a  un  nombre 
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impair,  {{p  —  1),  entre  0  ei\p,  un  nombre  impair  entre  î  p  et 
{  q;  donc  en  tout  un  nombre  pair.  3"  Si  (p  —  3),  [q  —  5)  sont 
tous  deux  divisibles  par  4,  il  y  en  a  un  nombre  impair,  {{p  —  1), 
entre  0  et  Jp,  un  nombre  pair  entre  \pei\qi  donc,  en  tout,  un 
nombre  impair. 

9.  Loi  de  réciprocité.  Nous  avons,d*après  le  Lemme  de  Gauss, 

q^={-ir'^Mp, 

i  étant  le  nombre  des  restes  négatifs ,  les  plus  petits  en  valeur 
absolue,  des  produits 

î»2g,  3ç,  ...,  J(p-  i)q, 
quand  on  les  divise  par  p.  On  aura  de  même 

j  étant  le  nombre  des  restes  négatifs,  les  plus  petits  en  valeur 
absolue ,  de 

p,2p,  3p,...,î(qf-1)p, 

quand  on  les  divise  par  q. 

D'après  le  Lemme  de  Zeller,  t  +  j  est  toujours  pair,  sauf  si 
(p — 3),  (q — 3)  sont  divisibles  par  4. 

Si  (p — 3),  {q — 3)  ne  sont  pas  tous  deux  divisibles  par  4, 
t-H/  est  pair;  donc  t  eij  sont  tous  deux  pairs  et  alors,  d  après  le 
Critérium  d'£uler,p  est  résidu  de  9  et  9  est  résidu  de  p;  ou  tous 
deux  impairs,  et  alors  p  est  non-résidu  de  9  et  9  non-résidu 
de  p. 

Si,  au  contraire,  (p — 3),  (q — 3)  sont  divisibles  par  4,  f -+-/ 
est  impair.  Ou  bien  t  est  pair  et  q  est  impair  :  dans  ce  cas,  q  est 
résidu  de  p,  p  non-résidu  de  q.  Ou  bien  i  est  impair  et  /  pair;  et 
alors  p  est  résidu  de  q,  q  non-résidu  de  p. 

D'où,  en  résumé,  la  loi  de  réciprocité  des  restes  quadratiques  : 

«  Si  f  et  q  sont  deux  nombres  premiers,  impairs ,  q  est 
résidu  ou  non-résidu  de  p,  selon  que  p  est  résidu  ou  nofirrésidu 
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de  q,  sauf  si  (p — 3),  (q — 3)  sont  divisibles  par  i.  Dans  ce  cas  y 
si  p  est  résidu  de  q ,  q  est  non-résidu  de  p ,  «i  p  est  non-résidu  de 
q,  q  est  résidu  de  p.  » 

Exemples.  I.  4  et  10  étant  résidus  de  13,  il  en  est  de  même 
de4-h  13=17,  10h-13=23,  i-hZ.  13=43.  Donc, réciproque- 
ment, 13  est  résidu  quadratique  de  17,  23,  43.  En  effet  : 

8»  =  13-*-3.17, 

6«  =  i3-*-  1  .23, 

20«  =  13-*.9.43. 

II.  Existe-t-il  une  solution  entière  de  Téquation  indéterminée 

43y  =  ««-*-6«4-39î 

On  écrit  cette  équation  sous  la  forme  : 

(z-t.3)*  =  43(y  — l)-*-13. 

11  suffit  de  voir  si   13  est  résidu  quadratique  de  43,  ou  si 

45==3  .13  +  4  est  un  résidu  quadratique  de  13,  ou  en6n  si  4 

est  résidu  quadratique  de  13.  On  sait  que  4  est  résidu  de  13. 

Donc  l'équation  a  une  solution  entière.  On  trouve  cette  solution, 

enposant  z4-3  =  20,  y  — 1=9,  ou  js  =  17etj/  =  10.  Ona,  en 

effet, 

45.iO  =  17«-t-6.17H-39, 
ou 

430  =  289  +  102 +  39. 

IV 

NOTIONS  HISTORIQUES. 

1.  La  Loi  de  réciprocité  des  résidus  quadratiques,  que 
Legendre  appelle  la  propriété  la  plus  remarquable  et  la  plus 
féconde  de  la  Théorie  des  nombres ,  est  célèbre  par  la  difficulté 
de  sa  démonstration.  Elle  a  été  découverte  par  induction,  mais 
non  démontrée,  par  Euler,  comme  vient  de  le  prouver  M.  Kro- 
ncckerdans  une  savante  Notice  (Berliner  Monatsbericht,  1875, 
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22  avril,  pp.  267-274).  Dans  un  Mémoire  de  1744-1746  (Corn- 
mentationes  arithmeticœ  collectœ,  l,  p.  3S  et  suiv.),  Euler  énonce 
une  série  de  théorèmes  et  de  remarques  qui,  au  fond,  contien- 
nent la  loi  de  réciprocité  ;  en  1 783,  il  donne  celte  loi  d'une  manière 
complète,  presque  sous  la  même  forme  que  Gauss  (Opuscula 
analyticay  t.  I,  à  la  fin  d'un  Mémoire  intitulé  :  Observaiiones 
circa  divisionem  quadratorum  per  numéros  pf^imos,  réimprimé 
dans  les  Comm,  arithm.  collectas  y  I,  p.  470).  Chose  curieuse! 
Legendre  et  Gauss,  qui  citent  les  Opuscula  analytica,  n'y  ont  pas 
vu  ce  théorème  et  chacun  d'eux  Ta  retrouvé  par  induction,  le 
premier  vers  1785,  le  second  en  1795. 

Legendre  démontra  la  loi  de  réciprocité  dans  quelques  cas  par- 
ticuliers, dès  1785;  mais  il  échoua  pour  les  autres  cas,  comme  Ta 
montré  Gauss,  dans  les  n""  296-297  des  DisquisiUones.  Gauss 
passa  un  an  entier  à  chercher  la  démonstration  complète,  qui  est 
insérée  dans  la  quatrième  section  de  cet  ouvrage,  publié  en  1801; 
puis  il  en  trouva  une  deuxième,  qui  se  trouve  au  n*"  262  de  son 
livre;  et  enfin  successivement  quatre  autres  encore,  dont  deux, 
qu'il  appelle  la  quatrième  et  la  sixième,  se  rattachent  à  des 
recherches  très-élevées  ;  dont  deux  autres  au  contraire,  la  troi- 
sième et  la  cinquième,  sont  relativement  simples.  On  les  trouve 
dans  les  divers  Mémoires  qui  composent  le  deuxième  volume  de 
ses  OEuvres.  La  troisième  a  été  insérée  dans  la  seconde  édition  de 
Y  Essai  sur  la  Théorie  des  nombres  ^  de  Legendre  (IV"*  partie, 
§  VII,  pp.  386-393),  publiée  en  1808;  elle  est  aussi  reproduite, 
avec  la  première,  dans  les  Leçons  sur  la  Théot*ie  des  nombres,  de 
Dirichlet,  publiées  par  Dedekind  (en  allemand). 

Jacobi  et  Eisenstein  (^Mathemalische  Abhondlungeny  pp.  121 
et  433)  ont  transformé  la  sixième  démonstration  de  Gauss,  de 
manière  à  pouvoir  retendre  aux  résidus  cubiques  et  biquadra- 
tiques.  La  démonstration  de  Jacobi  se  trouve  dans  la  troisième 
édition  de  la  Théorie  des  nombres,  de  Legendre,  et  dans  la  Note 
XI  de  la  seconde  édition  de  VAlgèbi^e  supérieure,  de  Serrel. 
Schaar,  qui  avait  étudié  à  fond  les  écrits  arithmétiques  de 
Gauss,  a  donné  deux  démonstrations  de  la  loi  de  réciprocité, 
qui  s'appuient  sur  des  recherches  analytiques  très-compliquées 
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(Mémoires  de  Bruxelles,  t.  VI  et  XIV);  puis  une  troisième,  qui 
est  élémentaire  (Bulletins  de  Bruxelles,  t.  XIV,  n*  2).  Récem- 
ment, M.  Zeller  en  a  donné  une  plus  simple  encore  (Berliner 
Monatsbericht,  16  décembre  1872,  pp.  846-846)  (*). 

t.  Ces  deux  dernières  démonstrations,  ainsi  que  la  troisième 
et  la  cinquième  de  Gauss,  supposent  connus  le  Lemme  de  Gauss 
lui-même,  reproduit  plus  haut,  et  le  Critérium  d'Euler,  pour 
distinguer  les  résidus  des  non-résidus.  Or,  le  Théorème  d'Eu- 
ler, qui  fournit  ce  critérium,  est  démontré  ordinairement  au 
moyen  de  la  théorie  des  racines  primitives  et  des  indices  (  Gauss, 
Disquisitiones,  n^  106),  laquelle  s'appuie  elle-même  sur  le  Théo- 
rème de  Fermât.  Il  en  résulte  que  l'abord  des  démonstrations  les 
plus  simples  de  la  Loi  de  réciprocité  est  assez  difficile,  quand  on 
connaît  seulement  les  propriétés  élémentaires  des  nombres. 

C'est  en  cherchant  à  obvier  à  cet  inconvénient  que  nous  avons 
trouvé  les  deux  remarques  servant  de  base  à  la  démonstration 
précédente:  1**  On  peut  déduire  le  Critérium  d'Euler  du  Théorème 
de  Fermât,  sans  passer  par  la  théorie  des  racines  primitives; 
2®  Le  Théorème  de  Fermât  est  lui-même  un  corollaire  évident  du 
Lemme  de  Gauss. 

S.  Notations  de  Gauss  et  de  Legendre^u  lieu  de 

Gauss  écrit 

P  =  Q(mod.p), 

ou  même 

s'il  n'y  a  pas  d'ambiguïté.  Une  pareille  relation  s'appelle  une 


{*)  Cette  notice  historique  n'est  pas  complète.  On  peut  tronver  d'autres 
renseignements  sur  les  démonstrations  diverses  de  la  loi  de  réciprocité,  dans 
Touvrage  intitulé  :  Die  Lehre  von  der  Kreùiheilung  und  ihre  Beziehungen 
zur  ZalUen  théorie.  Academisclie  Vorlesungen  von  D'  Paul  Bachuann.  Leip- 
zig, Teubncr,  1872;  leçon  IX*. 
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congruence  suivant  le  module  p.  Legendre  emploie  le  signe  =  au 
lieu  de  ^. 

Legendre  représente  par  ^|^  l'unité  positive  ou  négative,  sui- 
vant que  q  est  résidu  ou  non  résidu  de  p,  ou  comme  écrit Gauss, 
suivant  que  qWp  ou  9N/). 

D'après  ces  notations,  le  Théorème  de  Fermât  s'énonce  comme 
il  suit.  La  congnience 

af-*— isO(mod.)p, 

a  (p — 1  )  racines  inférieures  à  p,  savoir  1,  %  3, ...  (p  —  1),  si  p 
est  premier.  Le  Critérium  d'Euler,  et  la  loi  de  réciprocité,  s'écri- 
vent analytiquement  ainsi  : 


Nous  n'avons  pas  employé  ces  notations  :  la  démonstration  est 
plus  facile  à  comprendre,  quand  elle  est  écrite  au  moyen  des 
signes  ordinaires  de  l'Algèbre. 


UN  DEVELOPPEMENT  DE  }. 


La  remarquable  formule 


proposée  dans  les  Nouvelles  Annales  (2"'  série,  t.  Vf II,  p.  192), 
est  due  à  M.  Bauer  (Journal  de  Crelle,  L  LVI,  p.  i  10). 
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THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE; 

par  M.  BosET,  Professeur  à  l'Athénée  de  Namur. 


I.  Si  Ton  désigne  par  a,  b,  c  les  côtés  d'un  triangle;  par  r  le 
rayon  du  cercle  inscrit;  para,  (3,  y  les  rayons  des  cercles  ex-in- 
scrits ;  Ton  a 

a«  =  («-r)(pH.r), 

II.  R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  on  a  aussi 

«-♦-p-«-r«4R  — rH; 
el,  en  vertu  des  relations  précédentes  : 

o«  ^-  6«  H-  c«  -+-  r«  -^  a«  -4-  p*  +  r*  «  ^  6R«  C**). 


(')  Ainsi,  le  côté  a  est  moyen  proportionnel  entre  la  éUfférenee  des  rayons  a^  r» 
et  la  somme  des  rayons  /3,  y.  Celte  propriété,  conséquence  immédiate  des 
formules  connues  : 

T=rpr=(p  — a)«Ba(p  — 6)/3a=:(p-c)y, 

pent^elie  être  démontrée  directement,  par  de  simples  triangles  semblables? 
C'est  une  question  que  nous  proposons  aux  jeunes  lecteurs  de  la  Nouvelle 
Correspondance,  (E.  C.) 

(**)  Catalan.  Théorèmes  et  problèmes,  livre  il. 

('")  Cette  démonstration,  due  à  notre  honorable  collègue  de  Namur,  est 
beaucoup  plus  simple  que  celle  qui  se  trouve  dans  Touvrage  cité. 

(E.  C.) 


II.  18 
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SUR  UNE  QUESTIOH  PARADOXALE. 


Dans  le  tome  VI  (i^  série)  des  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques (année  1847)  on  trouve,  à  la  page  27i,  et  sous  le  n"*  IKS, 
un  énoncé  de  question  qui  montre  bien  les  idées  étranges  qu  on 
se  faisait  sur  les  imaginaires ,  à  une  époque  pourtant  fort  rappro- 
chée de  nous. 

Cet  énoncé,  le  voici  textuellement  : 

«  Si  tanga=dbV/-^  i  ^anaura  atww  tang (a  +  b)  =  dbl/ —  I , 
»  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  h.* 

A  la  page  365,  se  trouve  la  solution  (!)  de  la  question,  par 
M.  Jules  Moutier,  élève  du  collège  de  Versailles.  Si  M.  Moutier, 
comme  nous  le  croyons,  est  devenu  aujourd'hui  un  professeur 
distingué,  d  élève  distingué  qu'il  était  jadis,  il  ne  pourra  se  rap- 
peler, sans  un  sourire,  cette  œuvre  de  jeunesse,  consistant  dans 
un  petit  calcul  d'une  page  &  peine,  fort  bien  ordonné,  ma  foi. 

Comment  nVt-on  pas  remarqué,  en  faisant  b^=z  —  a,  que 
réquation  démontrée  revient  à 

tang  z  =  ±  1/—  i , 

c^est-à-dire  à  telle  affirmation,  qu'il  n'y  a  que  deux  valeurs  pos- 
sibles, +  l/—  1  et  — i/ — 1,  pour  la  fonction  tang  ;?,  z  pre- 
nant d'ailleurs  toutes  les  valeurs  possibles,  réelles  ou  iipagi- 
nairest    .  . 

Comment  nVt-on  pas  vu  que  Thypotlièse  tang  a=ad=\/— 1 
est  tme  absurdité  vulgaire,  puisqu'elle  donne  immédiatement 

•  sin'a 

— =— =  —  i, 

cos'o 

ou 

sin^oH-  cos'assO, 
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ce  qui  est  en  contradiction  avec  la  formule  fondamentale 
sin*a  +  coB*aeai? 

On  aurait  pu  varier  un  peu  renoncé  de  la  question,  et  lui 
donner  la  forme  suivante ,  plus  originale  et  tout  aussi  raison- 
nable :  '  * 

<  S'il  existé  un  point  du  globe  où  lé  tout  soit  égal  à  la  partie, 
»  cela  aura  lieu  sur  toute  la  surface  de  la  Terre.  » 

II  n*est  pas  besoin  d'insister  sur  le  danger  que  peuvent  offrir 
de  pareilles  questions»  surtout  présentées  à  des  élèves.  Il  n'en 
faudrait  pas  un  grand  nombre  pour  discréditer  les  Mathéma^ 
tiques,  aux  yeux  de  ceux  qui  ne  les  connaissent  pas  à  fond.  Mais, 
en  1847,  on  se  croyait  tout  permis,  du  moment  qu'on  touchait  à 
ces  mystérieuses  quantités  imaginaires  (*),  auxquelles  on  prétait 
les  propriétés  les  plus  fantastiques,  sans  la  moindre  hésitation, 
comme  si  imaginaire  était  synonyme  d'absurde- 

Sans  sortir  du  domaine  réel  y  on  pourrait  proposer  des  rébus 
analogues.  Ainsi  : 

t  Démontrer  que  si 

sinae=2,  cosa  =  2, 
on  a,  quel  que  soit  z , 

sin  z  =  -  cos  («  —  2o).  » 

Dans  lé  domaine  extérieur  à  la  raison  et  au  bon  sens,  il  n'y  a 
pas  de  limites.  Mais  y  appliquer  le  calcul  algébrique,  c'est-à-dire 
l'instrument  logique  par  excellence ,  c'est  l'exercice  le  plus  para- 
doxal et  le  plus  mauvais  qu'on  puisse  proposer  à  la  jeunesse  ; 
car  on  Thabitue,  de  la  sorte,  è  dissimuler  la  fausseté  du  fond 
sous  l'apparente  rigueur  de  la  forme;  ce  que  les  commençants 


(*)  Les  imaginaireê  8oni*olle8  de^quantitisf  Nous  ne  le  croyons  pas. 

(E.  C.) 
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n*ont  que  trop  de  tendances  à  faire,  en  matière  de  calcul  algé- 
brique. 

Il  est  permis  d'espérer  qu'aujourd'hui  une  question  sem- 
blable à  renoncé  158  des  Nouvelles  Annales  ne  serait  pas  posée, 
devant  le  public  mathématique,  sans  soulever  de  légitimes  pro- 
testations. A.  Laisant. 

Note  du  Rédacteur.  —  Notre  jeune  Camarade  n^est-ii  pas  bien 
sévère  pour  ses  Anciens?  Il  oublie,  ou  peut-être  il  ignore,  qu'en 
1845,  M.  Faure,  modeste  Professeur  au  collège  de  Ctep,  publiait, 
sur  les  quantités  dites  {sic)  imaginaires,  un  opuscule  très-remar- 
quable (*).  Il  y  a  trente  ans,  on  y  voyait  donc,  sur  la  théorie  des 
imaginaires,  aussi  clair  qu'aujourd'hui  :  l'auteur  de  la  ques- 
tion 158  fait  peut-être  exception  parmi  ses  contemporains.  On  dit 
quelquefois  :  Autres  temps,  autres  ridicules.  Ce  proverbe  est, 
jusqu'à  un  certain  point,  applicable  aux  sciences  en  général,  et 
aux  Mathématiques  en  particulier.  Depuis  cinquante  ans,  combien 
de  théories  chimiques,  physiques,  médicales...,  sont  tombées 
dans  l'oubli,  après  avoir  été  à  la  mode  (**)!  Ne  voit-on  pas,  au- 
jourd'hui, certains  Géomètres ,  très^pro fonds,  écrire  sur  Vétendue 
à  n  dimensions?  Leurs  épures,  s'ils  en  tracent,  doivent  être  bien 
étonnantes!  A  l'époque  critiquée  par  M.  L.,  on  se  contentait  de 
trois  dimensions;  mais,  comme  Sganarelle,  not<«  avons  changé 
tout  cela! 


(*)  Par  des  considérations  particulières,  et,  en  général,  fort  ingénieuses, 
M.  Faure  résout,  ou  du  moins  réduit,  certaines  équations  copapliquées. 
Ainsi,  il  trouve  que 

1  -*-  a?  -4-  a?'  -*-  a?*  -*-  a?" 

=  (1  -♦-  a;  -I-  a;*  -I-  a?'  -I-  «•)  (1  —  œ*  -♦-  a:*— a?^  -I-  a?"  —  a?*»  -♦-  a?")  ; 
etc. 

(**)  On  sait  que  Fontenelle  disait,  à  propos  d'un  nouveau  médicament: 
«  UsonS'Cfi,  tandis  qu'il  gu^t.  « 
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HOTB  SUR  UN  UEU  GÉOMÉTRIQUE. 

(SiuffyToirt.  n,p.75.) 


Une  conique 9  donnée  de  forme  et  de  grandeur,  se  déplace  de 
manière  que  chacun  de  ses  foyers  reste  sur  une  droite  donnée. 
Dans  chaque  position,  on  mène,  à  la  conique,  des  tangentes  paral- 
lèles à  la  droite  que  décrit  l'un  des  foyers.  Détet^minet*  le  lieu  des 
points  de  contact. 

Voici  une  solution  bien  sinf)ple. 

Prenons,  pour  axe  des  x,  une  des  droites  OF;  et,  pour  axe 
des  y 9  la  perpendiculaire  menée  à  OF,  par  le  sommet  0  de  Tangle 
F'OF. 

Soient  (x,  y)  les  coordonnées  du  point  M  de  contact  d'une  tan- 
gente MT  à  Tellipse,  parallèle  à  Taxe  des  x. 

On  a  d  abord 

FF'«=2c. 
Donc,  si 

y  =  mx 

est  réquation  de  OF',  et  si  (a ,  0) ,  (a',  ma)  sont  les  coordonnées 
des  points  F,  F',  on  aura 

(«'-«)«^ni««''  =  4c* (!) 

Les  distances  des  points  F,  F',  à  la  tangente  MT,  sont  expri- 
mées par  y,  y  —  met!  ;  donc 

y(y-»,a')  =  6« (2) 

Celte  équation  détermine  déjà 

my 
De  plus,  l'ordonnée  passant  en  M  est  bissectrice  de  Tangle  FM  F'. 
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Elle  divise  donc  FF'  en  parties  proportionnelles  à  MF  et  à  1fiF\ 
Pour  la  même  raison,  MF,  MF'  sont  proportionnelles  à  y^ 
y  —  ma\  Ainsi 

ar  — a  y  y* 

ol'^-^-x      y —  ma'      6' 

De  cette  équation  (3),  on  tire 

(y'-^fc'Xy'-fc'-tnxy) 

a  — —  a  = •• 

6'my 

L'équation  du  lieu  est  donc 

(y«H.  ft7  (y*  — 6'-  tnxyY  +  6*m*  (y«  —  6^ « 45*c«my, 

Il  est  facile  de  vérifier  que  la  courbe,  du  huitième  degré,  passe 
par  les  points  ayant  pour  coordonnées  : 

[««.dbc,  y  =  d=6],     rx  =  dr— »  y  =  =h  (c  d:a)J. 

Ces  points  correspondent  à  des  positions  particulières  de  la 
conique. 

(2  juillet  1 876).  H.  Brocard. 

Note  du  Rédacteur.  —  Nous  avons  reçu,  il  y  a  déjà  longtemps, 
de  M.  0.  C.^  une  solution  qui  se  rapproche  beaucoup  de  la  pré- 
cédente. Si  nous  ne  lavons  pas  publiée,  c^est  parce  qu'elle  était 
précédée  de  préceptes  sur  la  résolution  des  problèmes,  dont  nous 
n'avons  pas  bien  saisi  la  portée. 
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REMARQUES  SUR  LA  NOTE  DE  M.  6L&ISHER  ('). 


La  propriété  curieuse  de  la  fonction  el^«,  étudiée  par  M.  Glaisher, 
pourrait  aisément  se  déduire  des  formules  que  nous  avons  don- 
nées dans  une  Note  sur  Téquation 

a:y"^Ay-y  =  on -0) 

Il  est  facile  de  se  rendre  compte  de  cette  analogie. 
La  fonction  e^',  ainsi  que  Ta  montré  M.  Glaisher,  se  présente 
dans  l'intégration  de  Téquation 

cPu        ,        n  (n4-  i)         ^  . 

__aV,__L__J«  =  0 (2) 

Cette  équation,  comme  Ton  sait,  se  rencontre  dans  la  théorie 
du  Mouvement  de  la  Chaleur  dans  un  corps  solide  (***).  Duhamel 
la  transforme  en  posant  : 

puis 

a* 
II  arrive  ainsi  à  la  iransformée  : 

2n  -»-■  3  rfv        d'y      „ 

Celle-ci  est  Téquation  (1),  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x 
par — z. 


(*)  N.C.  if.,  tome  11,  p.  240.  Voir  aussi  pp.  38d  et  saiv. 

(*')  BuU.  de  l*Acad.  roy.  de  Belgique,  t.  XLI. 

(**•)  Journal  de  VÉcoie  polytechn.,  22««  Cahier,  p.  40. 
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L'équation  (3)  et,  par  suite,  l'équation  (2)  n'est  donc  inté- 
grable,  sous  forme  finie  explicite,  que  si  n  est  entier,  positif  ou 
négatif. 

M.  Moutard  a  récemment  publié  une  Note  sur  l'équation 

Il  prouve  que  les  cas  où  cette  équation  est  intégrable  sous  forme 
finie,  en  laissant  à  h  une  valeur  arbitraire,  peuvent  se  ramener  à 
celui  où 

Il  montre  également  que,  par  une  transformation  fort  simple,  on 
ramène  à  cette  forme  l'équation 

o=— -^art  +  ^^^  +  ^^l- 
L  «  \  X     ]  ^(x)        ^(x)J 

étudiée  par  M.  Hargreavc  (**)• 

C.  Le  Paige. 


(*)  Comptes  rendus,  U  LXXX,  p.  739. 

(**)  Transactions  philosophiques ,  année  4848. 
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CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Van  Aubel.  —  «  ...  Permettez-moi 
une  observation  sur  le  n®  111  des  Questions  proposées.  Je  ne 
donne  que  la  solution  (*)  de  la  première  partie,  parce  que,  si  je  ne 
me  trompe^  ii  doit  être  bien  difficile  de  répondre  d'une  manière 
générale  à  la  seconde  partie.  Si,  à  des  droites  D,  passant  par  un 
même  point  quelconque,  il  correspondait,  dans  le  lieu  des  points 
M,  des  points  en  ligne  droite,  le  degré  de  ce  lieu  serait  évidem- 
ment égal  à  la  classe  de  la  courbe  proposée.  Or,  il  est  facile  de 
voir  que  cela  arrive  pour  les  trois  sommets  du  triangle  ABC, 
mais  qu'il  n'en  est  pas  de  même  pour  un  point  quelconque.  On 
ne  peut  donc  pas  conclure,  comme  dans  la  théorie  des  polaires 
réciproques,  que  le  degré  de  Tune  des  courbes  est  égal  à  là  classe 
de  l'autre.  »  

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Mansion.  —  «...  Je  vous  signale 
une  petite  erreur  dans  la  Note  relative  au  rapport  |j| ,  insérée 
à  la  page  213  du  tome  11  de  la  N.  C.  M. 

»  Adrien  Metius  le  père,  qui  a  trouvé  cette  valeur  approchée 
du  nombre  tt,  est  mort  en  1607;  il  était  bourgmestre  d'Alcmaer 
en  1573;  son  fils  est  né  en  1571,  et  c'est  lui  qui  nous  a  transmis 
le  rapport  trouvé  par  son  père.  Ces  détails  sont  empruntés  à  une 
intéressante  Notice  sur  le  nombre  tt,  due  à  M.  le  professeur  Bie- 
rens  de  Haan,  de  l'Université  de  Leyde,  et  insérée  dans  le  pre- 
mier volume  du  Journal  de  Mathématiques,  fondé,  en  1875,  par 
la  Société  mathématique  hollandaise.  Nous  recommandons,  aux 
lecteurs  de  la  N.  C.  M.,  cet  excellent  Recueil ,  qui  a  pour  titre  : 
Nieuw  Archief  voor  Wiskunde.  (Amsterdam,  Weytingh  en 
Brave).  » 

(  *  )  On  la  tronvera  dans  le  numéro  d'octobre. 
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SOLUTIOHS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Les  Questions  107,  61,  110, 115,  118,  84,  119  et  125  mi 
été  résolues  par  M.  J.  Freson,  élève  è  TÂthénée  de  Liège.  — 
Les  trois  dernières  Tont  été  aussi  par  M.  G.  Lambiotte,  élève -au 
même  établissement.  —  Enfin ,  M.  Brocard  nous  a  envoyé  une 
solution,  très-simple  y  de  la  Question  115. 


Question  116. 

Intégrer  l'équation 

*y"-^iy'-y  =  o (i) 

(E.  c.) 
L  On  peut  l'écrire  ainsi  : 

2aîdy'  H-  y'dzt  =  2ydz. 

Le  facteur  y'  rend  chaque  membre  différentielle  exacte  : 

d{xy'^  =  d{y^; 

et  Ton  a,  en  intégrant, 

xy»=y«4.C (2) 

On  déduit,  de  cette  intégrale  première. 


y iTT" 

OU,  en  séparant  les  variables, 

dx  dy 


puis 


2l/ï«=IC'(y-t-l/7Tc) (3 
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L'équation  (i)^  renfermant  deux  constantes  arbitraires  G,  C\ 

est  Tintégralc  générale  de  la  proposée  (1).  On  peut  la  mettris 

sous  la  forme 

y  =  Ae»^*-*-Be-»*^.    ......    (4) 

II.  La  relation  qui  existe  entre  les  fonctions  circulaires  et  les 
exponentielles  donne  Tidée  d'essayer  aussi  Texpression 

y  s  A  cos  2  [/x  -♦-  B  sin  2  \/x. 
On  reconnaît  qu'elle  satisfait  à  Téquation  différentielle 

qui  diffère,  de  la  proposée,  par  le  signe  de  y. 

III.  Si,  reprenant  l'équation  donnée,  on  pose 

e 


«=-. 

CD  aura 

dy      2  dy 
dx"  t  dt' 

d?y      4  cPy      4  dy 
dx*     t»  de     f  dt 

Par  suite, 

réquation  proposée  devient  : 

.          dl  ^=«' 

dont  rintégrale  est  représentée  par  la  fonction 

y  =  Ae*  -I-  Be-'. 

On  retrouve  donc  la  même  intégrale  générale. 

H.  Brocard. 
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Note  du  Rédacteur.  —  c  En  essayant  de  sommer  la  série  de 
Legendre  (*)  : 

^'"^        ifc"*'l.2it(*-f-l)'*"l.2.3it(ifc-*.4)(ifc^-2)"*"*''*  j 
nous  avons  trouvé  Inéquation 

xy"-^ky'^y  =  0 (6) 

»  Lorsque  k  =  {yh  somme  de  la  série  est 
y,  =  i(ct^H-e-«v?), 

résultat  trouvé  par  Tillustre  Géomètre. 

»  De  là ,  on  conclut  aisément  l'intégrale  générale  de  Téqua- 
tîon  (6)  (**),  relative  à  k={;  savoir  : 

y_AeivT^.Bc-«^ (i) 

»  Il  était  curieux  de  rechercher  si  Téquation  (6),  intégrable 
pour  A: =^,  Test  pour  d'autres  valeurs  de  ce  paramètre:  c'est 
un  problème  que  M.  Le  Paige  me  semble  avoir  heureusement 
résolu. 

»  En  effet,  après  avoir  établi,  d'une  manière  fort  simple,  que  si 
cette  équation  est  intégrable  pour  És=X,  elle  l'est  pour  A=i±ii, 
n  étant  un  nombre  entier,  le  jeune  Docteur  a  eu  recours  à  une 
transformation  employée  par  Lagrangc,  au  moyen  de  laquelle  la 
proposée  (6)  devient  Véquation  de  Riccati  : 

^=ax'«-f.6y« (7) 

»  Or,  M.  Liouville  a  démontré  que  les  seuls  cas  dans  lesquels 
l'équation  de  Riccati  est  intégrable  (en  quantités  flnies,  explicites) 


C)  Éléments  de  Géométrie,  p.  380  (édit.  1823). 
(*')  Ou  de  réquation  (1). 
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sont  ceux  où  Ton  a 

p  étant  un  entier  quelconque.  Donc,  à  cause  de  la  relation  entre 
les  paramètres  m  et  A,  de  Téquation  (6),  Véquation  (2)  n'est  inté- 
grable  que  si  k==iàz  n.  Telle  est  la  conclusion,  très-intéressante, 

de  M.  Le  Paîge ^ 

»  Dans  mon  cours  à  TUniversilé  de  Liège,  j*ai  considéré  ce 
cas  particulier  de  la  série  (5)  : 

X  se*  ^ 

8  =  lH-T-*- 


i       (i.2)»      (1.2. 3)* 

A  priori,  la  sommation  de  cette  série  semble  ne  pas  devoir  être 
plus  compliquée  que  celle  de  la  série  traitée  par  Legendre. 
Il  n'en  est  rien  :  la  valeur  de  S  dépend  de  la  quantité 


QUESTIONS  PROPOSÉES. 

iV.  B.  Les  denx  dernières  questions  de  la  livraison  du  mois  d'août  doivent  porter, 
respectivement,  les  numéros  159,  ±60,  au  lieu  de  ilO,  16 i. 


161.  Un  ellipsoïde  de  révolution  se  déplace  en  touchant  les 
trois  faces  d'un  trièdre  trirectangle.  De  quelle  nature  est  la  courbe 
qui,  sur  chaque  face,  limite  les  positions  du  point  de  contact  de 
rellipsoide  et  du  plan  ?  (H.  .Baocard)  (^*). 


{*)  Rapport  mr  une  Note  de  M.  Le  Paige,  Bull,  ds  l'Acad.  de  Bbloiq., 
t.  XLI;  mai  1876. 

(**)  La  même  question,  étendue  h  un  ellipsoïde  quelconque,  a  été  pro- 
posée, il  y  a  une  trentaine  d'années ,  par  H.  Yvon  Villarceau.  Je  crois  qu'elle 
est  restée  mus  solution.  (E.  C.) 
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l«S.  Vérifier  Videntité 

«(»-<)       _.     .  .      n(n-î-l)(n-2)(n-3)       ^    .  . 

cos"* ^cos""*»  sin'xH — ^ — ^'      .    . cos"~*«sin*j — 

2.2  â.2.4.4 


,x      (nV     ^  .a:  .  ,x      /n(n-<)\' 


cos"'~*-sin* ■ 


2       2 

(E.  C.) 


16S.  Théorème.  Un  cylindre  droit  étant  circonscrit  à  une 
sphère,  et  un  cône  à  deux  nappes,  ayant  pour  bases  les  bases 
mêmes  du  cylindre,  on  coupe  la  figure  par  deux  plans  perpendi- 
culaires à  Taxe  commun  : 

1**  Chacune  des  bases  du  tronc  sphérique  est  équivalente  à  la 
différence  entre  les  sections  du  cylindre  et  du  cône  ; 

2®  Le  segment  sphérique  est  équivalent  à  la  différence  entre 
le  cylindre  correspondant  et  le  tronc  de  cône. 

(F.  Gabriel  Marie.) 

164.  Théorème.  Si,  par  le  sommet  d'une  parabole,  on  mène 
une  corde  faisant,  avec  Taxe,  un  angle  de  45"",  lanneau  engendré 
par  le  segment  parabolique,  dans  sa  rotation  autour  de  Taxe,  est 
équivalent  à  la  sphère  ayant  pour  diamètre  la  projection  de  la 
corde. 

Examiner  le  cas  où  la  corde  est  quelconque. 

(F.  Gabriel  Marie.) 

165.  Théorème.  On  donne  une  demi-hyperbole  équilatère  ÀB, 
ayant  A  pour  sommet,  0  pour  centre,  OH  pour  asymptote.  Sur 
Taxe  non  transverse,  on  prend  OC  =  0À;  et,  par  le  point  C,  on 
mène  CD  parallèle  à  Taxe  transverse.  Enfin,  Ton  trace  deux 
ordonnées  MP,  M'P',  qui  rencontrent,  en  Q,  Q',  la  droite  CD,  et 
qui,  prolongées,  rencontrent  en  ft,  R',  lasymptote.  Cela  posé,  si 
la  figure  tourne  autour  de  Ox,  le  tronc  hyperbolique,  engendré 
par  MM'PP',  est  équivalent  à  Tanneau  engendré  par  RR'QQ'. 

(F.  &kMiiBk-  AlAauL) 
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166.  Pour  quelles  valeurs  du  nombre  entier  x  Texpression 

1 . 2  . 3 . 4 ...  x  -*-  4 
est-elle  un  carré  parfait?  (H.  Brocard.) 

167.  On  donne,  dans  une  circonférence,  deux  rayons  fixes 
OA9  OB.  On  joint  un  point  M  de  la  courbe  aux  points  A,  B,  ce 
qui  détermine,  sur  les  rayons  OA,  OB,  les  points  C  et  D.  On 
demande  : 

1"  L'enveloppe  de  la  droite  CD,  lorsque  le  point  M  parcourt 
la  circonférence  ; 
2^  Le  lieu  du  point  I,  intersection  de  CD  avec  OM. 

(H.  B.) 

16S.  Résoudre,  en  nombres  entiers ,  Féquation 

a'-f.(2a-*-1)(x-l)  =  y«.  (H.  B.) 

169.  Trouver  le  lieu  des  normales  à  un  ellipsoïde,  parallèles 
à  un  même  plan.  (H.  B.) 

170.  Trouver  l'enveloppe  de  Taxe  d'une  parabole  passant  par 
un  point  fixe  et  tangente  à  une  droite  fixe.  (H.  B.) 

171.  Résoudre,  en  nombres  entiers,  l'équation 

a:»4.17  =  yV  (H.  B.) 

17S.  Étant  donné  un  produit  de  n  facteurs  linéaires,  à  deux 
variables,  de  la  forme 

(x  -f-  y)  (x  -f-  y  —  1)  (x  -^  y  —  2) (x  n-y  —  «  -*-  i), 

on  propose  de  le  décomposer  en  une  somme  de  produits  où  les 
variables  soient  séparées.  (H*  B.) 

178.  Dans  un  triangle  formé  par  trois  arcs  d'hyperboles  équi- 
latères  ayant  même  centre,  ou  par  trois  arcs  de  paraboles  ayant 
même  foyer,  la  somme  des  trois  angles  vaut  deux  droits. 

(H,  B.) 
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t74l.  Pour  une  certaine  altitude  du  baromètre  élevé  indéfini- 
ment dans  Talmosphère  terrestre,  la  colonne  mercurielle  doit 
cesser  de  baisser  et  doit  même  reprendre  une  marche  ascension- 
nelle. A  quoi  faut-il  attribuer  cette  conséquence  de  la  formule  de 
Laplace?  (Babiket.) 

175.  Si  par  un  point  0,  pris  sur  une  circonférence,  on  mène 
trois  cordes,  et  que  Ton  décrive  sur  chacune  d'elles,  comme  dia- 
mètre, une  circonférence,  ces  trois  courbes,  qui  ont  un  point 
commun ,  se  coupent  en  trois  autres  points  situés  sur  une  même 
droite.  (Salmopc.) 

176.  Parmi  les  nombres  de  deux  chiffres,  dans  le  système 
décimal,  il  en  est  qui,  renversés,  représentent  le  même  nombre 
dans  un  autre  système.  Dans  quelle  dizaine  ce  cas  est-il  le  plus 
fréquent?  (Salmon.) 

177.  Étant  donné  un  certain  nombre  de  points,  si  une  droite 
est  telle,  que  la  somnie  obtenue  en  ajoutant  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ces  divers  points  sur  la  droite,  respectivement  mul- 
tipliées par  m',  m'%  m'",..,  soit  constante,  cette  ligne  est  consom- 
ment tangente  à  une  circonférence  dont  le  centre  est  le  centre 
des  moyennes  distances  des  points  donnés.  (  Salmon.) 

178.  Théorème.  Si,  en  multipliant  f(x)  par  x  — a(a>0), 
on  introduit  2A;h-  1  variations,  l'équation  f(x)  =  0  a,  au  moins, 
2A;  racines  imaginaires.  (Finck.) 

179.  Discuter  l'équation 

a:««-.  J  -I-  a{x'^-'  —  x)  =  0.  (E.  C.) 


ErratuBi. 


Page  356.  Queslion  170.  —  Au  lieu  de  :  concours  de  la  face,  Usez  :  con- 
cours des  diagonales  de  la  face. 
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PRINCIPES   DE   GÉOMÉTRIE   TRICIRCULAIRE 
ET  TÉTRASPHÉRIQUE; 

par  M.  ÉD.  Lucas  ,  professeur  au  Lycée  Gharlemagne. 

(Ftn,voiri.  II,  p.  957.) 


§  XIII. 

DES  ÉQUATIONS  QUADRATIQUES  DU  CERCLE  RADICAL. 

Pour  obtenir  Féquation  homogène  du  cercle  radical,  il  faut 
employer  une  équation  du  second  degré.  Ce  cercle  est  le  lieu 
géométrique  des  centres  des  cycles  de  rayon  nul,  et  forme  la 
ligne  de  séparation  des  centres  des  cycles  réels  et  des  cycles 
imaginaires  du  système.  Le  cycle  de  rayon  nul  a  pour  équation 

Ix  -f-  my  -4-  n«  =  0, 
avec  la  condition 

P  -»-  m*  -»-  n'  +2mii  ces  A  -♦-  2«/  ces  B  -♦-  2/fn  cos  C  =  0. 

Cette  dernière  relation  peut  être  considérée  comme  Véquatiofi 
tangentielle  du  cercle  radical.  Les  règles  ordinaires  du  calcul  des 
enveloppes  donnent,  pour  Véquation  du  cercle  radical,  en  coor- 
données tricirculaires  : 


i,  ^cosC,  cosB,  X, 
cosC,  1,  cos  A,  y, 
cosB,   cos  A,      iy      Zj 


0. 


On  obtient,  par  le  développement, 


X*  sin'  A-^y*  sin*  B  -♦-  z*  sîn'  C  -»-  ^yz  (cos  B  cos  C  —  cos  A)  +  •• 
H.  ^9 


=  0. 
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En  égalant  à  zéro  le  discriminant  de  cette  équation,  on  retrouve 
le  carré  de  sin*(A,  B,  C)  :  cela  revient,  en  effet,  à  exprimer 
que  le  rayon  du  cercle  radical  est  nul. 


§XIV. 

DE   LA  RELATION   FONDAMENTALE. 

La  formule  qui  donne  le  rayon  du  cercle  radical  peut  être 
écrite  ainsi  : 

2rî,  rî+rî-dî,  rî  +  rî-dj, 

32R«S*  =  —     rî-^rî  — dî,  2î1,  i-J^-rî-dî, 

rî-t-H  — cÇ,    rî-t-rî  — «Ç,  ârj. 


Si  Ton  observe  que  le  rayon  du  cercle  radical  s'obtient  par 
rélimination  des  variables,  entre  les  équations,  en  coordonnées 
cartésiennes,  des  cycles  de  référence,  il  suffît,  pour  obtenir  la 
relation  fondamentale  entre  les  trois  coordonnées  circulaires 
d'un  point  quelconque,  de  remplacer,  dans  le  second  membre  de 
la  formule  précédente,  les  quantités  rî,rj,  rj,  respectivement 
par 

rj  -+-  ârjx,    rî  ♦+-  2r^,    ti  -*-  2rsZ, 

et  d'égaler  à  zéro  le  résultat. 
Cette  relation  est  ainsi  : 


rî-4-2riar,         riX-f-rjy-i-rirjCOsC,  riX-t-r^-f-rirsCOsB, 
riX-*-r,y-4-r4r,cosC,         rî-t-2riy,  r^-^rsZ-*-r,r,cosA, 

riXH-rBZ+rirjCOsB,  r^ -f- rjZ -i- far,  ces  A,  ti-^2uz. 


=0. 
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§  XV. 

DU  SYSTÈME   DE  DEUX  CERCLES  RÉCIPROQUES. 

L'équation  homogène  du  second  degré  : 

Ax»  -^  A'y»  -^  k!'z^  -\-  ^Byz  -*-  2B'zx  -+-  2B''xy  =  0, 

représente,  en  général,  une  anallagmatique  du  quatrième  ordre, 
linéaire  ou  quartique  bicirculaire,  lorsque  x,  y,  z  désignent  des 
coordonnées  tricirculaires.  Cependant,  si  la  courbe  donnée  par 
réquation  précédente  passe  par  le  centre  radical ,  lequation 
s'abaisse  au  troisième  degré,  et  représente  une  cubique  circulaire. 
Si  le  discriminant  est  égal  à  zéro,  le  premier  membre  se  décom- 
pose en  deux  facteurs  linéaires,  et  Téquation  représente  un 
système  de  deux  cycles. 

Nous  ferons  observer,  dès  maintenant,  que  la  théorie  analy- 
tique des  tangentes,  des  droites  polaires,  des  coniques  circon- 
scrites, inscrites  ou  conjuguées  au  triangle  de  référence,  s'ap- 
plique à  la  théorie  des  cycles  tangents,  des  cycles  polaires,  des 
quartiques  bicirculaires  circonscrites,  inscrites  pu  conjuguées  au 
tricycle  de  référence. 

Pour  trouver  1  équation  qui  représente  le  système  de  deux 
cercles  réciproques,  nous  remarquerons  que  leur  ensemble  con- 
stitue une  quartique  ayant  deux  points  doubles,  situés  sur  le 
cercle  radical;  et  réciproquement.  Donc,  en  représentant  par 

/x  -♦-  wy  H-  nz  =  0, 

le  cycle  bissecteur  de  ces  deux  cercles,  et  par 

R  =  0, 

le  cercle  radical,  qui  forme  l'autre  cercle  bissecteur,  on  aura, 
comme  équation  d'un  système  quelconque  de  deux  cercles  réci- 
proques : 
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Si  Ton  considère,  de  même,  un  second  système  de  deux 
cercles,  représentés  par 

on  obtient ,  pour  Féquation  des  cycles  passant  par  leurs  points 
d'intersection, 

Ix  -f-  »iy  -♦-  nx  =  d=  (l^x  -♦-  wiiy  +  it|Z); 

et,  par  suite,  cette  proposition  : 

Théorème.  Les  cycles  qui  passent  par  les  points  d'intersection 
de  deux  cercles  quelconques,  et  les  cycles  qui  passent  par  les  inter- 
sections de  chacun  d'eux  avec  le  cercle  radical,  forment  un  fais- 
ceau harmonique. 

On  trouvera  de  même,  en  coordonnées  tangentielles,  I  équa- 
tion du  système  de  deux  cercles  réciproques. 


§  XVI. 

DES  CERCLES  CIRCONSCRITS  AU  TRICYCLE. 

Si,  dans  Téquation  générale  du  système  de  deux  cercles,  on 
fait  disparaître  les  coefficients  des  carrés,  on  obtient: 

R  s=  (x  sin  A  ^  t/  sin  B  :±:  z  sin  C)*; 
ou,  en  développant 

cos(B±C)  — cosA      cos(C±A)  — cosB      cos(A±B)--cosC 

X  y  z  ^   ' 

On  peut  rendre  cette  équation  rationnelle  par  la  disparition  des 
doubles  signes  et  par  le  remplacement  des  cosinus  en  fonction  des 
rayons  des  cycles  de  référence  et  des  distances  de  leurs  centres. 
Elle  devient  du  seizième  degré  en  coordonnées  cartésiennes ,  et 
représente  le  système  des  huit  cercles  passant  par  trois  quelcon- 
ques des  six  points  d'intersection  de  trois  cercles  donnés. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  295  ~ 

L'équation  du  cercle  K,  circonscrit  à  un  tricycle  déterminé, 
s'obtient  par  la  règle  des  signes  : 

.    B-i-C  — A.  .    C-^A  — B  .    A-t-B  —  C 

yz  sin h  zx  sm •-  xy  sm =  0. 

^  2  2  2 

On  obtient  les  autres  cercles  K^^,  Kb,  K^,  par  le  déplacement  du 
point  de  comparaison.  Les  cycles  bissecteurs  des  quatre  couples 
de  cercles  circonscrits  ont  pour  équation 

X  sin  A  =b  y  sin  B  :^  js  sin  G  =  0, 

et  forment  un  tétracycle  conjugue  au  tricycle  de  référence. 


§  XVII. 

DU   CERCLE   CONJUGUÉ   AU   TRICYCLE. 

Si ,  dans  Téquation  générale  du  système  de  deux  cercles  réci- 
proques,  on  fait  disparaître  les  coefficients  des  rectangles ,  on 
trouve  les  relations  # 

mn  =  cos  B  CCS  G  —  ces  A , 

ni  ==  cos  G  COS  A  —  cos  B , 

Im  =  cos  A  COS  B  —  cos  G  ; 

dont  on  déduit ,  pour  Téquation  du  cercle  conjugué, 

COS  A  cos  B  cos  G  ^ 

X* h  y* H  z*  s=rO; 

cosBcosC — cosA         cosC  cosA— cosB         cosA  cosB  —  cosC 

et,  pour  réquation  du  cycle  bissecteur, 

V.  91  Z 

=  0. 


cos  B  cos  G  —  cos  A       cosCcosA  —  cosB       cosAcosB — cosG 

Il  n  y  a  qu'un  seul  système  de  cercles,  conjugué  au  tricycle  de 
référence. 
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§  XVIII. 

DES  CERCLES  II9SCRITS  AD  TRICYCLE. 

Le  couple  des  deux  cercles,  à  la  fois  tangents  intérieurement 
ou  extérieurement  au  tricycle  de  référence,  a  pour  équation 

sin— l/â-f-  sin-l/f/  -+-  sin— \/F=0; 
2  2^2 

ou,  par  le  développement, 

Jssx'sîn* — h  •••  —  2vicsin'  — sîn' ••  =0, 

2  ^22 

ainsi  qu'on  peut  le  déduire  du  théorème  de  M.  Casey  (*). 
On  peut  aussi  vérifier  ce  résultat  ainsi  qu'il  suit.  On  a  l'identité 

ABC 

R  sin*  ~ sin*  --  sin"  —  —  J  sin*  (A,  B,  C)  «=  {Ix  -+-  my  -♦-  nz)\ 
2         2         2 

dans  laquelle  on  a  posé 

/  ==  (i  —  cos  A)  (1  +  ces  A  —  ces  B  —  ces  G), 
m  =  (1  —  cos  B)  (i  -f-  cos  B  —  cos  C  —  cos  X), 
n  ==  (1  —  cos  C)  (4  4-  cos  C  —  cos  A  —  cos  B). 

En  se  reportant  à  la  première  forme  de  l'équation,  on  obtient 
encore,  pour  les  équations  des  cycles  qui  joignent  les  sommets 
du  tricycle  aux  points  de  contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés 

opposés  : 

.  .B  C 

Vsm*  — =zsm"— > 
^2  2 

z  sm*— =xsm*— > 
2  2 

.A  .     B 

xsm*— =  vsm•-■• 
2      ^        2 


(  *  )  Salmon.  Sections  coniques,  pp.  165  et  suiy. 
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Ces  trois  cycles  sont  concourants.  On  obtient,  par  le  principe 
des  signes 9  les  équations  des  cercles  ex-inscrits;  et  ainsi,  pour 
réquation  de  Ja  : 

sin  — K — X  -I-  ces— ï/y -*-  ces— i/I=0. 
2  2  2 

Déterminons  maintenant  les  coeiBeients  l^m^  n,  de  Téquation 
générale  du  cycle,  de  manière  qu'il  soit  tangent  à  J  et  Ja.  Nous 
trouvons,  comme  équation  de  ce  cycle  tangent  commun  : 

opsin'-  =  4  (y  -  z)  sin— ^  sm— ^ — 

On  voit  que  ce  cycle  passe  par  l'intersection  des  cycles  x  et 
y  —  z.  Cest  la  démonstration  analytique  du  théorème  de  Hart. 

On  obtient  Téquation  qui  donne  les  rayons  p^  et  p2  d^s  cercles 
inscrits,  en  égalant  à  zéro  l'expression  du  carré  du  rayon  du 
cercle  radical,  dans  laquelle  on  a  remplacé  r^,  r2,  rs,  respective- 
ment, par  r^-h  p,  rj-f-  p,  TjH-  p;  on  trouve  ainsi  un  déterminant 
plus  simple  que  celui  de  M.  Bauer  (Journal  de  Schlômikh,  t.  V). 
En  appelant  P  le  produit  des  rayons  des  cercles  inscrits,  on  a 

1       4S*-—  djrtru  —  dlr^ri—  dlr^r^ 
P""  4R»S«  ' 

et,  en  désignant  par  P^^,  P,,  Pc,  les  produits  correspondants, 
pour  les  groupes  des  cercles  ex-inscrits,  on  obtient 

i    _L    i-    jL— il. 

P^Pa'*"Pb*^Pc'"R*' 
donc  : 

Théorème.  Le  carré  du  rayon  du  cercle  radical  de  trois  cercles, 
est  la  moyenne  harmonique  des  produits  des  rayons  des  cercles 
tangents  de  même  couple. 
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SUR  LÏHVELOPPE  DTIH  CYLINDRE  DE  RÉVOLUnOH; 

par  M.  Le  Paige,  docteur  en  Mathématiques. 


t.  On  sait  que  Tenveloppe  d*un  cylindre  de  révolution,  de 
rayon  conslant,  dont  Taxe  se  meut  en  restant  tangent  à  une 
courbe  à  double  courbure ,  se  compose  d*une  surface-canal  et 
d'une  surface  développable,  formée  de  deux  nappes  (*). 

Les  surfaces  réglées  dont  nous  nous  proposons  de  parler  sont 
engendrées  d'une  manière  analogue. 

.   Soit  une  courbe  à  double  courbure,  rapportée  à  trois  axes  rec- 
tangulaires OX,  OY,  OZ  (**), 

Soient  MT,  MG,  MN  la  tangente,  la  normale  principale  et  la 
binormale  en  un  point  M  de  cette  courbe. 

Nous  prenons  une  droite  MA  qui  forme,  avec  les  droites  MT, 
MC,  MN,  des  angles  constants,  dont  les  cosinus  sont  A,  B,  G. 

La  droite  MA  est  Taxe  d'un  cylindre  de  révolution,  de  rayon 
constant,  dont  on  se  propose  de  chercher  l'enveloppe. 

Cette  enveloppe  sera  composée  d'une  surface-canal  et  d'une 
surface  réglée,  à  deux  nappes,  ayant  pour  génératrice  la  géné- 
ratrice du  cylindre,  menée  par  un  point  de  la  perpendiculaire  à 
deux  droites  consécutives  MA,  M'A',  à  une  distance  de  M  égale 
au  rayon  R  du  cylindre. 

Si  (X,  P,  y  sont  les  cosinus  directifs  de  MA  ;  <xi ,  Po  7i  ceux  de 
la  perpendiculaire  dont  nous  parlons,  la  génératrice  a  pour  équa- 
tions : 

X  =  -Z  — "z  — R-y«-f-x-f-Raj,  .    .     ,     .  (1) 
y         r  Y 

Y::=ê.Z-£z-R^ri  +  y-*-Rpi (2) 

Y  Y  Y 


(*)  Catalan.  Remarques  sur  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces ,  p.  39. 
{**)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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L*équation  de  la  surface  réglée  s'obtiendra  en  éliminant  x,  y,  z 
entre  les  équations  (1),  (2)  et  celles  de  la  courbe  à  double  cour- 
bure. 

S.  La  surface  réglée  peut  être  développable  ;  pour  cela,  il  faut 
que  deux  génératrices  voisines  se  coupent. 
Celte  condition  est  exprimée  par  Téquation  : 


d'y  doL 

ds  ds 


^'ds      '^  ds 


(3) 


Dans  cette  égalité,  a,  6,  c  désignent  les  cosinus  directifs  de  la 
tangente  MT.  Nous  désignerons  par  /*,  g^  h  ceux  de  la  normale 
principale;  par/, tiï,  n  ceux  de  la  binormale. 

On  aura,  en  outre  : 


et 


Si  Ton  pose 


a  =Aa-4-  B/'-*-C/, 
p  =A6  -H  89  +  Cw,| 
y  =  Ac  -I-  BA  -♦-  Cn; 


W 


on  trouve  facilement  : 
^  ds      ^  ds 


p.=- 


ds        dy 


dp 


'ds      ^ds 


->  ri' 


A        '  '^^  A  A 

Les  égalités  (4),  et  les  relations  entre  les  cosinus  a,b,c',f,g,h; 
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l,m,  n,  nous  permettent  d'établir  les  formules  suivantes  : 

—  AB  i^  -  AC  f-  -4-  -]  —  BC  ^. 

r  \p        r/  p 

da         dr       ^  'm       „, /m      6\       ^,6 
r- a— =  A«—  +  BM — h-   -*-C'- 

as  as  p  X?       ^'  T 

_AB^-Ac(^-*-îîî  -BC^, 

r  \p       r/  p 

«-p  — Ô^-  =  A'  — -♦-  B*    --I--    -+-  C«- 
,  d$      "^  d$  p  \  p       r/  r 

_AB*-Acfî-i-ii)-BC*. 

r  \p        r/  p 

-44-(^7)'-  •  • 


On  en  conclut 

On  trouve  de  même 


En  outre, 


cp  —  6y  =  C/*  —  B/ , 
ca  —  ay  =  Bm  —  Cj. 


d«j     dp,    dyi 

""  ^'^  ^"  dJ'  "57'  "dT 


(îJ) 


(6) 


se  calculent  aisément  en  fonction  des  quantités 

S.  Appliquons  ces  résultats  à  Thélice  représentée  par  les 

équations  : 

x  =  cosz,    ysssinz. 
On  en  déduit  : 

oe= rismz,     0  s=— — cosz,  c  =«—-:» 

1/2  1/2  1/2 

A==0, 


f  c=sCOSZ, 

l  s=  —  sin  z , 
1/2 


j(  =sinz, 

1  1 

m  «as cos«,  ««=»——» 

1/2  W^ 
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Au  moyen  des  formules  précédentes  on  voit  que  : 

1 
«« r[(A  — C)sînz  — B\/2cosx], 

1/2 

6=      r(A  —  C)  C08 z -*-  BV/2sin«l, 

j/2^ 

1/2 

A  -*-  C 

«1  =  [(A  —  C)  sin  «  —  B 1/2  cos  zl, 

l/2p  — (A-f-C)'] 

Ô,  = ^  [(A  —  C)  cos z  -*-  Bj/â  sin  z] , 

V/2  [-2  -  (A  -*.  C)*] 

ri=-^l/2-(A-i-C)% 
»/2 

da, (3,  </Pi a, 

^^"""v/5'     rf7~"v72' 
rfr        d«          ^  A      /^^y        **?        A 

En  transportant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  condition  (3), 

on  trouve  : 

ùx  —  ay       cp  —  by 

d*où  Ton  déduit  : 

c  =  y  (aa  +  6p  +  cr)» 
ou 

c  =  Ar (7) 

La  surface  est  développable  si  A=l,  B=C=<).  Alors 

C'est  Tapplication,  au  cas  particulier  que  nous  traitons,  du  théo- 
rème énoncé  en  tète  de  cette  Note. 
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4.  La  relation  (7)  est  susceptible  d'une  interprétation  élégante  : 
elle  revient  à  la  formule  : 

C09  TX  =:  cos  AT .  ces  ÂX. 

Les  ares  TX ,  AT,  AX  doivent  être  les  côtés  d'un  triangle  sphé- 
rique  rectangle,  dont  TX  est  Thypoténuse. 

Soient  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité,  MX  une  parallèle  à 
Taxe  desX,  passant  par  le  centre.  Menons  un  cercle  perpendi- 
culaire à  MX  et  tel  que  XV  =  arc  TX.  Sur  ce  cercle,  nous  prenons 
un  point  T  et  nous  menons  Tare  de  grand  cercle  PTA.  On  a 

cos  TX  =  cos  AX  cos  AT, 

A  la  limite,  AX=0,  A==l. 

SiAX  =  TX: 

A  =  ^;    r  =  i. 

La  surface  est  un  cylindre  droit.  Si  B  =  0,  c'est-à-dire  si  l'axe 
du  cylindre  est  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  normale  prin- 
cipale. A*  H- C*=l. 

La  relation  (7)  devient,  dans  ce  cas, 

A»-4-AC  =  l. 

La  surface  n'est  développable  que  si 

C*  — AC  =  0, 
ou 

C(A— C)  =  0. 

Si  C=0,  on  trouve  l'héliçoïde  développable. 
On  retrouve  le  cylindre,  si 

A  =  C,  A=.-lr- 
1/2 

On  sait,  en  effet,  que  l'héliçoïde  à  noyau  plein  est  gauche. 

On  ne  peut  non  plus  satisfaire  à  la  condition  (7)  en  posant 
6=1 .  Dans  ce  cas ,  on  a  la  surface  de  la  vis  à  filet  carré;  et  cette 
surface  est  gauche. 
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SUR  UNE  ÉQUATION  AUX  DIFFÉRENCES  FINIES; 
par  H.  G.  Le  Paige. 


Proposons-nous  d'intégrer  Téqualion  aux  différences  finies  : 

-*--+9(î  — ^9  — *), (A) 

avec  les  conditions  initiales  : 

ç(p,l)  =  l,cp(0,1)  =  1. 
Il  est  visible  qu'elle  revient  à 

?(P»9)  =  (P  — 9-*-2)(p(p,î-l)-i-9(p  — 1,ç).    .  (B) 

C'est,  à  la  notation  près,  l'équation  qui  se  présente  dans  Tin- 
tégration  de  l'équation  linéaire 

xy".hAy'-y==Or). 

L'équation  (B)  nous  donne,  en  y  introduisant  les  conditions 

initiales  : 

ç(p,  2)==9(p  — i,2)-i-p, 

9(p  — l,2)=:9(p-2,2)  +  p  — 1, 


9(2,2)  =  i. 
D't)ù 

?(p,2)  =  2{l-f.2  +  ...^.p-i^p)  =  ^^J^^. 
L'équation  (A)  conduisait  immédiatement  à  ce  résultat. 


(*)  Bull,  de  VAcad,  roy.  de  Belgique,  mai  4876. 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  302  — 
Cette  même  équation  nous  donne  ensuite  : 

^^'    ^  1.2  1.2  1.2 


psi 

puis 

(p(p,4)=3.5  2  Cp+».8  =  3.5C^+^.. 

On  voit  aisément,  par  induction,  que  Ton  a  en  général  : 
?  (Pi  9)  ==  1  •  3  .  5  ...  {2g  -^  3) .  C^+,. I. i,+, . 
On  ramène,  sans  difficulté,  cette  expression  à  la  suivante  : 

91P»  9)  ""  2»-'  r (g)  r  (p  —  V  -^  2)' 

Question.  Les  fonctions  ^  (nt^  p)  satisfont  à  Téquation  aux 
différences  : 

(m  —  p)(p(m  —  1,p)-4-  fW9(fn  — l,p  —  1)  =  (m  -4-  i)?(»w,p), 

avec  les  conditions  : 

1  1 

?("».0)=— — j-,     <P(«»,i)  =  -- 


On  a  : 


^^'»'^>°2,.2.5...(p-^-H2)'P<"''^>-     • 


(C) 


p  B 

|xp(m-<,p)=2  [?m— p  +  g]       ':'     <p(m— i,p— 7).  (D)('*) 
^i  1  ,JL,o»„q 


{*)  Gâta  LIN.  Court  d'Analyse,  p.  41. 

(*')  Les  formules  (C),  (D)  comprennent,  comme  cas  particuliers,  les  rela- 
tions que  nous  avons  données  entre  les  Nombres  de  Bernoulli.  {Comptes 
rendus,  t.  LXXX ,  p.  966 ;  BulL  de  l'Acad.  roy.  de  Belgique,  t.  XLI,  p.  1017, 
etiV.C.ir.,  t  II,p.  127.) 
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SUR  LA  GÉNÉRALISATION  D'UNE  FORMULE  DE  M.  CATALAN; 

par  M.  TCHÉBTCHEF,  Membre  de  l'Académie  de  Saint-Pétersboarg. 

( Gommunieation  faîte  au  Congrès  de  Clermont-Ferrand,  leil  août  1876.) 


f .  M.  Catalan  vient  de  faire  cette  remarque  importante  :  la 
limite  de  la  somme 

i  1  1 


n  -*-  i       n  -*-  *2  2n 

pour  n  infini  y  qu'on  trouve  égale  à  I.  2,  résulte  de  Yidentité 

facile  à  vérifier  (*).  Cette  identité,  remarquée  par  M.  Catalan,  et 
qui  rend  très-nette  la  convergence  de 

1  i  i 


n  -»-  4       n  H-  2  2n 

vers  1.  2,  quand  n  croit  indéfiniment,  mérite  d'autant  plus  d  at- 
tention qu'elle  peut  aisément  être  généralisée  {**).  Au  moyen  de 
cette  généralisation,  on  trouve  une  formule  arithmétique  d  un 
genre  tout  nouveau. 

S.  En  effet,  si  dans  le  premier  membre  de  l'identité  (1),  on 
remplace  les  unités  par  les  termes 

(*)  Note  sur  une  formule  de  M.  Botesu,  dans  les  Bulletins  de  l'Académie 
royale  de  Belgique,  4872.  —  Nouvelles  Annales,  4874;  etc.       (£.  C.) 
(**)  Elle  Ta  déjà  été  par  M.  Laisant  (Nouvelles  Annales,  4874).    (E.  C.) 
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d'une  série  quelconque,  le  second  membre  devient 

n  -*-  i         n  -H  2  2n 

Ut— Ut      t/«— «4  !««.— «i. 


Faisant 

v«  =  v,  — Uto, (2) 

on  a  donc  Tidentité  : 


«I  «1  «,  ttt«  1/,.+,  t/fc,+4 


1        2        3  2m      n  +  1       n  +  3  2n 

i        2  n 


^(3) 


S.  Passant  au  cas  de  n  infini,  et  en  observant  que»  pour  cette 
valeur  de  n,  la  somme 


Utm'^%  Kte-Hl  ^      «i» 


n  -*- 1        n  -*-  2  2n 

devient 


[;rb  -  „-:b-  ••-^]«-«»=o-2)-H-«-=«..'-2  o. 


lim 

on  trouve 


,  a       t*i       «,       t/s 


|_^_^_^...J;       (4) 


relation  dans  laquelle  les  quantités  v^,V2^v^ , ...  sont  déterminées 
par  la  formule  (2). 


(*}  Soit  lim.  ti„  =:  t4«  :=  A.  Soient,  en  outre,  a  et  |3  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  des  numérateurs  Uu+tt  ^n+ty  •••!  tii».  La  somme  considérée, 
Sfa,  est  comprise  entre 

a    -H -H h—      el    /3    -H -H H—    ; 

L»-+-l       n-+-2  2nJ  \ji-^\      n-»-2  2nJ' 

quantités  dont  la  limite  commune  est  X  (1. 2);  etc.  (E.  C.) 
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4.  Pour  montrer  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  formule  (4), 
nous  prendrons 

X 

a  étant  une  quantité  positive  quelconque,  et  le  signe  E  désignant, 
à  l'ordinaire,  la  partie  entière  de  ax. 
Pour  cette  valeur  de  ax, 

___  E[ax)      E {^ax)       2E {ax)  —  E {^ax) 
''  X  2a?      "~*  2a; 

La  différence 

2E(ax)  — E(2ax) 

se  réduit  à  —  1  ou  à  0,  suivant  que  E  (2ax)  est  pair  ou  impair. 
On  a  donc 

2E  (ax)  —  E  (2aa;)  =  _  ^  •*•  H  ^)'^'"\ 


v.  =  - 


4x 
Portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (4),  et  observant  que 

u»  =  lim. — i — =  a, 

X 

on  obtient 

E(a)      E(2o)       E(3a) 


al.2: 


1*  2* 


H i , i i , i i , 

4.1*  4.2»  4.5»  ' 

ou 

^^^^4E(o)-hH)'<^>  i  ^^i'^^)-i-^Y^*'^  ^  4E(5a)-t-(-1)'W 


i'-^h'^h'^"')' 


II.  20 
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La  seconde  ligne  égale  ^ .  Ainsi 

4a  1.2 = 

6 

4E  (a)  -*-  {—  !)«<'•>     4E(2a)—  (—  i  )'<*•>      4E  (3a)-H(-  i)«f«-> 


{^) 


ft.  Si  Ton  fait 


ce  qui  suppose 


4al.2-.-  =  X, 


6X 


ae=- 


241.2 


(6) 


on  parvient  à  ce  développement  de  la  quantité  X,  en  série  com- 
posée de  fractions  ayant,  pour  dénominateurs,  1*,  2*,  3*, ...  ; 


X  = 


\  241.2  /      ^       ' 


-(^^)-<-)'''^l 


\n-  •  (7) 


\     241.2  /      ^       ' 


(*)  Nous  sommes  autorisé,  par  Tillustrc  Géomètre  russe,  à  publier  cette 
remarquable  extension  d'une  simple  identilé,  rencontrée  par  hasard. 

(E.  C.) 
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SUR  DEUX  QUESTIONS  D'ANALYSE  INFINITESIMALE. 


I 

SUR  LA  THÉORIE  DES  ENVELOPPES. 

J'explique  chaque  année,  dans  mon  cours,  d'après  le  Traité  de 
calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral  de  mon  ancien  professeur, 
TiMMERMANs,  Ic  parsdoxc  signalé  par  M.  Miewenglowski  {*). 

Une  équation  de  la  forme 

F,(x,y)y(a)-4-F,(x,y)  =  0, 

où  a  est  un  paramètre  variable,  représente  un  faisceau  de  courbes 

passant  toutes  par  les  points  d'intersection  de  deux  quelconques 

d'entre  elles;  par  exemple,  de  celles  qui  sont  données  par  les 

relations  : 

F,  =  0,    F,  =  0 (1) 

Elles  n'ont  pas  d'autres  points  comniuns.  Si  Ton  cherche  l'enve- 
loppe, on  retrouve  naturellement  ces  mêmes  points  communs, 
représentés,  cette  fois,  par 

F,?(a)  +  F,  =  0,    F,/(«)  =  0 (2) 

Ces  points  se  trouvent  aussi  sur  tous  les  lieux  géométriques 
obtenus  en  déduisant,  de  F|  =  0,  F2«=*0,  une  relation  qui  en 
découle  légitimement,  ou  en  éliminant  a  entre  les  équations  (2). 
Mais,  en  aucun  cas,  ces  points  ne  dépendent  de  a. 

Il  en  est  de  même  si  le  faisceau  est  représenté  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

F,?,(«)-*-F,f,{a)  =  0, (5) 

')  Voir  pp.  120,182,485. 
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comme  dans  le  cas  signalé  par  M.  Niewenglowski.  On  a  alors , 
pour  les  points  communs , 

F.yl  («)-*- F,?;  («)=0 (4) 

On  peut  choisir  (f^,  (f^,  de  manière  qu'une  combinaison  de 
ces  deux  équations  ne  contienne  plus  a,  et  soit  distincte  de 
F|=:0,  F,=0.  Ainsi,  en  faisant 

?i  («)  =  e*«  -4-  m,    ^  (a)  =  e*«  -H  n, 

on  trouve,  pour  Téquation  (4),  la  relation 

équivalente  à 

F,  -f-F,=:0. 

Elle  permet  de  tirer,  de  (3)  : 

mFj  -*-  nF,  =  0. 

II 

SUR   LE   DÉVELOPPEMENT   DE   ARC  TANG  X. 

Voici  pourquoi  j*ai  dit  (*)  que  la  formule 

4""    ""3"*'5      ?"*"' 

n'est  pas  démontrée  rigoureusement  dans  la  plupart  des  Manuels 
de  Calcul  infinitésimal;  par  exemple,  dans  le  beau  Cours  d'Ana- 
lyse de  M.  Hermite  (p.  441). 
On  part  de  la  formule 

_i— =  i-a;'  +  «*-x'  +  ...(-i<«<4),.    .(i) 
1  -*-  a;" 

(')  Voir  p.  405. 
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et  Ton  en  déduit,  en  intégrant  entre  les  limites  0  et  x, 

ac'      X»      x' 
arc tangx  =  «—--•-*-■--  —  --•-•-•.     .    .    .    .  (2) 

Oui 

€  Pour  x=3 1,  le  développement  de  j^^  cesse  d'avoir  lieu,  » 
dit  M.  Hermite;  «  mais  la  série  obtenue  pour  arc  tang  x  étant 
alors  convergente,  on  trouve  que 

II  ne  suffit  pas,  évidemment,  comme  le  remarque  M.  Gilbert, 
que  la  série  soit  convergente  pour  x«=1,  il  faut  aussi  qu'elle  soit 
continue.  On  devrait  donc,  dans  le  cas  actuel,  avoir  démontré, 
préalablement,  Tégalité 


[s?     of         n  i     i 


lim 
ou 


ce  que  Ton  ne  fait  pas  d'ordinaire,  quoique  ce  soit  assez  facile. 
En  effet,  les  termes  de  la  série  entre  crochets  vont  en  décrois- 
sant, si  X  est  <  1  ;  et,  par  suite,  la  somme  de  la  série  est  finie. 

En  outre,  pour  que  Ton  puisse  déduire  la  relation  (2)  de  la 
relation  (1),  même  dans  le  cas  où  x^  est  <  1,  on  doit  prouver 
que  la  série  (1)  esi  absolument  convergente,  c'est-à-dire  que  le 
reste  R  de  celte  série  tend  vers  O,  quels  que  soient  n  et  x,  même 
si  l'on  fait  varier  n  et  x  à  la  fois  (*). 

On  voit  donc  qu'il  y  a  quelque  avantage  à  établir  le  développe- 
ment de  arc  tang  x,  par  le  théorème  de  Taylor.         P.  M. 


(*)  Voir  an  Mémoire  de  M.  Dirboux,  dans  les  Annales  de  l'École  normale 
supérieure!  février  1873. 
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I0TE8  SUR  DITKB8  ARTICLES  Dl  Li  lOUYELLB  CORBESPOIDAICB; 

par  H.  H.  Brocard,  capitaine  da  génie  (Alger). 
(Sutte.yoirt.  II,p.  115.) 


•.  La  démonstraiion  de  la  proposition  qui  fait  Tobjet  de  la 
Question  15  (t.  U  p.  92),  conduit  à  diverses  remarques. 

Soit  A'B'C  un  triangle  dont  on  prolonge  les  côtés,  dans  le 
même  sens,  de  longueurs  égales;  ce  qui  donne  le  triangle  ABC.  La 
surface  du  premier  est  la  septième  partie  de  celle  du  second. 

Cette  propriété  connue,  énoncée,  par  exemple,  dans  le  Carnet 
du  conducteur  de  travaux,  par  M.  Vasselon  (1874,  p.  131), 
permet  d'ajouter,  à  la  Proposition  15  (t.  I,  p.  66),  la  propriété 
suivante  : 

Les  segments  A  A',  BB',  CC,  sont  égaux  aux  côtés  du  triangle 
ABC. 

La  démonstration  de  ce  théorème  n'offrant  aucune  difficulté, 
'nous  en  laissons  le  soin  au  lecteur. 

En  général,  si  Ion  prolonge  les  côtés  d'un  triangle,  dans  le 
même  sens,  de  longueurs  proportionnelles,  ma,  mb,  me,  le  triangle 
résultant  de  cette  construction,  est  au  triangle  donné,  dans  le 
rapport  3w  (w  -f- 1)  -*- 1. 

7.  La  propriété  des  plus  courtes  distances  du  tétraèdre,  dé- 
montrée t.  II,  p.  108,  forme  Ténoncc  de  la  question  n*  487  des 
Nouvelles  Annales,  1"  série,  année  1859,  t.  XVIII,  non  résolue 
dans  ce  journal. 

8.  La  Note  de  M.  E.  Lucas,  sur  la  trisection  de  l'angle,  a  été 
présentée  par  l'auteur,  le  23  août  dernier,  à  l'Académie  des 
sciences,  et  publiée  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LXXXI,  n*  8, 
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p.  368.  Le  point  de  départ  de  ce  travail  est  le  passage  de  la  lettre 
de  Descartes  au  P.  Mersenne,  rapporté  dans  le  numéro  de  mai  1 864 
des  Nouvelles  Annales, 

•.  Voici  comment  M.  Matthew  Gollins  a  résolu  la  ques- 
tion U  (*). 

Soient  AOB  Tangle  donné,  AP'B  la  sécante  AB  passant  par  le 
point  P'  et  vue,  d'un  point  P,  sous  l'angle  donné  APB  (**). 

Menons  PA',  PB',  PQ,  respectivement  perpendiculaires  aux 
côtés  OA,  OB,  AB,  du  triangle  AOB;  et  traçons  les  droites 
A'Q,  QB'. 

L  angle  A'QB'  est  égal  à  la  somme  des  angles  AOB,  APB. 
Ainsi  lepoinlQ  est  Tintersection  d'un  arc  capable  de  l'angle  A'QB', 
décrit  sur  la  droite  A'B',  avec  la  circonférence  décrite  sur  la 
droite  PP'  comme  diamètre. 

Si  le  point  P'  s'éloigne  indéfiniment,  la  question  revient  à 
donner  la  direction  de  AB.  Si  alors  on  décrit,  sur  une  parallèle 
A'B'  à  celte  direction ,  un  arc  A'QB',  capable  de  l'angle  donné  Q, 
cet  arc  de  cercle  coupera  OP  au  point  Q.  On  n'aura  plus  qu'à 
tracer  PA  et  PB  parallèles  à  A'Q  et  à  B'Q. 

!•.  Question  65.  —  L'équation  (5)  (p.  125)  peut  prendre  la 
forme  plus  simple 

(x«  -H  y«  -  c*)'—  xY  (4x'  -^  V—  3c*)  =  0. 

M.  Laisant  nous  a  communiqué  une  remarquable  généralisation 
du  problème  : 

«  Conservons  les  mêmes  notations,  et  soit  AB  une  tangente  à 
une  courbe,  en  un  point  quelconque  G  : 

»  1**  Le  coefficient  angulaire  de  AB  est  moyen  proportionnel 
entre  les  coefficients  angulaires  de  FG  et  de  DE; 


{*)  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  Bor- 
deaux, tome  IX.  —  Voir  aussi  N.  C.  ilf.,  tome  II,  p.  216. 
(**)  Le  lecteor  est  prié  de  faire  la  figure. 
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»  2^  Les  droites  AB,FG9  DE  concourent  en  un  même  point  M  ; 
»  3"*  Le  lieu  de  ce  point  résulte  de  l'élimination  de  x  et  de  y 
entre  les  équations 

Y      X 

y     « 

qui  se  rapportent,  respectivement,  à  AB,  à  FG,  et  à  la  courbe 
donnée. 

»  Le  cas  où  le  point  G  décrit  la  parabole  y^  =  ipx  est  intéres- 
sant :  on  trouve,  pour  le  lieu  du  point  M,  la  parabole 

r  =  |pX(*).  . 

11.  Nous  trouvons,  page  85,  Ténoncé  suivant: 

Construire  une  parabole,  connaissant  le  sommet  A,  une  tan- 
gente TT',  et  un  point  M. 

Désignons  par  M' le  point  où  AM  coupe  la  tangente  TT',  et 
par  B  rinlerseclion  de  MB,  perpendiculaire  à  MA,  avec  AB  per- 
pendiculaire à  MTT'.  Si  Ton  prend  le  point  A  pour  pôle  de 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques^  la  droite  MTT' 
devient,  si  l'on  veut,  la  circonférence  AMB  décrite  sur  AB 
comme  diamètre;  la  parabole  devient  une  cissoïde  passant  par  le 
point  M',  tangente  à  la  circonférence,  et  admettant  le  point  A 
pour  sommet,  ou  point  de  rebroussement.  Ainsi,  la  solution 
donnée  convient,  également,  à  la  question  suivante  : 

Construire  une  cissoïde  ayant  A  pour  sommet,  passant  par  un 
point  M',  et  tangente  à  une  circonférence  donnée  AMB. 


{*)  La  parabole  y'  =  2px ,  /a  parabole  Y*= )  pX.  Voîlà  une  ellipse  bien 
forle!  Noire  jeune  et  honorable  Camarade  nous  permettra-t-il  de  lui  faire 
observer  que  y'  =  3px  est  une  éqwUion  f  (E«  C.) 
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t%.  La  propriété  du  cercle,  connue  sous  le  nom  de  théorème 
de  Côtes,  a  conduit  Delaunay  à  une  élégante  démonstration  de  la 
valeur  de  l'intégrale  définie 


/'(' 


2a  cos  X -^  a*)  cJjp, 


qui  a  déjà  fait,  dans  ce  Recueil  J*objet  d'articles  intéressants  (*). 
Nous  croyons  devoir  rappeler  brièvement  celte  démonstration  (**). 
Considérons  une  circonférence  de  rayon  1,  divisée  en  2n  par- 
tics  égales,  aux  points  Mq,  Mi,  Mj,  ....;  puis  un  rayon  OMq,  sur 
lequel  on  prend  un  point  A,  situé  à  une  distance  OA  =  a  du 
centre  0.  Soit  kMp=rp.  On  a,  d'après  le  théorème  de  Côtes  (***)  : 

r,.rs.r8...rto_,  =  a*"^1, 

quel  que  soit  a,  avec 

r,  =  1  —  2a  ces  ^ H  a\ 

Ainsi 


«-4 

a**  -i-  I 

"  0 


"-*  /  2p  -4-  i  \ 

=  U  (  l  —  2a  cos  -^- w  H-  a') 

0  \  2n  / 


Prenant  les  logarithmes  népériens,  et  élevant  les  deux  membres 
à  la  puissance  ^,  on  trouve 

Posons 

2/}  -4-  i 

— n  =  x, 

2/1 

La  variable  x  croîtra  par  différences  égales  è  ^,  de  x  =  ~  à 


(•)  VoiriV.  C.if.,  Lr,pp.l2,2i. 

(**)  Journal  de  LiouviUe,  tome  IH,  p.  555. 

{**')  Roger  Côtes,  né  à  Cambridge,  en  1682;  mort  en  1745. 
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X  =  -^=^  TT.  Si  Ton  fait  croître  indéfiniment  le  nombre  n,  la  dif- 
férence ^  sera  Ax;  et,  à  la  limite»  la  somme  ]^  deviendra  Hâté- 
grale  définie 

r  Z  (i  —  2a  cos  x  +  a*)  dx. 

Mais  (a*»-f- 1)»  tend  vers  1,  ou  vers  a*^,  selon  que  a  est  <  1» 
ou  >1.  On  a  donc  : 


b 


/  / (1  —  2a  ces  X  H-  a')  rfx  =  M  =  0,    (a<i); 
[""l  (I  —  2a  ces  X  4-  o»)  dx  =  Zo«'  =  27rte,    (a>  I ). 


0 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  S.  Réalis.  —  «  ...  Je  crois  qu'il  vaut 
mieux  lever,  dès  le  début,  toute  cause  de  malentendu,  en  énon- 
çant : 

€  Théorème  I.  Si  l'équation 

qu'on  suppose  complète  et  n'offrant  que  des  variations  de  sigtieSf 
a  toutes  ses  racines  positives,  etc.  (*).  » 


(*)  Il  nous  avait  paru  inutile  d'écrire  les  inégalités 

Ai>0,  A,>0,...,A„>0, 

conséquences  nécessaires  de  cette  hypothèse  :  l'équation  a  toutes  ses  racines 
positives,  (E.  C.) 
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Extrait  d'une  lettre  de  M.  Boset.  —  « ...  Je  regreue  seulement 

que  la  formule 

4R  (a-r)  =  a*^(a-r)'(*), 

que  j'ai  démontrée  et  qui  me  sert  de  base,  ne  se  trouve  pas  dans 
le  compte  rendu  de  ma  Note,  inséré  p.  273  (N,  C.  M.,  L  II).  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Construire  un  triangle,  connaissant  les  rayons  de  deux  des 
cercles  tangents  aux  trois  côtés,  et  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

(J.  Neuberg.) 

Soient  : 

ABC  le  triangle  demandé  ; 

D,  0,  0'  les  centres  du  cercle  circonscrit,  du  cercle  inscrit  et 
du  cercle  ex-inscrit  dans  Fanglc  A  ; 

R,  r,  r'  leurs  rayons; 

F  le  point  d'intersection  de  la  droite  00'  avec  la  circonférence  R. 

D  après  une  propriété  connue,  les  quatre  points  B,  0,  C,  0' 
sont  sur  une  même  circonférence,  dont  F  est  le  centre.  Or  (**), 

Od"=R(R  — 2r), 
015'=:  R  (R  H-  2r'). 

Dans  le  triangle  ODO',  on  connaît  donc  deux  côtés  OD,  O'D 
et  la  médiane  DF,  correspondant  au  troisième.  Par  conséquent, 
ce  triangle  pourra  être  construit  :  on  en  déduit  facilement  la  con- 
struction du  triangle  ABC.  Van  Adbel. 

{*)  Celte  formule  est  une  conséquence  immédiate  des  équations 

a«  =  («-r)(/3-»-y),     tf-4-/3  +  y=4R-4-r.  (E.  C.) 

(*•)  Théorème  d'EuIer.  Voir  Théor.  et  probl,  de  Géom.  élément.,  p.  109. 

(E.  C.) 
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Question  lio. 


Par  deux  points  donnés,  sur  une  circonférence,  mener  deux 
cordes  parallèles,  dont  le  rectangle  soit  équivalent  à  un  carré 
donné.  (J.  Necjbbrg.) 

Soient  A,  B  les  points  donnés,  et  c*  le  carré  donné. 

Lorsque  les  cordes  AG,  BD  seront  tracées,  si  I  on  mène  AB^CD» 
la  flgure  ABDC  sera  un  trapèze  isoscèle.  Or,  dans  tout  trapèze, 
la  somme  des  carrés  des  diagonales  est  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  côtés  latéraux,  plus  le  double  rectangle  dos  bases. 
Donc,  en  désignant  par  B,  6  les  bases,  par  m  la  corde  connue 
A B,  et  par  d  chacune  des  diagonales,  on  aura  : 

Mais  B6  =  c^  ;  donc 

cP  =  m*  -+-  <?. 

Après  avoir  construit  cf,  du  point  A  comme  centre,  et  avec 
d  pour  rayon,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera,  en  un 
point  D,  la  circonférence  donnée.  L'une  des  cordes  demandées 
sera  BD.  J.-B.  Barzin,  Professeur  à  Andennc. 

Autres  solutions  par  MM.  Brocard  et  Freson. 


Question  111. 

Soient  A',  B',  C  les  projections  des  sommets  du  triangle  ABC 
sur  une  droite  quelconque  D.  Démontrer  que  les  droites  A'a,  B'P, 
C'y,  respectivement  perpendiculaires  sur  BG,  CA,  kR y  passent 
par  un  même  point  M.  Lorsque  la  droite  D  enveloppe  une  courbe 
de  la  classe  m,  quel  est  le  degré  du  lieu  du  point  M?    (J.  N.) 

Par  le  point  A',  menons  A'B",  A'C"  égales  el  parallèles  à 
AB',  AC  ;  soient  a',  (3',  /  les  points  d'intersection  des  droites 
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A'a,  B'P,  C'y  avec  les  côtés  du  triangle  A'B"C";  a',  E,  F  les 
pieds  des  hauteurs  de  ce  rriangle;  P  leur  point  de  concours; 
M,  M' les  points  d'intersection  des  droites  B'(3,  C'y  avec  k'a. 
II  s'agit  de  démontrer  que  M  et  M'  se  confondent. 

Los  triangles  semblables  A'(3'B'  et  A'CC,  A'/C  et  A'B'B", 
donnent  les  proportions  : 

A'B'"^A'C"'     A'B'^A'B"' 
d'où 

A'B'.  A'C  =  A'p'.  A'C" ,      A'B'.  A'C  =  A V'.  A'B"  ; 

donc 

A'B'      A'B" 


kV       A'C" 


Or,  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  A'B"E,  A'C'F, 
on  a  : 

A'B"      A'E 

puis  : 

k'p'   _  A'E 

Les  triangles  semblables  A'M(3'  et  A'PE,  A'M'/et  A'PF  don- 
nent aussi  : 

A'M___A^       A'M'__Ay 

AP~"Â¥'   Tp~"ât' 

Comparant  ces  proportions  à  la  précédente,  on  voit  que 
A'M'  =  A'M  ;  ainsi  le  point  M' se  confond  avec  M.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer  (*).  H.  Van  Adbel. 


(*)  Voir,  à  propos  de  cette  Question,  la  remarque  faite  par  M.  Van 
Aul>cl(t.  II,  p.  381). 
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Question  lO. 


St  l'on  considère  la  série  des  coniques  drconsmtes  à  un  qua- 
drilatère fixe  ABGD9  chaque  courbe  de  la  série  est  déterminée  par 
le  rapport  anharmonique  des  droites  joignant  un  cinquième  point 
de  cette  ligne  aux  sommets  du  quadrilatère. 

Soient  p,  p',  p"ces  rapports,  pour  les  coniques  représentées  par 
les  équations 

f(x,y)  =  0,    F{x,y)  =  0,    A^.y)-*-KF(x,y)«0:  .    (I) 

exprimer  K  en  fonction  de  p,  p',  p". 

A  chaque  valeur  de  K  correspond  une  valeur  unique  de  p*\  et 
réciproquement;  donc  Ton  peut  poser 


(2) 


M>  Ny  p»  Q  étant  des  constantes,  qui  dépendent  des  coefficients 
des  polynômes  /*et  F.  Les  deux  premières  courbes  correspon- 
dent, respectivement,  aux  valeurs 

'  on  en  conclut  que  Téquation  (2)  peut  se  mettre  sous  la  forme 

K==a4^ (3) 

p  — p 

La  formule  (3)  résout  la  question  proposée. 

Pour  trouver  les  valeurs  de  ^,  p,  p',  en  fonction  des  coefficients 
des  polynômes  /* et  F,  désignons  par  K^,  K2,  Kg  les  valeurs  de  K 
pour  lesquelles  1  équation  (1)  représente  les  systèmes  AB  et  CD, 
AC  et  BD ,  AD  et  BC  ;  ces  valeurs  sont  les  racines  d'une  équation 
à  coefficients  connus  (*)  : 

(*)  Voir  Saumon. 
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M  étant  un  point  quelconque  de  la  courbe  (1),  supposons 

^^  _  sÎQ  CMA   sin  DMA 
^    ""  sin  BMB  '  sin  DMB  * 

Si  qe  point  est  sur  l'une  des  droites  AB,  AC,  AD,  p"  prend, 
respectivement,  les  valeurs  1, 0,  oo  ,  et  K,  les  valeurs  K^,  K^,  K5; 
par  conséquent,  on  a 

K|  =  A- -9     K,=  >— 9     K8  =  A; 

1  — p  p 

d'où  l'on  lire 


K  = 


K,(K,-K,)       '       K,-Kt 
K,(K,~K,)p"-K,(K,-K3) 


(K,-K,)p"-{K,-K,) 

J.  Neuberg. 


QUESTIONS  PROPOSEES. 


180.  Considérons  un  pendule  cycloldal,  et  soient  B,  G,  les 
points  entre  lesquels  oscille  le  mobile.  Construisons  un  cercle 
qui  touche  à  la  fois  la  droite  horizontale  BC  et  la  cycloïde  au 
point  le  plus  bas,  A.  Si  Ton  projette  horizontalement  le  mobile  M 
en  M',  sur  le  cercle ,  le  mobile  projection  TA'  se  déplacera  d'une 
manière  uniforme  sur  le  cercle.  (C.  Neumann.) 

181.  Si  l'on  mène  les  plans  osculateurs,  aux  points  où  une 
hélice  est  rencontrée  par  un  plan  P,  tous  ces  plans  rencontrent  P 
en  un  même  point  M.  Et  si  le  plan  P  tourne  autour  d'une  droite, 
le  point  M  décrit  une  autre  droite.  (Th.  Rete.) 

IM.  Tout  cube  est  la  différence  de  deux  carrés,  dont  l'un 
au  moins  est  divisible  par  9.  (Tait.) 
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IdS.  Trouver,  sans  calcul,  le  lieu  des  centres  des  hyperboles 
passant  par  deux  points  donnés,  et  dont  les  asymptotes  sont  paral- 
lèles à  deux  droites  données.  (E.  C.) 

184.  Les  droites  qui  joignent  le  centre  de  gravité  d^uti 
triangle,  aux  centres  des  cordes  ex-inscrits,  déterminent,  sur  les 
trois  côtés,  six  segments  en  involution.  (E.  G.) 

186.  Si  a  est  une  racine  n"**  de  Tunlté,  et  qu'on  désigne  par  P 
le  produit  des  facteurs  obtenus  en  remplaçant,  dans  rexpression 

at  -^  OtOL-^  ttja*  -4-  ...  H-  a,«"~S 

a  successivement  par  les  n  racines  de  Tunité,  on  a 


P  = 


dl  dj  ... 

df   Og   ... 

Ol 

(Stbrn.) 


186.  Si  Ton  coupe,  par  une  droite,  une  spirale  logarithmique, 
et  qu'en  u  des  points  d'intersection  on  continue  les  tangentes, 
celles-ci  rencontrent  la  courbe  en  de  nouveaux  points,  qui  sont 
situés,  n  à  n,  en  ligne  droite.  (Klein  et  Lie.) 

187.  Si  une  surface  du  second  degré  coupe  les  trois  axes  rec- 
tangulaires des  coordonnées  en  des  points  ayant,  pour  coordon- 
nées, X| ,  x^;  j^i,  y^  ;  j^i,  z^;  on  a,  lorsque  les  axes  se  transportent 
parallèlement  à  eux-mêmes , 

(fLZfîjV  pJZli^l)^  (fîZ:fl)'«eonst. 
\   x,xt  /       \   y^yt  I       \   ZiZf  J 

(Steiner.) 


Er  rainai. 


Page  275.  JEU  lieu  de  .•  iR  —  r,  liiez  :  4R  +  r. 
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SUR  LES  COURBES  UNICURSALES,  CONSIDÉRÉES  COMME 
DES  aSSOÏDES; 

par  M.  P.  Mansion,  professeur  à  l'UniTersité  de  Gand. 


HISTORIQUE. 

M.  Zahradnik  a  remarqué ,  le  premier  probablement,  que  les 
cubiques  unicursales  peuvent  être  déduites  des  coniques ,  comme 
la  cissoide  de  Diodes  est  déduite  du  cercle.  Cette  construction 
nouvelle  des  cubiques  à  point  double  (isolé  ou  de  rebrousse- 
ment),  considérées  comme  des  cissoïdes,  permet  d'ailleurs  de 
trouver  avec  facilité,  analytiquement  et  géométriquement,  les 
asymptotes  de  ces  courbes  et  les  tangentes  au  point  double. 
{Archives  de  Grunert-Hoppe ,  t.  LVI,  pp.  8-10;  résumé  dans  la 
Nouvelle  Correspondance  Mathématique  y  t.  I,  pp.  86-87.) 

M.  Nievt^englowski  généralisa  le  théorème  de  M.  Zahradnik, 
en  observant  que  toute  quartique  unicursale  à  point  triple  est 
la  cissoïde  d'une  cubique  unicursale,  ou  la  seconde  cissoîde  d'une 
conique;  qu'une  quintique  à  point  quadruple  est,  de  même,  la 
première  cissoîde  d'une  quartique  à  point  triple;  la  deuxième 
cissoîde  d'une  cubique  à  point  double;  ou  enjfin  la  troisième 
cissoïde  d'une  conique.  Plus  généralement  :  une  courbe  d'ordre  n, 
qui  a  un  point  multiple  d'ordre  (n — 1),  peut  être  regardée 
comme  la  (n — 2)"  cissoïde  d'une  conique  (Comptes-rendus  de 
l'Académie  des  sciences,  1875, 1*'  semestre,  t.  LXXX,  pp.  H58- 
1062). 

M.  Fouret  transforma  légèrement  l'énoncé  de  la  propriété 
démontrée  par  MM.  Zahradnick  et  Niewenglowski ,  de  la  manière 
suivante  : 

«  Considérons  une  conique  C,  un  point  fixe  Q  sur  cette 
II.  2i 
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conique ,  et  (n — 2)  droites  D,  distribuées  d'une  manière  quel- 
conque dans  son  plan.  Sur  chaque  transversale  passant  par  O^ 
construisons,  à  partir  de  ce  point,  un  rayon  vecteur  qui  soie  la 
somme  algébrique  des  rayons  vecteurs  déterminés  par  la  conique 
C  et  par  les  droites  D.  Le  lieu  des  points  obtenus  est  une  courbe 
d'ordre  n,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  (n— 1)  en  O,  et  ayant 
pour  asymptotes,  les  asymptotes  de  la  conique  et  les  (n — 2) 
droites  D.  »  La  réciproque  est  vraie  :  «  Toute  courbe  du  n""* 
ordre,  ayant  un  point  multiple  d'ordre  (a — 1),  est  susceptible 
d'un  pareil  mode  de  génération.  » 

Comme  le  remarque  M.  Fouret,  au  point  de  vue  de  la  Géomé- 
trie pure,  ce  mode  de  génération  ne  s'applique  réellement  qu'aux 
courbes  ayant  au  moins  (n — 2)  asymptotes  réelles.  Mais,  ajoute 
ce  Géomètre,  on  peut  substituer,  dans  la  construction  préeé- 
dente,  à  un  couple  d'asymptotes  de  la  courbe  d'ordre  n,  une 
conique  ayant  ces  asymptotes  et  passant  parle  point  0.  «  Imagi- 
nons en  effet,  sur  un  même  plan,  une  courbe  A  du  p'*~  ordre 
ayant  en  O  un  point  multiple  d'ordre  (p — 1),  et  une  conique  B, 
passant  aussi  par  ce  point  P.  Une  droite  passant  en  O  rencon- 
trera chacune  de  ces  courbes  en  un  seul  point  :  soient  a  et  6  ces 
points.  En  portant  sur  la  transversale,  à  partir  du  point  O, 
Om  =  Oa  H-  06,  on  obtiendra  un  certain  lieu  qui  sera  d'ordre 
(/)-+-2),*et  aura  en  0  un  point  multiple  d'ordre  (p-4-1).  En  effet, 
la  conique  symétrique  de  B,  par  rapport  à  O,  ayant  en  ce  point, 
(p — l)  points  communs  avec  A,  rencontre  cette  courbe  en 
(p-f-1)  autres  points.  Il  est  facile  de  voir  qu'en  les  joignant 
à  0,  on  trouve  les  tangentes  au  lieu  des  points  m,  en  0.  Donc 
le  lieu  du  point  w  est  d'ordre  (p-f-2),  puisque  chaque  transver- 
sale, passant  en  0,  rencontre  ce  lieu  en  deux  points,  l'un  qui 
est  0,  d'ordre  (pn-l),  l'autre  qui  est  m,  » 

La  réciproque  du  théorème  de  M.  Fouret  est  facile  à  prouver 
en  partant  de  cette  remarque  :  une  courbe  d'ordre  n,  à  point 
multiple  d'ordre  (n — 1),  est  complètement  déterminée  par  ce 
point  et  les  asymptotes.  SI  toutes  sont  réelles ,  on  ne  doit  pas 
même  partir  d'une  conique. 

La  sous-normale  polaire,  en  un  point  quelconque,  est  la  somme 
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des  sous-normales  des  courbes  asymptotes;  par  suite,  on  la 
construit  aisément  (C.  R.,t.  LXXX,pp.  1158-1160). 

II 

DÉMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  M.  FOURET. 

L'Analyse  conduit  immédiatement  au  principal  théorème  de 
M.  Fourety  et  indique  comment  il  doit  être  modifié ,  dans  le  cas 
où  les  asymptotes  deviennent  parallèles. 

L'équation  d'une  courbe  unicursale  d'ordre  n,  ayant  un  point 
multiple  d'ordre  (n —  1),  est,  par  définition , 

ay"  -^  aiy"~^x  ■+•  •••  -♦-  o„x'*  =  6iy"~*  -*-  6jy"~*ar  h-  —  -+-  inX""*, 

l'origine  des  coordonnées  étant  placée  au  point  multiple.  Posons 
y=tx;il  viendra 

64r-*-4-6,r-*-t- ...  -4-6„ 


Cot"  H-  ait"-*  -♦-  •••  -f-  a„_if  -*-  a„ 

Nous  pouvons  maintenant  décomposer  cette  expression  en  frac- 
tions rationnelles,  et  distinguer  quatre  cas,  selon  que  le  déno- 
minateur a  des  facteurs  égaux  Du  inégaux,  réels  ou  imaginaires. 

1.  Soit 

a.t'^  ^  a^r-*  -♦-  ...  -»-  a„.4(  -*-  a,  =  a» («  —  U)  (t  -  h)  "  («  -  < j. 

fi,  t^9 ...,  t„  étant  des  quantités  réelles  et  inégales.  Dans  ce  cas, 
l'on  peut  poser,  comme  l'on  sait  : 

Al  Aj  A„ 

L'une  quelconque  des  droites  représentées  par 

A, 

Xz= ,    yssstx, 
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OU  simplement  par 

y  — fp?«=A, 

est  une  asymptote  de  la  courbe  donnée. 

Rapportons  maintenant  la  courbe  et  ses  n  asymptotes  à  des 
coordonnées  polaires,  en  faisant 

X  es  r  008^9    y^^rsïn'Oj    t»tange. 

n  viendra,  pour  la  courbe, 

A|  At  A^ 


r== 


sin  0  — 1^  009  B      sin  d  —  ti  cos  d  sin  o  — 1„  cos  9  ' 


et  pour  les  asymptotes,  en  appelant  r|,  rj, ...,  r„,  leurs  rayons 
vecteurs  respectifs  : 

A,  A. 


sin  e  —  UcosB  sm  o  —  /„  cos  9 

Par  conséquent 

r  =  ri-t-rt-t-r,  H h  r„, 

relation  équivalente  au  théorème  principal  de  M.  Fouret. 

Il  résulte,  de  cette  relation,  que  si  Ton  ajoute  seulement  deux 
des  rayons  vecteurs,  r^  et  r^,  par  exemple,  on  trouvera,  pour 
le  lieu  dont  Téquation  est  r=  r|  h-  r,,  une  conique  (hyberbole) 
passant  par  Torigine  et  ayant,  pour  asymptotes,  les  droites  cor- 
respondant aux  valeurs  ^i  et  t^.  L'équation  r^=ri  -h  r^ -^r^ 
représente,  de  même,  une  cubique  ayant  un  point  double  à  Tori- 
gine  et,  pour  asymptotes,  trois  droites  connues;  et  ainsi  de  suite. 
Cela  posé,  subdivisons  le  second  membre  de  Téquation  qui 
donne  r  en  plusieurs  groupes,  contenant  m,  p, ...,  9  rayons 
vecteurs ,  et  soient  : 

R„  =  ri  -♦-  rt  H-  —  -♦-  %, 


ï^f  =  ^i.-f+i  -^  r„.,+,H —  r„. 
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Ces  équations  représenteront ,  respectivement ,  des  courbes 
d'ordres  m,  p^  ...,  q  ayant,  à  rorigine,  des  points  multiples 
d'ordres  (m — 1),  (p — 1),  .,.,  (q — 1),  et  dont  les  asymptotes 
sont  connues.  Comme 

on  peut  donc  énoncer  ce  corollaire  du  théorème  de  M.  Fouret  : 

<  Le  rayon  vecteur  d'une  courbe  d'ordre  n,  qui  a  un  point 

multiple  à  l'origine  de  ce  rayon  et  n  asymptotes  réelles,  peut  être 

regardé  comme  la  somme  des  rayons  vecteurs  de  courbes  d'ordres 

Tùf  p,  ...,  q  (m  +  p  H H  q  étant  égal  à  n),  ayant,  à  l'origine, 

des  points  multiples  d'ordres  (m — 1),  (p— 1),  ...,  (q  —  1), 
et,  pour  asymptotes,  celles  de  la  courbe  donnée;  la  courbe 
d'ordre  m  en  ayant  m,  la  courbe  d'ordre  p  en  ayant  p  ;  et  ainsi 
de  suite.  » 

IL  Supposons  que  quelques-^unes  des  racines  ti,t^, ...  soient 
imaginaires.  Au  point  de  vue  analytique ,  cela  ne  change  rien  à 
la  question.  Au  point  de  vue  géométirique,  il  suflBra  d'ajouter, 
deux  à  deux,  les  fractions  conjuguées  : 

Mh-NI/^        m  — Nt/=T       mit  —  a) —wp 

pour  rendre  réelles  toutes  les  expressions  qui  entrent  dans  la 
valeur  de  x.  En  posant 


2M  (f  -  g)  —  2Np 


y  =  to,     X—       .  .vî_^Aî 


ou 

(^  —  axf  +  p V  =  2M  (y  -  oi)  —  2N/3X , 

on  trouve  lëquation  d'une  ellipse  qui  a  des  asymptotes  imagi- 
naires communes  avec  la  courbe  .unicursale  et  qui  passe  par  le 
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point  multiple.  Le  rayon  vecteur  R2  de  cette  ellipse  remplace  les 
rayons  vecteurs  imaginaires 


sin  e  —  («  -H  p  V^— i)  ces  e 


rt  = 


sin 


0  —  (a  —  (3 1/^  )  cos  e 


dans  le  théorème  principal  de  M.  Fouret. 

III.  Si  le  dénominateur  de  Texpression  de  x  contient  des  fac- 
teurs multiples  y  on  peut  écrire 

A|                      Af                                Ap 
X  =  ' H-  : ;^ r  -*-...  H h  CtC. 

Dans  ce  cas,  qui  n'a  pas  été  examiné  par  M.  Fouret,  la  théorie 
générale  des  asymptotes  prouve  qu'il  y  en  a  p  parallèles  à  la 
droite  ayant  pour  équation  y  =  t-hx.  Mais  elles  ne  peuvent 
plus  servir  à  construire  la  courbe  unicursale,  comme  dans  le  cas 
précédent,  parce  que  la  somme  des  rayons  vecteurs  de  />  droites 
parallèles  peut  être  remplacée  par  le  rayon  vecteur  d'une  seule 
(pH-  iy*~  droite,  parallèle  aux  p  premières.  Or,  si  Ton  pou- 
vait construire  la  courbe  unicursale  de  celte  manière,  on  pour- 
rait substituer,  aux  p  premiers  termes  de  la  valeur  de  x,  un  terme 
unique ,  de  la  forme 


ce  qui  est  évidemment  impossible. 

Mais  on  peut  encore  ramener  la  construction  de  la  courbe 
unicursale  d'ordre  n  à  celles  de  courbes  plus  simples.  Posons 

r*  cose  =- -.  » 
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équalioD  qui^  en  coordonnées  rectangulaires ,  équivaut  à 

(y-e,x)*  =  A;_,+,x*-*. 

Cette  équation  est  celle  d'une  parabole  d'ordre  ^^,  dont  Taxe  est 
parallèle  à  la  droite  représentée  par  y  —  f|  x  =  0.  En  parti- 
culier, 

représente  une  parabole  asymptotique  à  la  courbe  donnée.  On 
aura  donc,  dans  le  cas  actuel, 

r  =  (r,  -♦-  rj  -♦-  r»  H 1-  r,)  -+-  etc., 

les  p  premiers  rayons  vecteurs  étant  ceux  de  paraboles  d'ordres 
©(droite),  1,1,...,  Hzd. 

Ce  résultat  très-curieux  prouve  que  le  cas  examiné  ici  ne  peut 
pas  être  traité,  sans  précaution ,  comme  la  limite  du  premier  cas. 
Un  artifice  de  calcul  permet  toutefois  de  l'y  ramener.  Réunissant 
les  p  fractions  simples  qui  contiennent  (t — t^  en  dénominateur, 
on  aura 

X  = ; h  etc. 

On  pourra  regarder  le  premier  terme  de  l'expression  comme  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  somme 


(-^. ^J^V 


dans  le  premier  cas,  quand  ^1,^3,^3,  ...,  tp  tendent  vers  t^,  La 
courbe  représentée  par 

a;  -+-  a;  (e  —  u)  a;  -f-  ...-♦-  a;  (e  -  t.y-' 

y  =  tXy    x= 


ou 

{y  —  UxY  =  ^'p^i[y  —  t^y-'^'"  -4-  Ai(y-  tp:)x'-»-*-A;x''~% 


Digitized  by  VjOOQIC 


-  328  — 

a  un  point  multiple  d'ordre  (p  —  1)  à  Torigine  et  p  asymptotes  , 
parallèles  h  la  droite  qui  a  pour  équation  y  —  ;^  x  =  0.  Elle  est 
la  limite  de  la  courbe  d'ordre  p,  dont  les  équations  sont 

A.  A, 

^        '         t  —  ti  *t^u 

laquelle  a  aussi,  à  rorigine,  un  point  multiple  d'ordre  (p—  1)» 
mais  dont  les  asymptotes  ne  sont  pas  parallèles. 

IV.  S'il  y  a^  au  dénominateur  de  x,  des  facteurs  multiples 
imaginaires,  on  devra,  comme  dans  le  second  cas,  réunir  deux 
à  deux  les  fractions  rationnelles  simples  conjuguées.  On  peut 
encore,  dans  un  certain  sens,  regarder  ce  cas  comme  la  limite 
de  celui  où  les  facteurs  sont  inégaux. 


SUR  LE  CALCUL  SYMBOUQUE  DES  NOMBRES  DE  BERNOULU  ; 

par  H.  EDOUARD  Lucas,  professeur  au  Lycée  Charlemagne. 


I 

Considérons,  en  général,  une  fonction 

A/-(x)  =  /-{x-t-l)-/-(x), 

ordonnée  suivant  les  puissances  de  x,  et  égale  à  la  différence 
première  d'une  fonction  /'(oc),  pour  une  différence  de  l'argument 
égale  à  l'unité.  Soit,  par  exemple, 

A/'{x)  =  Ax"  -f-  Bx""-*  H- ...  -4-  Lx^ 
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Remplaçons,  successivement,  x  par  1,  2,  5,  ...,  (a; — 1),  et 
ajoutons  ;  nous  obtenons 

ou  encore  la  formule  symbolique 

0) A/-(S)  =  nx)-Ai)> 

dans  laquelle  nous  devons  remplacer  les  exposants  de  S  par  des 
indices:  Sm  désigne  la  somme  des  puissances  m  des  (x — 1)  pre- 
miers nombres  entiers.  De  plus , 

So  =  x  — 1, 

Si  Ton  suppose,  en  particulier,  f(x)  successivement  égale  à 

X-,    (xd=1)«,    (x±2)",..., 

on  trouve  un  grand  nombre  de  formules  nouvelles.  On  a ,  par 
exemple,  les  relation»  suivantes  : 

(S-f-i)"  — S'»  =  x"— i, 
S"— (S  — i)'»  =  (x— 1)"; 

puis,  par  addition  et  soustraction  : 

(S  ^  iy  4-  (S  —  i)»  =  x"4-  (x  - 1)"— i, 

{S  -«-  if  -H  (S  —  i)"  —  2S"  =  x«—  (x  —  i)"—  i. 
En  faisant  f(x)  =  (x — D",  on  a  encore  la  formule 
(2S  +  d)«—  (2S  —  I)"  =  (2x  —  i)"—  i, 
donnée  par  M.  Gilbert,  au  moyen  de  l'Analyse  infinitésimale  (*). 

{*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3«  sérient.  VIII,  1869,  p.  437. 
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Des  formules  précédentes,  il  résuite  que  Stn  et  Sm+i  sont 
divisibles,  algébriquement,  par  S^,  S3  ou  S*,  et  que  S»  est  une 
fonction  paire  ou  impaire  de  (x  —  ^),  suivant  que  n  est  impair 
ou  pair. 

II 

En  désignant  par  Tm  la  somme  des  puissances  m"^,  des 
(x  —  1)  premiers  nombres  impairs,  on  déduit,  du  développe- 
ment de  (2x  —  !)"•,  en  y  remplaçant  x  par  1,  2,  3, ...,  (x — 1), 
et  faisant  la  somme  des  résultats  : 

Au  contraire,  du  développement  de  (2x-h  1)",  en  y  remplaçant 
2x  par  1,  3,  S, ...,  (Sx — 3),  et  faisant  la  somme  des  résultats, 
on  conclut 

(2S)~  =  (T— ly. 

Les  formules  précédentes  nous  prouvent  réquivaienee  des 
symboles  2S  et  T+  1,  dans  les  transformations  des  équations 
algébriques.  On  a  ainsi,  au  moyen  de  Téquation  (1),  en  chan- 
geant f(x)  en  9  (x  —  1),  et  S  en  ^^y  la  relation 

III 

On  peut  poser  I  égalité  symbolique 

nS„_,  =  (x-4-B)»-B^ 

dans  laquelle  on  remplacera  les  exposants  de  B  par  des  indices  : 
les  coefficients  Br  sont  déterminés  par  la  condition  que  le  pre- 
mier membre  augmente  de  nx»-*,  quand  on  change  x  en  (x-hl), 
dans  le  second.  Donc,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x  : 

nx"-«  =  (x  H-  B  -f-  i)"—  (x  -f-  B)". 
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Il  résulte,  des  formules  précédentes ,  que  les  coefficients  Br 
demeurent  invariables ,  lorsque  Ton  change  Tindice  de  S  ,  sans 
changer  celui  de  B.  On  trouve 

i  1  I 

Bo=<>    B|  =  — -,     ^"^g'     ^*^ — 3q'    Bte+i  =  0,... 

Ces  coefficients  sont  les  Nombres  de  Bernoulli,  du  nom  de 
Jacques  Bernoulli,  qui,  le  premier,  les  a  introduits  dans  TAnalyse. 
A  cause  de  la  simplification  des  résultats,  nous  avons  modifié 
les  deux  notations  employées  habituellement.  Pour  retrouver  la 
notation  de  Lacroix,  conservée  par  M.  Catalan,  dans  un  grand 
nombre  de  Mémoires ,  il  faut  diminuer  d'une  unité  les  indices, 
et  ne  pas  tenir  compte  de  Bq  =  1 ,  B^  =  —  {. 

On  retrouve  les  formules  ordinaires ,  qui  servent  au  calcul  des 
coefficients  Br,  en  faisant  x  égal  à  ±1,  ±2,  ± ^,  etc.  On  a 
encore 

par  conséquent,^  est  égal  à  B„  pour  x=^0.  Enfin,  on  obtient 
la  somme  des  puissances  semblables  des  x  premiers  nombres, 
en  changeant  B^  en  —  B^. 

IV 

On  trouve  la  somme  des  puissances  semblables  des  (x  —  1) 
premiers  nombres  impairs,  au  moyen  de  la  remarque  suivante  : 

La  somme  des  m"^'  puissances  des  2x  premiers  nombres  entiers, 
est  égale  à  la  somme  des  m'**^  puissances  des  x  premiers  nombres 
impairs,  augmentée  du  produit,  par  2*,  de  la  somme  des  mêmes 
puissances  des  x  premiers  nombres  entiers. 

Donc ,  en  désignant  maintenant  par  T„  la  somme  des  n'*""  puis- 
sances des  X  premiers  nombres  impairs,  on  a 

nT,_.  =  (2x  H-  B)«  —  B»  -r-  2—*  [(x  -*-  B)»  -  B«] , 
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ou  bien 

nT,«,  =  (2a-4-C)«  — C»; 

les  coefficients  C^  étant  donnés  par  la  formule 

C„  =  B„(i-2-*). 

On  peut  aussi  exprimer  les  sommes  T.,  en  fonction  du  dernier 
nombre  impair. 


Si  Ton  désigne  par  U.  et  V.  les  sommes  des  x  premiers  termes 
des  séries  dont  les  termes  généraux  sont  u,  et  t?,,  on  a  (*) 

Si  Ton  fait  u,  =  x^  et  r^  =  x^,  on  obtient  la  formule  symbolique 

P)  s.s..s...=s-'^"""'-''"Vs-'^""--'--'. 

n  -h  i  m  -♦-  4 

dans  laquelle  B^  =  +  f  En  divisant  par  x,  et  faisant  ensuite  x 
égal  à  zéro,  on  a  la  relation 

(4)    b,.,  =  B»^»"P^'"-P'"h-B»<°"^)'"-P""'. 
n-f-  i  m  -♦- 1 

dans  laquelle  on  remplacera ,  après  le  développement ,  les  puis- 
sances de  B  et  de  (3  par  des  indices ,  et  ensuite  (3^  par  B,.  Les 
formules  de  MM.  Worontzoff  et  Le  Paige  (**)  se  déduisent  de  la 
précédente  9  en  faisant  m  =  0. 


(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  â«  série,  t.  XIV,  1879;  p.  487. 
(**)  Nouvelles  Annales,  janvier  1876,  p.  16;  Nouvelle  Correspondance, 
avril  1876,  p.  127. 
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VI 

Divisons  par  x  les  deux  membres  de  la  formule  fondamentale 

/•(s-*-i)-/-(S)=A^)-m, 

et  faisons  ensuite  a:  =  0:  nous  trouvons,  en  tenant  compte  des 
résultats  du  §  III  : 

w AB  +  i)-m=r(o); 

ou,  plus  généralement,  en  posant  f{x)  =  9  (x  -f-  z)  : 

(6)    .    .    .    .  î>(B-*-i +ic)-.y(B-4-iî)  =  y'(z). 

Nous  pouvons  obtenir,  au  moyen  de  celte  formule,  toutes  celles 
qui  servent  au  calcul  des  Nombres  de  BernouUi,  et  en  découvrir 
de  nouvelles. 

!•  Si/'(x)  =  c*',  ona 


et,  par  suite, 

'■      -e^ 

e--!       *  • 

20  Si/-(x)  =  sin(a:- 

-i)jî,ona 

8m(BH-l)« 

:  — sin  (b 

\        2j 

1'- 

oa,  plus  simplement. 

z 
ZC0S-; 
2 


z         z 

-  colg  --  =  cos  Bz. 

z  2 


3**  Si  l'on  pose  /"(x)  =  cos  (x  —  |)  z,  on  trouve 


=  sm  Bz. 

2 
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4«  Soit 

f(x)  =  {X  -¥■  Z)(X  -¥-  2-4-  I)  ...  (X  H-  Z  +  W). 

On  a,  symboliquement  y 
B-^z-^i    B-t-z-+-2      B-*-ir-+-n     z-^n 


z  z -¥■  i        z-^-n — n     n-i-i 

et,  pour  z=  1  : 

B-+-2B-4-3      B-+-n       i 


1         i 

z     z-^-i 


-HflJ 


i  2  n  — i       i  n 

En  se  servant  de  Télégante  formule 


fi-vdn-4-2  2n  23  2» 

due  à  M.  Catalan  (*),  on  peut  exprimer  le  seeond  membre  de 
eelle-ci,  en  fonction  des  Nombres  de  Bernoulli.  On  a  ainsi, 

B-4-n-+-2B-t-n-i-3      B-^2n         ri       i       i 


n-h  i  n  -+-  2  2n 

VII 


n_   ri_i     *__    — -11 

T""^Li  ~~2 '*"3      *"       2iiJ" 


L*identité 


z  z 

—  tg-  =  2eotg2-"Cotg-. 


nous  donne,  en  remplaçant  cot  z  etcot^par  leurs  valeurs  : 

z 
—  z  lg-=  2  [cos  2Bir  —  cos  Bz]. 


{*)  Note  sur  une  formule  de  M.  Boiesu  (Bulletins  de  l^Acad^mie  db  Bsl- 
GIQUB,  1872). 
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Posant 

•     P„==2[2«-i]B„, 

nous  obtenons 

—  ictg- =cosPz, 

j» 

en  ayant  soin  de  remplacer  P'  par  0.  M.  Catalan  (*)  a  fait 
remarquer  Timportance  des  coefficients  P„,  entiers  et  impairs, 
considérés  par  Euleu,  et  dont  le  calcul  est  préférable  à  celui  des 
nombres  bernoulliens.  En  retranchant ,  membre  à  membre,  les 
identités 

(2B-+.i)*-+«  =  (2B)'-+S 

(BH.i)*'+'  =  (B)'-+», 

on  trouve  la  relation  de  récurrence 

(P^  ^)t«+t«=0. 

Mais  on  a,  plus  généralement ,  la  formule 

(7)     f{?-^z-i-\)^f(V-^z-i)  =  ^[r(z^i)-^r{z)]; 

et ,  en  faisant  f(x)  =  (x  —  1)"  : 

(P  ^  i)n  __  (p  _  i)"  =  2n (-  1)—*. 

On  déduit  immédiatement,  de  cette  relation,  que  P,.  est  entier 
impair,  et  que  Pi,+i=0.  De  plus, 

p,=0,  P|=— i,  P,  =  i,  P4=  — 3,  P««-i-i7,  P|o==-155,... 

L'équation  (7)  donne,  pour  z  =  1, 

AP-+-2)-AP)=2[r(o)-ro)]. 


(*)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  t.  LIV,  p.  1031. 
Mémoires  de  V Académie  royale  de  Belgique,  t.  XXXVII. 
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Faisons,  successivement, /l(x)égale  à  €*%  sin  (x— l)jj,cos(a: — 1  )z, ...; 
nous  obtenons 

^ /|  jj 

c'*  =  2z- J-»    cosPz  =  — ztg-»     sinP^e= — r. 

Soit  enfin 

/'(x)=(x  -I-  z  H-  1)  (x  H-  z-i-  3)...(x  -I-  z+  2n — 1)  : 
il  vient 

n  (P  ^  z  -^  5)  (P  -4-  «  -»-  5) ...  (P  -«-  z  -♦-  2n  —  i) 

=  (x-Hl)(z  +  5)...(z4.2n-4)r-^-^.-i-:-4-...-^ ^^ -1 

'         '^         ^    ^  'U-^i      z  +  5  zH-2n-iJ 

-  (z  +  2)  (z  +  4) ...  (z  +  2n)r-l--H.  -^4-...+— 1— T 

LzH-2      zH-4  z-f'2nJ 

Nous  espérons  donner,  dans  un  prochain  travail,  Inapplication 
du  calcul  symbolique  aux  fonctions  de  plusieurs  variables,  et 
aux  relations  contenant  les  produits  2  à  2,  3  à  3,  ...p  à  p  des 
nombres  B  et  P. 


Jiote  du  Rédacteur.  —  Parmi  les  nombreuses  relations 
démontrées  ou  indiquées  dans  le  Mémoire  de  M.  Lucas,  Tune 
des  plus  remarquables  nous  parait  être  celle  qui  termine  le  para- 
graphe VI  : 

B-*-»-»-2   fi  +  n-i-5       B-t-2n 


h2n        ri       1      i  in,^^ 


n-h  i  n-4-  2  2n 

Au  moyen  d'une  propriété  des  intégrales  eulériennes  (*),  on  peut, 

(')  Mélanges  mathématiques ,  p.  iKi. 
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après  avoir  remplacé  B  par  x,  écrire  ainsi  le  premier  membre 

n  —  i  X  -♦-  i       (n  —  !)  (n  —  2)    (x -*- i)x 
(n— i)(n  — 2)(n  — 3)   (x  +  4)x(x— 1) 


i.2.3  i.2.3 


(B) 


Tant  que  le  nombre  entier  n  est  /înt ,  la  fonction  (B)  est  un  poly- 
nôme entier,  dont  les  termes,  à  partir  du  deuxième,  sont  res- 
pectivement inférieurs  à 

x  +  i  (x-4-4)x  (x -♦- 4)x(x  — i) 

1     '  4.2      '  1.2.3  ' 

En  même  temps,  d'après  la  convention  expliquée  par  notre 
honorable  et  ingénieux  Collaborateur,  les  dernières  fractions 
deviennent  : 

B4  -»-  i  Ba-HBj  B,— B| 

~'  i.2    '         i.2.3  '      ""' 

de  manière  que  les  coefficients  B|,  B^,  B3, ...  sont  déterminés 
par  les  équations  : 

/         4      i       i       i       i\ 
^l'-2-"3"-*-5-6)' 


2  B,  H-4       2.4  B,-4-B.      ^/         4      4       4       i       4\ 

I  .i 1 =21 

4        4  4.5      4.2  * 


Mais, «Ton /art  croître  n  indéfiniment,  une  circonstance  singu- 
lière se  présente  :  la  fonction  (B),  si  Ton  y  regarde  x  comme 
une  constante  positive ,  tend  vers 

X -♦- 4       (x-i-4)x      (x-*-4)x(x  —  4) 
4  4.2  4.2.3 

II.  22 


1 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  538  — 

c'est-à-dire  2*-*-^.  Celle  exponentielle  a  pour  développement  »  si 
Ton  veut, 


2  4.2.3 


Et  comme  le  second  membre  de  Tëgalité  (A)  a  pour  limite  2{2, 
on  peut  être  tenté  de  conclure  ainsi  : 

Malheureusement,  cette  curieuse  égalité  est  absurde^  attendu  la 
divergence  de  la  série  contenue  dans  le  premier  membre  {*). 


CAS  REMARQUABLE  D'INÉGAUTÉ  DE  DEUX  TRIANGLES; 

par  M.  Tabbé  Gelin,  professeur  au  collège  de  St-QuiriD,  k  Huy. 


Purgotti,  professeur  à  TUniversilé  de  Pérouse,  a  remarqué  le 
premier,  dans  ses  Elementi  di  Geometria,  que  deux  triangles 
peuvent  y  sans  être  égaux,  avoir  deux  côtés  égaux  et  les  trois 
angles  égaux,  chacun  à  chacun. 


Si  ces  triangles  sont  possibles,  les  côtés  égaux  seront  opposés 
aux  angles  non  égaux.  Et  puisqu'ils  sont  semblables,  on  aura, 


(*)  Nous  refiendrons,  dans  un  autre  moment,  sur  la  relation 
Uml ... =2«+«. 
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en  désignant  par  Xy  y,  z  les  côlés  du  premier,  et  par  y,  z,  u  les 
côtés  du  second  : 

y      z      u 

D'où  Ton  conclut  que  les  côtés  x,  y  y  Zy  u  sont  en  progression 
par  quotient. 

II 

Représentons  ces  côtés  par  a,  ag,  aq^y  aq^  (*). 

Pour  qu  on  puisse  construire  les  deux  triangles,  chaque  côté 
de  Tun  d  eux  doit  être  plus  petit  que  la  somme  des  deux  autres. 

1*^  Si  la  progression  est  croissante,  aq^  est  le  plus  grand  côté 
du  premier  triangle,  aq^  le  plus  grand  côté  du  second;  et  Ton 
doit  avoir 

aq*  ^aq-^-a^aff  <C.  aq*  -h  aq; 

d'où 

qr»-.(7-i<0; 

ou,  en  décomposant  en  facteurs: 


(*)  Si  Ton  suppose  x  <C  ^f  la  condition  de  possibililé  est 

On  en  dédaît 

s*— 3207 -h  a?*  <0, 


(i-^)(j-i^)<»- 


Le  second  facteur  est  positif  ;  donc  Ton  doit  prendre 

z      3-1- kg 

x"^ — 2 ' 

etc.  (E.  C.) 
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Le  premier  de  ces  facteurs  étant  positif,  l'autre  doit  être  négatif; 
et  Ton  a  la  condition 

ï<— i— 

^  Si  la  progression  est  décroissante ,  a  est  le  plus  grand  côté 
du  premier  triangle ,  aq  le  plus  grand  côté  du  second;  et  Ton 
doit  avoir 

o  <  aç -♦- aq^9  aq  <,aq*-¥-a^; 

d*où 

ou,  en  décomposant  en  facteurs  : 

(ï--^)(ï —]>o. 

Le  premier  de  ces  facteurs  étant  positif,  Tautre  doit  être  positif; 
et  Ton  a  la  condition 

1/5-1 

'>— r- 

Ainsi  y  a  étant  une  ligne  droite  arbitraire ,  q  pourra  prendre 
toute  valeur  (à  Texception  de  Tunilé)  comprise  entre 

r —  et  — - — . 


On  pourra,  par  exemple,  donner  aux  côtés  x^y^  z,  u  les 
valeurs  numériques  suivantes  :  8,  12,  18,  97;  27,  36,  48,  64; 
27,  45,  75,  125;  64,  80,  100,  125;  


Digitized  by  VjOOQIC 


—  344   - 


REMARQUE  SUR  UN  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE. 


A  la  page  180  du  tome  II  de  la  Nouvelle  Correspondance 
Mathématique  se  trouve  rappelée  h  proposition  suivante,  con- 
tenue dans  YArithmetica  intégra,  de  Stiefel  : 

La  proposition  n'est  pas  ainsi  énoncée  d'une  manière  assez 
générale.  Il  n'est  nullement  nécessaire  que  x  =»  V.  II  suffilique 
a;  =  JIt.3=blO. 

On  s'en  rend  compte  immédiatement,  si  l'on  observe  qu'en 
divisant  par  7  les  puissances  successives  de  2  et  de  4,  on  obtient 
les  restes  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 

Valeundex:  l,    2,    3,    4,     8,    6,     7,    8,  ... 
Pour^:  2,    4,     1,    2,    4,     1,    2,    4,  ... 

Pour  4;  4,    2,     1,     4,     2,     1,    4,    2,  ... 


Donc,  si 


on  a 


et,  si 


on  a' 


I  ^2;-^4'  =  JrC.7; 

x  =  JII/.3, 

i  -♦-  2»  -♦-  4*  =  JK^ .  7  -«-  3. 


DÎIci,  nous  modifions  légèrement  la  notation  employée  par  notre  hono- 
rable Camarade  et  Collaborateur.)  (E.  G.) 
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Le  tour  même  de  la  démonstration  montre  qu'on  peut,  h 
rinflni,  formuler  des  propositions  analogues  (*). 

Laisant. 


Sim  LA  TRANSFORMATION  DES  ÉQUATIONS  D- 


1.  Problême  I.  Transformer  l'éqtuition 

rc'  -♦-  AjX  -*-  A,x  -+-  As  =  0, (i) 

enm 

y*+B3=or) (â) 

Posons 

y  =3  otx'  -♦-  px  -«-  r , (3) 

a,  P,  y  étant  des  paramètres.  A  chaque  valeur  de  x  correspond 
une  valeur  de  y;  ainsi,  tant  que  les  trois  paramètres  restent  arbi- 
traires, la  transformée  est 

j/*-*-B,y«  +  B,t,-i-B,  =  0 (4) 


(*)  Exemples  .• 

1-4-   6«  =  JIL.7,    «I    ir=JfL.3    ou    JK/.3-*-i; 
14-10'-H100«  =  JÏL.3; 

H-10«-+-i00»  =  JïC.7,    si    aj  =  2,4,8,ia;^14,l6,...j 

etc.  (E.  C.) 

('*}  A  propos  de  la  Question  60  (N.  C,  tome  I,  p.  208),  un  Abonné  noas 

a  demandé  de  faire  connaître  la  démonstration  du  Théorème  de  Jerrard. 

C'est  ce  que  nous  faisons  dans  cette  Note,  empruntée,  en  partie,  à  V Algèbre 

supérieure  de  M.  Serret. 

(**')  Souvent,  ce  problème  est  ainsi  énoncé  :/atre  disparatfre  le  deuxième 

terme  et  le  troisième  terme  de  la  proposée. 
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On  a,  sous  forme  abrégée  : 

ou,  d  après  la  formule  (3)  : 

~B,  =  «2x«  +  p2^  +  3r, (5) 

B,  =2  («a'  H-  px  -t-  r)  («Jc"  -^  px'  -H  r) 
=  a'2^x'»  +  a[p2^'^'  -^  2r 2^*]  -^  P*2^*'  ■*"  2pr2«  +  3r'.  (6) 
On  sait  que  les  fonctions  symétriques  des  racines  de  la  proposée  : 

2^»  2^*'  2^^'>  2*'^'*'  2^'^'>- 

s'expriment,  rationnellement,  au  moyen  des  coefficients  A^,  A2,  A3. 
Nous  pouvons  donc  remplacer  les  deux  dernières  formules  par 
celles-ci  : 

—  B,=  Fa -HGp-f-Hr, (7) 

Bi  =  Ma*-t.Na4-P,    ......    (8) 

dans  lesquelles  F,  G,  H,  M  étant  des  quantités  connues  (*),  N  et 
P  représentent  des  polynômes  homogènes  en  p,  y,  Fun  du  premier 
degré,  lautre  du  second. 

Si  nous  voulons  que  la  transformée  (3)  se  réduise  à  la  forme 
indiquée  (2),  nous  devons  disposer  des  inconnues  ol,  ^^  y^  de 
manière  à  satisfaire  aux  conditions 

Fa  -+-Gp-t-Hr  =  0, (9) 

Ma«  +  Na-f.    P  =0 (10) 

L*élimination  de  a  conduit  à  une  équation  homogène,  de  la 
forme 

Rp»-*.  SprH-Tr*=0, (14) 

qui  détermine  le  rapport  |.  Ainsi,  y  reste  arbitraire. 
C)  F  =  Aï  —  2A„  G  =  —  A,  r  =  3,  etc. 
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S.  Remarque.  Si  Ton  veut  que  la  transformée  ait  la  forme 
nortnak 

y«-i-py-^qf  =  0,  . (12) 

on  doit  seulement  se  donner  la  condition  (7)  :  le  problème  est 
doublement  indéterminé. 

Z.  Exemple  : 

rc*—  6x*-*-ilx  —  6=0. 

2x  =  6,    2x*  =  36  — 22  =  14. 

L'équation  (7)  devient 

Ua  +  6pH-3r  «=0. 
On  y  satisfait  par 

a  =  3,    p==— 6,    r~  — 2; 
donc,  en  particulier» 

y<»3x*— 6x  — 2. 

En  effet,  les  valeurs  de  x  étant  l,^,  3,  celles  de  y  sont 
3_6  — 2  =  — 5,    12  — 12  — 2s=— 2,    27-18—2  =  7; 
d*où  Ton  conclut  la  transformée  : 

y»_39y— 70«0. 

4.  Problême  II.  Transformer  Véquation 

ar*  -I-  A^aj*  -4-  AjXÎ  -«-  AgX  +  Â4S=  0,  .     .     .    .  (13) 
en 

y*-H%-i-B4  =  0 .(14) 

La  formule  (3)  est  encore  applicable;  les  valeurs  (3),  (6) 
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deviennent,  comme  on  le  reconnaît  sans  difficulté  : 

-B.^^aJar'  +  PS^-^-ir (15) 

et  les  calculs  précédents  ne  subissent  pas  de  modification  essen- 
tielle. 

S.  Exemple  : 

ar*  —  5x*  -♦-  Sa;"  -*-  5»  —  6  =a  0. 
On  trouve 

2x  =  5,    2^x'  =  b,    2^'=i5,    2«'*''=«3,    ^'^^x'^Mi 
puis 

i5«-*-5p-^4r=0,    63a*-^5(8l3H-9r)a-»-5l3*H-15pr  +  6r'«=0. 
L'élimination  de  a  conduit  à  Téquation  homogène 

2i  (513 -^  4y)*— 25(5p  -f-4r)(8p 4-  9r)  +  75(5p« 4-  15]3r  -^  6r')-»0, 

ou 

iOOi3«-.40py-*-ii4r'  =  0. 

Cette  équation  est  vérifiée  par 


valeurs  d'où  résulte 


■=-(M^)- 


Les  racines  de  la  proposée  étant,  comme  on  peut  le  vérifier  : 
x  =  i,    «'  =  2,    «"  =  3,    x"'  =  — i, 
celles  de  la  transformée  sont 
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Parmi  ces  valeurs,  une  seule  est  réelle.  De  plus, 

38        8  4  1 

etc. 
•.  Problème  III.  Transformer  l'éqttation 

oT  ■+■  A|X*-*  -4-  A,x"^'  -H  ...  -♦-  Ai^x  -♦-  A.  «=;=  0,  .    .  (16) 
en 

y-  +  B,jr-*  -4-  B.y-»  +  ...  +  B^  =  0; {il) 

m  étant  supérieur  à  i. 

Par  analogie  avec  les  solutions  des  deux  premiers  problèmes, 
nous  prendrons 

y  «s  ax* -^  pac' -e  rx' -I- (^x -*- f  (♦) (i8) 

Tant  que  les  coefficients  a,  P, ...  restent  arbitraires ,  Téquation 
en  2^  a  la  forme  générale 

y- -t-  B,y«-'-H  B^«-«-*-  B,y— »  -f^  B^t/*-*-*- ..  -t-B,  =  0.    (19) 
Dans  cette  équation  (19)  : 

D'après  la  relation  (18)  et  les  considérations  employées  dans  le 


(*)  On  verra,  plus  loin,  pourquoi  il  est  utile  d'introduire  cinq  para- 
mètres. Du  reste,  la  formule  (16)  est  un  cas  particulier  de  celle-ci  : 

imaginée  par  le  célèbre  Géomètre  Tschirnhausen  (né  en  1651 ,  mort  vers 

1708). 
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Problème  I,  les  conditions  B^  =0,  B2  =0,  B5  =  0  se  trans- 
forment en  celles-ci  : 

a-»-P|  =  0,     a'-*-aPa-f-Q,  =  0,     a'-Ha'Pj  +  aQ,-*- R,=0. 

Dans  ces  nouvelles  équations ,  Pi ,  Pj ,  P3 ,  Q2  >  Q3  >  R3  sont  des 
polynômes  homogènes;  les  trois  premiers,  du  premier  degré;  les 
deux  suivants,  du  deuxième  degré;  le  dernier,  du  troisième 
degré. 

L'élimination  de  a  donne,  pour  déterminer  p,  y,  J,  e: 

PÎ-PiP,  +  Q.  =  0, (20) 

PÎ-PÎP5-HPiQ3-R8==0 (21) 

L'équation  (20)  est  homogène  y  du  deuxième  degré;  l'équation 
(21)  est  également  homogène,  mais  du  troisième  degré.  Si,  entre 
ces  deux  équations,  on  voulait  éliminer  une  des  inconnues, 
(3  par  exemple,  on  serait  conduit  à  une  équation  finale ^  homogène, 
mais  du  sixième  degré.  Voici  comment  M.  Jerrard  a  évité  celle 
inutile  complication. 

7.  On  sait  que  tout  polynôme  homogène,  du  second  degré, 
contenant  n  variables,  est  généralement  décomposable  en  une 
somme  algébrique  de  carrés,  dont  le  nombre  ne  surpasse  pas  n. 
Le  premier  membre  de  l'équation  (20)  peut  donc  être  trans- 
formé ainsi  : 

/",  gy  h  y  k  renfermant,  sous  forme  homogène,  et  au  premier  degré 
seulement,  les  inconnues  p,  y,  ^,  e  (*).  Conséquemmcnt,  celte 


(*)  On  peut  supposer  que  f  contient  une  inconnue  j  que  g  en  contient 
deux,  eta  Mais  ces  hypothèses  sont  indifférentes  au  succès  de  la  méthode. 
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équation  (30)  peut,  suivant  les  cas,  être  remplacée  par  un  des 
systèmes  suivants  : 

f^gi/ZTi^O,    A-*-ik  =  0; 


Pour  fixer  les  idées»  considérons  celui-ci  : 

f^gi/ZZÏ^O,    A  +  *|/3ï  =  o.    .    .    .  (22) 

De  ces  deux  équations  du  premier  degré,  on  tirera  P  et  y  en 
fonction  de^et  de  e;  après  quoi  la  substitution  dans  Téquation  (21) 
transformera  celle-ci  en  une  équation  du  troisième  degré,  par 
rapport  à  |.  On  arrive  donc  à  cette  conclusion  : 

S.  Au  moyen  de  la  résolution  d'une  seule  équation  du  troisième 
degré,  on  peut  faire  disparaître  le  deuxième  terme,  le  troisième 
terme  et  le  quatrième  terme  d'une  équation  donnée  : 

ar  -*-  Aiar-*  -i 1-  A.  =  0. 

En  particulier,  toute  équation  du  cinquième  degré  est  réductible 
à  la  forme 

y»-Hpy-*-ç=0. 

Ce  sont  là  les  Théorèmes  de  M.  Jerrard. 

9.  Remarque.  Si  Ton  avait  pris»  au  lieu  de  la  formule  (18)» 

y^zoa^^px^^yx-^ây (18') 

réquation  (20),  en  P,  /,  d^  eût  été  réductible  à  la  forme 

Si  Ton  essaie  de  satisfaire  à  celle-ci»  en  posant»  par  exemple.  : 

/•+jV/Zrï==o,    A  =  0» 
on  voit  qu'il  résulte»  de  ce  calcul»  trois  équations  renfermant» 
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comme  inconnues, |  etl"*  La  formule  (18')  n'est  donc  pas  appli- 
cable (•). 

f  O.  Autre  remarque.  Si  les  paramètres  a,  P,  y,  d,  t  sont  réels, 
à  chaque  valeur  réelle  de  x  correspond  une  valeur  réelle  de  y. 
En  outre,  les  coefficients  de  la  proposée  élant  supposés  réels,  il 
en  serait  de  même  pour  les  coefficients  de  la  transformée.  Mais, 
d'après  la  forme  des  équations  (22),  on  voit  que  certains  de  ces 
paramètres  peuvent  être  imaginaires.  Les  conclusions  précé- 
dentes ne  sont  donc  pas  nécessaires  :  la  transformée  peut  avoir 
des  coefficients  imaginaires.  Conséquemment,  le  Théorème  de 
Descartes  n'est  pas  applicable  h  cetXe  transformée  (*). 

E.  Catalan. 


CORRESPOHDAHCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Glaisher.  —  «  J'ai  trouvé  que 
l'équation 

(iV.  C.  M.j  t.  II,  p.  241)  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 

où  9^(m)  est  la  r**^  dérivée  d'une  fonction  (f(u)  quelconque. 
Quand  on  remplace  [/x  par  \J/x,  on  trouve 

(s)"*-**(s)""-*'(sr''"'^"=^*'*"»^"- 

En  général ,  l'équation  analogue  en  \yx  est  : 

i(s)""'*f'(sr'^'i^"=?^'""'('^')- 

{*)  Ceci  répond,  nous  semble-t-il,  à  la  Question  60. 
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J'ai  communiqué  ces  résultats,  et  quelques  autres  semblables,  à 
la  Société  mathématique  de  Londres. 

L'équation  (1)  peut  être  démontrée  très-facilement  en  déve- 
loppant e^' en  série  suivant  les  puissances  croissantes  de  )/x,  et 
effectuant  les  opérations  indiquées. 

Deux  erreurs  se  sont  glissées  dans  ma  Note  précédente  : 
p.  242,  ligne  11 ,  dans  Texpression  de 


(i)"-- 


le  facteur  e**^'  est  omis;  et  page  243,  ligne  8,  au  lieu  de  ac'"+', 
on  doit  lire  x**"*"*.  »  

Extrait  d'une  lettre  de  M.  le  général  de  Marsilly.  —  t  Jus- 
qu'en 1847,  une  fonction  de  deux  variables  indépendantes  x 
et  y  était  regardée  comme  une  fonction  de  la  seule  variable 
jjsrzax  +  y\/ — 1  quand  on  pouvait  en  faire  disparaître  y  en  y 
remplaçant  x  par  z  —  y\/ —  1.  Elle  était  regardée  comme  une 
fonction  de  z'  =  x  —  y\^ —  1  quand  on  en  faisait  disparaître  y 
par  la  substitution  de  z'  A-  y\/ —  1  à  la  place  de  x,  et  enfln, 
dans  le  cas  général,  elle  était  regardée  comme  une  fonction 
de2r  =  x-+-yl/ — 1  etjs'=x  —  y\/ — 1,  Cauchy,  préoccu|>é 
du  désir  de  remplacer  la  notion  des  imaginaires  par  celle  de 
grandeurs  plus  tangibles,  imagina  d'abord  sa  théorie  des  quan- 
tités géométriques  exposée  surtout  dans  ses  Exercices  d'Analyse 
et  de  Physique  mathématique  (tome  IV,  Paris  ;  Bachelier,  1847); 
puis,  tout  à  coup,  dans  un  court  Itlémoire  intitulé  :  Sur  les 
fonctions  des  quantités  géométriques  (tome  cité,  pages  308  à  313), 
il  crut  avoir  démontré  que  toute  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  x  et  2^  l'est  d'une  seule  variable  imaginaire 
jj  =  ac  -h  yi  ou  X  -h  yV  —  1.  11  proclame  ces  conclusions  sin- 
gulières au  premier  abord  et  néanmoins  très-légitimes  (lieu  cité, 
1**  alinéa).  Dans  un  second  Mémoire  intitulé  :  Sur  les  différen- 
tielles de  quantités  algébriques  ou  géométriques,  et  sur  les  dérivées 
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des  fonctions  de  ces  quantités,  inséré  dans  e  même  volume, 
il  reconnaît  que  la  dérivée  de  f{Xyy),  ou  Z,  par  rapport  à  z  est 
une  quantité  indéterminée  en  général ,  excepté  dans  le  cas  où 
DyZ  =  tD^  (lieu  cité,  pages  344  et  345),  et  il  qualifie  alors  la 
fonction  de  monogène,  D'éniinenls  Géomètres,  et  Ion  devait  s'y 
attendre,  ont  accepté  de  confiance  et  sans  discussion  les  asser- 
tions de  Cauchy;  je  citerai  notamment  MM.  Briot  et  Bouquet 
dans  leur  Théorie  des  fonctions  doublement  périodiques  (Paris , 
Mallet-Bachelier,  1859,  page  2).  D'autres,  comme  M.  Bertrand, 
dans  son  grand  Traité  de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral 
(tome  I,  Paris,  Gauthier-Villars,  1864,  pages  362  et  363),  ont 
maintenu  les  véritables  principes,  mais  sans  mentionner  ni  dis- 
cuter les  opinions  de  Cauchy.  Je  crois  donc  utile  de  montrer  ici 
le  côté  faux  du  raisonnement  de  ce  célèbre  Géomètre;  et,  pour 
cela,  je  vais  commencer  par  en  transcrire  le  texte. 

«  Deux  variables  réelles,  ou  en  d'autres  termes,  deux  quan- 
tités algébriques  variables  sont  dites  fonctions  Tune  de  l'autre, 
quand  elles  varient  simultanément  de  telle  sorte  que  la  valeur 
de  l'une  détermine  la  valeur  de  l'autre.  Si  les  deux  variables 
sont  censées  représenter  les  abscisses  de  deux  points  assujettis 
à  se  mouvoir  sur  une  même  droite,  la  position  de  l'un  de  ces 
points  déterminera  la  position  de  l'autre,  et  réciproquement.  » 
«  Soit,  maintenant,  z  une  quantité  géométrique  qui  repré- 
sente Vaffixe  (*)  d'un  point  A  assujetti  à  se  mouvoir  dans  un 
certain  plan.  Nommons  r  le  module,  et  p  l'argument  de  la 
quantité  géométrique  z,  c'est-à-dire  ....  Soient,  enfin,  x,  y  les 
coordonnées  rectangulaires  du  point  A ,  mesurées  à  partir  de 
l'origine  0  sur  l'axe  polaire  OX,  et  sur  un  axe  perpendicu- 
laire OY.  Non-seulement  on  aura 

»  X  =  r  ces  p,  y  =:  r  sin  p , 

et 

(I) z=^r,; 

(*)  Affixe,  adj.  des  deux  genres  (en  la  lin  affixus,  deaffigere,  attaché  à). 
Gramm.  attaché  à,  à  la  fin  de ...  {Dict.  de  BescliereW:).  (E.  G.) 
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»  mais,  de  plus,  en  posant 

•  »•=*£.  n 

»  on  trouvera 

>  (2) «  =  X  -♦-  yi. 

•  Pareillement,  si  Ton  nomme 

»  Z  l'affixe  d'un  point  mobile  B  ; 

»   R,  P  le  module  et  largument  de  Z,  ou,  ce  qui 

•  revient  au  même,  les  coordonnées  polaires  du  point  B; 

»  X,  Y  les  coordonnées  rectangulaires   du    même 
»  point;  on  aura  non-seulement 

•  (3) Z  =  Rp, 

»  mais  encore 

.  (4) Z  =  X  +  Yt. 

»  Cela  posé,  si,  comme  on  doit  naturellement  le  faire,  on  étend 
»  aux  fonctions  de  quantités  géométriques  variables  les  défini- 
»  tions  généralement  adoptées  pour  les  fonctions  de  quantités 
»  algébriques,  Z  devra  être  censé  fonction  de  z,  lorsque  la 
»  valeur  de  z  déterminera  la  valeur  de  Z.  Or,  il  suffira  pour  cela 
»  que  X  et  Y  soient  des  fonctions  déterminées  de  a;  et  y.  » 

Voilà  le  raisonnement.  Dépouillons-le  des  néologismes  chers 
à  Cauchy  et  résumons-le  ;  il  revient  à  ceci  :  la  détermination  de 
z  =  x  -h  yi  entraine  celle  de  x  et  y  considérés  comme  quantités 
réelles;  car,  à  chaque  valeur  particulière  de  z,  correspond  un 
seul  groupe  de  valeurs  réelles  de  x  et  y.  Donc,  toute  fonction 
déterminée  de  x  et  y,  telle  que  Z,  a  une  valeur  déterminée 
quand iz  =  X  4- 2/t  en  prend  une;  donc,  toute  fonction  déter- 
minée de  deux  variables  indépendantes  x  et  y,  est  une  fonction 
de  la  seule  variable  z  =  x  -i-  yù 


(*)  Cette  égaUté,  dans  laquelle  t  représente  k—1,  me  parait  inintel- 
ligible. (E.  C.) 
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Le  vice  de  cette  argumentation  est  saillant.  Pour  qu'on  put 
affirmer,  d'une  manière  générale,  que  Z  est  fonction  de  la  seule 
variable  z^  il  faudrait  prouver  qu'il  n'existe  pas  une  autre 
variable  z\  douée  de  propriétés  identiques  à  celles  de  z,  c'est-à- 
dire  dont  la  détermination  entraine  celle  de  x  et  de  y,  et  dont  on 
puisse  dire  mot  à  mot  tout  ce  qu'on  a  dit  de  z.  Car,  si  celte 
variable  existe,  il  n'y  a  pas  de  raison  pour  que  Z  soit  fonction 
de  l'une  plus  que  de  l'autre,  et  l'on  ne  peut  se  prononcer  qu'en 
substituant,  dans  l'expression  de  Z,  les  valeurs  de  x  et  de  3/  en 
fonction  de  z  et  z'  i  la  place  de  x  et  y  y  et  vérifiant  le  résultat. 

Or,  cette  variable  existe,  comme  chacun  sait; c'est  z'  =  x — yi. 
Donc,  l'argumentation  de  Cauchy  est  erronée,  et  il  faut  venir 
aux  principes  antérieurs,  seuls  véritables.  Du  reste,  en  différen- 
ciant la  fonction  d'une  seule  variable  /"(z)  (avec  la  condition 
z  =  x-h  yt)  par  rapport  à  x  et  à  y ,  on  trouve ,  comme  on  doit 
s'y  attendre,  la  relation  qui  caractérise  les  fonctions  monogcnes 
de  Cauchy.  » 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Laisant.  —  «  ...  Je  serais  désolé 
qu'on  pût  m'attribuer  une  pensée  qui  n'est  pas  la  mienne,  à  pro- 
pos de  mon  article  sur  une  question  paradoxale  (t.  II,  p.  274). 
Je  sais  fort  bien  que  les  travaux  de  Faure,  et  avant  lui,  ceux 
d'Argand,  de  Mourey  sur  les  imaginaires,  sont  antérieurs  à  1847; 
je  crois  qu'il  y  avait  des  hommes  d'une  haute  valeur,  en  dehors 
même  de  ceux-là ,  qui  ne  se  payaient  pas  de  mots  sur  celle  ques- 
tion des  imaginaires. 

Ces  hommes-là,  loin  d'être  sévère  pour  eux,  je  les  admire. 
Mais  je  crois  qu'en  1847  on  n'avait  pas  encore,  d'une  manière 
générale,  profité  de  leurs  enseignements.  Aujourd'hui,  la  vulga- 
risation s'est  faite;  nous  en  savons  plus  aujourd'hui  qu'alors, 
précisément  grâce  à  ces  il naen^  dont  vous  parlez;  de  même, 
dans  un  avenir  plus  ou  moins  éloigné,  nos  successeurs  profiteront 
des  découvertes  de  nos  maîtres  d'aujourd'hui.  ' 

Voilà  ce  que  j'ai  voulu  dire,  et  rien  autre  chose.  Je  tiens 
beaucoup  à  cette  rectification,  car  j'estime  que  l'admiration  des 
H.  23 
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maîtres  du  passé  est  une  des  conditions  les  plus  essentielles  du 
progrès  dans  l'avenir.  ■ 

Extrait  d'une  lettre  de  M,  Lignine ,  professeur  à  V Université 
d'Odessa.  —  «  Permettez-moi  de  faire  lobscrvation  suivante 
relativement  à  la  Question  69  de  la  Nouvelle  correspondance  ma- 
thématique. 

Théorème.  Soient  :  X  un  point  mobile  sur  un  plan  ;  XV  sa 
vitesse;  Xi  son  accélération  ;  0  un  point  fixe  du  plan.  L'aire  du 
triangle  OXJ  mesure ,  à  chaque  instant,  la  dérivée  y  par  rapport 
au  temps ,  de  l'aire  du  triangle  OXV.  (Laisant.) 

Le  théorème  qu'il  s'agit  de  démontrer  est  une  conséquence 
très-simple  de  cette  propriété  connue  (v.  le  Traité  de  Cinémor 
tique  pure,  de  M.  Resal,  p.  77)  que,  dans  tout  mouvement  plan, 
l'accroissement  du  montent  de  la  vitesse,  pris  par  rapport  à  un 
point  du  plan,  pour  un  certain  intervalle  de  temps,  est  égal  à  la 
somme  des  moments  des  accélérations  élémentaires,  par  rapport 
au  même  point  et  pour  le  même  intervalle.  En  appliquant  ce 
théorème  à  un  intervalle  de  temps  infiniment  petit  dt  et  en  dési- 
gnant par  p  et  pi  les  distances  respectives  des  droites  XV  et  XJ 
au  point  O,  on  a 

d(p.XV)=pi.XJ.d(, 
ou 

PiXJ= — j^ (a) 

Mais  Pi  .XJ  est  le  double  de  l'aire  du  trianjgle  OXJ,  et  p. XV 
est  le  double  de  l'aire  du  triangle  OXV  ;  donc  Taire  du  triangle 
OXJ  est  égale,  à  chaque  instant,  à  la  dérivée  de  Taire  du 
triangle  OXV,  par  rapport  à  t. 

D'ailleurs,  on  trouve  une  démonstration  directe  de  Tég.  (a) 
dans  l'ouvrage  de  M.  Schell  :  Théorie  der  Bewegung  und  der 
Kraejfte,  pp.  211  et  212. 

On  peut  ajouter  que  Taire  du  triangle  OXV  mesure  ce  ({ue 
Ton  appelle»  d'après  Binet,  la  vitesse  aréolaire  du  point  mobile; 
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c'est  à  dire  qu'elle  représente  à  son  tour  la  dérivée,  par  rapport 
au  temps,  de  Taire  S  décrite  autour  du  point  fixe  0  par  le  rayon 
vecteur  OX.  Et,  d  après  le  théorème  de  M.  Laisant,  Taire  du 
triangle  OXJ  mesure  la  dérivée  seconde  de  cette  aire  S,  dérivée 
que  Ton  peut  appeler  Vaccélération  aréolaire  du  point  mobile  (*).  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSEES. 


Question  4IO. 


Des  plans  parallèles,  coupant  deux  droites  quekonqites ,  aux 
points  (A ,  A'),  (B,  B'), ... ,  on  a  les  relations 


AA'*  BF*  ce* 


^-Fr^=^^  .    .    .    .0) 


Afi .  AC      fiA  .  BC       CA .  CB 

îïïv* 

0,.(2) 


AA'  BF*  ce*  DD' 


AB.AC.AD      BA.BC.BD      CA.Gfi.CD      DA.DB.DC 

K  étant  une  constante,  indépendante  des  distances  des  plans 
sécants,  (J.  N.) 

Menons  les  droites  Bp,  Cy,  parallèles  à  C'A'  et,  respective- 
ment, égales  à  B'A',  C'A'.  Les  points  A,  (3,  y  étant  en  ligne 
droite,  un  théorème  connu  donne 

rr.pr -f-Â^'.Ap  =  rp*.Ay-^Ap.pr.Ar    .    .(3) 


Mais 

Ap  __  py  _  Ay  _  sin  ABp 
ÂB"~BC""ÂC""sinApB' 


(')  Une  solutioo  de  la  Question  69  nous  a  été  adressée,  il  y  a  plusieurs 
mois,  par  M.  Schoenljes. 
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donc,  si  Ton  désigne  par  K  le  rapport  constant  sin  AB^  :  sin  A^B , 
on  peut  remplacer,  dans  la  relation  (3),  Ap,  ^,  Ay  par  K .  AB, 
K.BC,K.AC;etc. 

Pour  démontrer  la  formule  (2),  il  suffît  de  retrancher,  de  l'éga- 
lité (1),  celle  qu'on  en  déduit  par  le  changement  de  C,  G'  en  D,  D'. 

J.  Neuberg. 


Question  SO. 

Soient  ABGD  un  tétraèdre  qiielœnque,  M  un  point  quelconque 
de  Varéte  CD;  démontrer  la  formule 

ÂBSVci?== 


ABC  .  DM"  -♦-  ÂBïr .  C5P  —  2 .  ABC .  ABD  .  DM  .  CM  cos  CABD. 

Soient  M",  G',  D'  les  projections  de  M,  C,  D  sur  un  plan 
mené,  par  A,  perpendiculairement  à  AB.  L'angle  CAD'  sera 
la  mesure  du  dièdre  CABD ,  et  les  droites  M'A,  C'A,  C'B  seront 
égales  aux  hauteurs  des  triangles  ABM,  ABC,  ABD.  Tirons  M'N 
parallèle  à  AC  et  terminée  à  A'D';  nous  aurons 

ÂF*  =rSN*  H-NM^  —  SAN  .NM'  cos  ANM', 

AD'.  CM'  AC'.D'M' 

AN  =  — — — ,      NM'=.l-— — , 
CD'  .     D'C 

AC        AM'        AD'       CM'      DM'      D'C 


ABC       ABM      ABD'      CM         DM        DC  ' 

relations  d'où  il  est  facile  de  déduire  la  formule  proposée. 

(J.N.) 


Question  SI. 

Les  quatre  coniques  circonscrites  à  un  triangle  ABC,  et  dont 
un  foyer  est  le  point  donné  F,  se  coupent,  deux  à  deux,  en  six 
nouveaux  points  D^j  ?  D^s , . . . .  Démontrer  que  chacune  des  trois 


M 
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coniques  ayant  pour  foyer  fe  point  F,  pour  directrice  l'un  des 
côtés  du  triangle  ABG^  et  passant  par  le  sommet  opposé  de  ce 
triangle,  contient  deux  des  points  D. 

On  sait  que,  si  une  corde  BC  d'une  conique  rencontre  la 
directrice  au  point  M»  la  droite  MF  divise  en  deux  parties  égales 
Fangle  BEC  ou  son  supplément.  Diaprés  cela,  soient  (A^  ^B^ ,  C^), 
(As»  B2,  C2)  les  points  ou  les  droites  BC,  GA»  AB  sont  rencon- 
trées par  les  bissectrices  des  angles  BFC,  CFA,  AFB  et  par  les 
bissectrices  des  suppléments  adjacents  :  ces  points  sont  situés , 
trois  à  trois,  sur  quatre  droites  k^^Cy ,  A^BjC^ ,  A^B^ C2,  A2B2G2, 
directrices  des  quatre  coniques  S),  S2 9  S39  S49  circonscrites  au 
triangle  ABG,  et  ayant  pour  foyer  le  point  F. 

Les  coniques  S^ ,  S2  se  rencontrent  encore  en  un  quatrième 
point  D\2j  situé  sur  la  droite  G^C.  Gar,  si  S\  coupe  C^G  en  D, 
on  a  0 

CF  DP 

(c,c,aj"(d;c;â;j' 

Des  triangle  semblables  donnent  aussi 

(ÇC^A,)  ^  ce,  ^  (C,CA)  ^  (C> AB) 
(D,C,A,)       DC,      (D,C,AO'"{D,AB)* 


Par  conséquent 


^«^  ""'  (A) 


(C,C,A,)      (D,C,AO' 
CF  DP 


(CAB)      (D,AB)' 


(B) 


D'après  Fégalité  (A)  le  point  D  appartient  k  la  conique  829 
ou  se  confond  avec  Df2«  De  Tégalité  (B),  on  conclut  que  la 


(')  Nous  désignons,  par  (A,  fiC) ,  la  perpendicnlairc  abaissée  du  point  A 
sur  la  droite  BG. 
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conique  2 »  qui  a  pour  foyer  le  point  F,  pour  directrice  la  droite 
AB  9  et  qui  passe  par  C ,  passe  également  par  D^ 2- 

De  la  même  manière,  on  démontre  que  les  coniques  Sg,  S4  se 
coupent  en  un  point  D34,  situé  sur  la  droite  CC2  et  sur  la 
conique  2.  (J.  N.) 

Question  113. 

Un  triangle  ABC,  dont  le  sommet  A  est  fixe  y  tourne  autour  de 
ce  sommet  en  variant  de  grandeur,  mais  en  restant  semblable  à 
lui-même.  Si  le  côté  BC  passe  par  un  point  fixe  D;  Venveloppe 
de  la  circonférence  y  circonscrite  au  triangle  y  est  un  limaçon  de 
Pascal.  (P.  Mans  ION.) 

Les  points  B ,  C  se  meuvent  sur  deux  circonférences  fixes  0 , 
0^  ayant  pour  corde  commune  AD.  Le  centre  u  de  la  circonfé- 
rence ABC  est  a  rintersection  des  perpendiculaires  abaissées 
de  0,  0',  respectivement  sur  AB»  AC;  donc  le  lieu  de  ce  point 
est  une  circonférence  0"  passant  par  0  et  0'. 

Si  (o'  est  une  autre  position  de  la  circonférence  AQC»  le  second 

point  d'intersection  des  circonférences  (o,€i>'  est  symétrique  de  A  par 

rapport  à  la  ligne  des  centres.  Il  en  résulte  que  le  point  de  contact 

de  la  circonférence  »  avec  son  enveloppe  est  symétrique  de  A, 

relativement  h  la  tangente  menée,  deu,  à  la  circonférence  (y. 

Donc  lenveloppe  cherchée  est  la  podaire  de  A,  par  rapport  à  une 

circonférence  homothétique  de  0",  le  rapport  de  similitude  étant 

égal  à  tf  et  le  centre  d'homothétie  étant  le  sommet  fixe  A. 

(J.  N.) 
Autre  solution  par  M.  Brocard. 


Question  71  (*). 

Théorème.  —  Soient  :  M,  un  point  d'une  courbe  plane;  MT,  la 


(*)  Nous  regrettons  que,  par  des  circonstances  indépendantes  de  notre 
volonté,  les  deux  solutions  suivantes  n'aient  pas  paru  depuis  longtemps. 

(E.C.) 
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tangenie;  R,  le  centre  de  courbure;  v  et  p^  les  angles  que  forment 
respectivement,  avec  une  direction  quelconque  y  fixe  dans  V espace, 
les  droites  MT  et  MR  ;  s,  l'arc  MqM  de  la  courbe,  compté  à  par- 
tir d'une  origine  fixe  Mq.  On  a 

dcosp       cos  r 


ds  JMR  (Laisant.) 

Soient  :  TR  l'intersection  du  plan  de  la  courbe  et  d  un  autre 


plan,  perpendiculaire  au  premier  et  parallèle  à  la  direction  fixe; 
r,  t,  y  les  angles  que  font,  avec  TR,  MR,  MT  et  la  droite  fixe. 
On  a  : 


d  où  : 


et,  en  diflërentiant  : 


••^i-'; 


ces  r  =  —  sin  t  ; 


d.cosr  dt 

— - — =  —  cos  t  —. 
ds  ds 
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dt        1 
d«~MR' 

d. 

cosr      — cost 

Comme 

il  vient  : 

''.cosr      — cos^ 
"di~"""lÏR~~ ^  ^ 

Le  théorème  est  donc  démontré  pour  une  droite  TR  quelconque , 
tracée  dans  le  plan  de  la  courbe. 

Les  angles  p»  y»  r.et  r,  y^  /  sont  liés  par  les  équations  : 


C0Sp  = 

:  cosr  cosr, 

C0ST=a 

cosrcos^ 

On 

en  déduit  : 

d.cosr 

1      rfcos 

P 

ds     " 

cosy      ds 

""  j 

C0S«  =  C0Sr . 

cosy 

La  relation  (1) 

devient 

d.cosp 

—  cosr 

ds 

^     MR    ' 

(H.  SCHOENTJES.) 

Autre  solution  par  M.  Guillot,  Répétiteur  au  Lycée  de  Mou- 
lins. 


Question  T3. 

Soient,  sur  une  circonférence  ayant  0  pour  centre,  AqAi, 
A1A3,  A^As,  ...  une  suite  indéfinie  d'arcs  consécutifs,  égaux 
entre  eux.  On  porte,  sur  les  rayons ,  les  longueurs  respectives  : 
OAo,OA|,OB2  =  iOA2,OB3  =  4^0A5...  Cela  étant,  on  con- 
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sidère  OAq,  OA^OBj,  OB5,  ...  comme  un  système  de  forces, 
en  nombre  infini,  appliquées  enO',et  Von  demande  de  détermi- 
ner leur  résultante,  si  celle-ci  existe  en  réalité. 

Examiner  le  cas  où  les  arcs  AoA|,  A^Aj  ...  sont  égaux,  cha- 
cun à  un  quadrans.  (Laïsant.) 

Soient  :  R  la  résultante,  a  Pangle  de  la  résultante  et  de  OAq. 

Posons  OAq  =  1 ,  AqAi  =  A| Aj  ==  A^Aj . . .  =  x. 

Projetons  toutes  les  forces  sur  le  diamètre  OA  et  sur  le  dia- 
mètre perpendiculaire;  faisons  les  sommes,  et  ajoutons  leurs 
carrés,  nous  trouverons  : 

R3=s(i  -hcosx  -f--cos2xH — I  -f-(sinx-»--sin2x-f--sin3x  —  ). 


ou 


L'équation  : 


Ri  =  (i  -4.S)«^S'«. 
S'. 


tga: 


4  +S 
détermine  la  position  de  la  résultante  (*). 


(H.  SCHOENTJES.) 


(')  Nous  pensons  qu'avant  d'aller  plus  loin,  H.  H.  S.  aurait  dû  établir  la 
convergence  des  séries  dont  il  désigne  par  S,  S\  les  limites.  Quoi  quUl  en 
soit^  rbonorable  Correspondant  retrouve  les  formules  connues  : 

11  /        a?\ 

cos  a;  -H  -  cos  3â;  -«-  -  cos  3a;  H —  =  —  /  .1  2  sin  -  ) 
2  3  V        2/, 


1  1  r 

sin  a;  -H  -  sin  2â?  +  -sinSxH — =» x. 

2  3  2 


(E.  C.) 
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Question  130. 

A,  B,  C  élant  les  trois  angles  d'un  triangle  rectiligne,  on  a 

sin  (A  —  B)  sÎD  (B  —  C) 

sin* A  cos  B  —  sin'  B  cos  A       sin*  B  cos  C  —  sin*  C  cos  B 

sin(A— C) 

sin*  A  cos  C  —  sin' cos  A'      (H.  Brocard.) 

Le  premier  rapport,  renversé,  devient 

sin'AcosB  -  sin' B  cos  A  __  (  I  —  cos'A)  sin  A  cos  B  —  (  I  —  cos*  B)  sin  B  cos  A 

sin  ( A  —  B)  ^7Â~—  B) 

sin  (A  —  B)  -4-  cos  A  cos  B  (sin  B  cos  B  —  sin  A  cos  A) 

sin  (A  -  B) 

cos  A  cos  B  sin  (B  —  A)  cos  (A  h-  B)  «        ^ 

=  1  H =  i  -4-  co<  A  cos  B  cos  C. 

sin  (A  —  B) 

Cette  expression  élant  symétrique  en  A,  B,  C,  le  théorème  est 
démontré  (*).  (B.  Niewenglowski.) 

Autres  solutions  par  MM.  Brocard,  Casimir  Rey,  Barzin,  Fre- 
son  et  Lambiotte  (**). 

Question  tSSè. 

Théorème.  —  On  donne  un  point  C  et  deux  droites  Ox,  Oy.  On 
mène  les  transversales  CAB,  CA'B',  de  manière  que  le  quadri- 

(*)  La  valeur  commune  des  trois  fonctions  données  est 

T  désignant  Taire  da  triangle.  (E.  C.) 

(**)  MM.  F.  et  L.  sont,  aujourd'hui,  Élèves  à  l'École  des  Mines  (Liège). 
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latère  ABA'B'  soit  inscriptible.  Le  lieu  du  centre  l^de  la  circon- 
férence ABA'B'9  est  une  ligne  droite.  (Em.  Lemoine.) 

Ce  théorème  peut  être  généralisé  comme  il  suit  : 

1®  D'un  point  fixe  0,  on  mène  deux  sécantes  qui  rencontrent 
une  conique  donnée,  de  manière  que  les  qtuitre  points  d'intersec- 
tion soient  situés  sur  un  cercle  :  le  lieu  du  centre  de  ce  cercle  est 
la  perpendiculaire  abaissée,  du  point  0»  sur  la  polaire  de  0. 

2®  Un  point  fixe  0  est  le  sommet  d'un  cône  du  second  degré, 
qui  coupe  une  surface  du  second  degrés  donnée,  suivant  une 
courbe  tracée  sur  une  sphère  :  le  lieu  du  centre  de  celte  sphère 
est  la  perpendiculaire  abaissée,  du  point  0 ,  sur  le  plan  polaire 
deOf). 

Pour  démontrer  la  seconde  proposition ,  qui  contient  In  pre- 
mière, prenons  trois  axes  rectangulaires,  passant  parle  point  0. 
Soit 

f(x , y,  s)  =  ax^  -f-  ay  -f-  a'V  -4-  ^hyz  -4-26'zx  -♦-  26"xy  =0,  (1) 

réq nation  du  cône  variable. 
Soit  ensuite 

F  (x,  y,  z)  :=  Ax'  -H  Ay  -f-  A"z'  -H  SBys  h-  2B'zx  -f-  2B"xjy 

H-2Cx-f-2C'y-^2C"5:-».D==:0,     ....    (2) 

Icquation  de  la  surface  donnée. 
Exprimons  que 

/*H->F  =  0 (3) 


représente  une  sphère.  Les  conditions  sont 

a  -f-  aA  =  a'  -f-  aA'  =  a"  +  aA", 
6  -h  aB  «  6'  -♦-  xB'  =  6"  -^  aB"  =  0. 


(4) 


(*)  Cet  élégant  théorème  est  sans  doute  applicable  à  la  théorie  des  coniques 
sphériqueK  Avis  à  Thonorable  Aatcur  !  (£.  C.) 
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Le  centre  de  la  sphère  est  représenté  par 

ax  -4-  b"y'^b'z  -f-  [iP;  c=0, 

b'x  -^by  -^  a"z  -h  i  aF;  =  0. 

Remplaçant,  dans  ces  équations,  6,  6',  6"  par  leurs  valeurs, 
tirées  des  équations  (4) ,  on  trouve 

B"y  ^  B'z  —  4  f;      ^       B"x  -+-  Bz  —  i  f; 

a=s> ,      o=x » -, 

X  y 

B^x  -4-  By  —  i  F; 

z 

Si  Ton  substitue  dans  les  deux  premières  des  équations  (4), 
%  disparait,  et  Ton  obtient,  à  cause  des  valeurs  de  \  F],,  ^F,,  ^  F^  : 

X      y        z 

ce  qui  démontre  le  théorème  (*). 

La  démonstration  est  la  même  pour  le  premier  théorème.  On 
peut  observer  que  les  sécantes,  issues  du  point  0,  forment  deux 
faisceaux  en  involution.    ^  (B.  Niewenglows&i.) 

Autres  solutions  par  MM.  Lambiotte  et  Casimir  Rey,  Profes- 
seur à  rÉcole  du  Génie  (Arras). 


(*)  On  parvient  plus  rapidement  à  ce  résultat  si  Ton  écrit  ainsi  les  équa- 
tions du  centre  de  la  sphèra  : 

(a-t-  3iA)a?-4-(6'-f-/B')s  +  {6"-+-  >B")y-^C  =  0, 
(a'-4-  >A')  y-4-  (6"-^  >B")«-4-(6+  XB)  «  ^C  =0, 
(a" -h  U")  « -^  (6 -^  >B)  y -f- (6' H- 3iB')  « -f- C"  =s  0. 

En  effet,  d'après  les  conditions  (4),  ces  équations  deviennent  : 

*a;-«-C  =  0,      ifcy-*.C'  =  0,      to^C"  =  0; 
etc.  (E.  C.) 
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Question  1A9« 

Résoudre  Véqtiation 

ari  — i2a:«-f-3  =  0.  (E.  C.) 

Posant  x'^  =  Z9  et  employant  la  méthode  de  M.  BellavitiSy  on 
voit  que  l'on  peut  écrire  ainsi  l'équation  : 

(z«  +  «)*==  2az*  -H  12z  -H  «*  ~  5. 
Si 

le  second  membre  sera  un  carré  parfait  (**).  On  peut  prendre 
a  =  3  ;  et  alors 

(;3«^3)'=6(z+  i). 

La  proposée  est  donc 

(a:*-+-5)*=6{x*-t-i)', 
ou 

(x*—  x\/6-^Z  —  |/6)(x*-4-xVë-t-  3-«-|/6)  =  0; 

et  la  question  est  résolue.  (B.  Niewenglowski.) 

Autre  solution  par  M.  Casimir  Rey. 

(*)  Cette  équation  est  la  réduite,  ou  la  résolvante,  de 

;5«_12a^5  =  0.  (E.  C.) 

(*')  Si  Ton  suppose. 

ofi  —  12a?«-i-3=(a:*-*-pa?«-*-g)  (x*  -  pa?« -♦- g'), 

on  trouve 

13 
9-*-9'  =  P*,      ^-^="7-'      97'=3; 

puis  lu  réduite  : 

Celle-ci  est  vérifiée  par  p*  =  6;  etc.  (E.  C.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


188.  Si  les  trois  diagonales  d*un  octaèdre  se  coupent  à  angle 
droit,  en  un  même  point,  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées de  ce  point»  sur  les  huit  faces,  seront  sur  une  même  sphère. 

(Steineb.) 

1  M.  Intégrer  Féquation 

xy  dy*  —  2 {ax^-^  by*) dxdy  +  xy  dx's=sO  (*). 

(E.  C.) 

190.  Deux  projectiles  étant  lancés  simultanément,  d'un  même 
point,  dans  des  directions  quelconques,  quelle  est,  à  chaque 
instant,  la  relation  entre  les  hauteurs  verticales  y^  et  y^,  les 
'équations  des  deux  paraboles  étant 

y  =  Ar(A  -0>     y  =  A'<(B'^0?        (Tait.) 

1  »t.  Étant  donnés  deux  cercles  A,  B;  si  le  centre  de  A  se 
trouve  sur  B,  tout  point  invariablement  lié  à  une  droite  dont  la 
longueur  est  le  rayon  de  A,  et  dont  les  extrémités  s'appuient 
sur  les  circonférences  A,  B,  décrit  une  podaire  de  section 
conique.  (S.  Roberts.) 

199.  Résoudre  Téquation 

(x  -*-  o)  (x  -♦-  o  H-  6)  (x  -*-  a  -t-  26)  (x  -f-  a  -f-  36)  =  c. 

(Vecchio.) 

19S.  Si  Ton  peut  négliger  la  cinquième  puissance  de  Tare 
d'une  courbe,  cet  arc  est  égal  aux  f  de  la  corde  moins  4  de  la 


(*)  L*équation  étant  homogène,  le  problême  ne  présente  aucane  difficollé. 
Néanmoins,  nous  le  croyons  intéressant,  parce  que  Vinl^rale  est  algébriqtu. 
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somme  des  projections  de  la  corde  sur  les  tangentes  extrêmes  (*). 

(SOMOF.) 

194.  Exprimer  Ssn-f-i  en  fonction  linéaire  des  carrés  de  S^ 
Sj,  —  Sa.  (E.  Lucas.) 

195.  Exprimer  le  produit  SmSnSp  en  fonction  linéaire  des 
sommes  S.  (E.  L.) 

1  ••.  Trouver  la  somme  des  inverses  des  Nombres  de  Ber- 
noulli^  et  la  somme  des  inverses  des  Nombres  P.     (E.  L.) 

197.  Dans  le  tableau  du  calcul  des  racines  entières  d*une 
équation  numérique ,  comment  trouve- t-on  immédiatement  le 
quotient  de  f{x)  par  (x  —  a)  (x  —  b),  a  et  b  désignant  deux 
racines  entières  ?  (E.  L.) 

19ft.  Décomposer  en  leurs  facteurs  premiers  les  nombres 
287^-1,28^  —  1.  (E.  L.) 


RECTIFICATI0I8  ET  REHARaUES. 


1.  Page  285.  —  La  ligne  4  doit  être  rétablie  ainsi  :  «  les  fuiramètres  m  et  A:, 
VéquaHon  (6)  n'et /. ...» 

IL    —  519.  —  La  formule  connue  : 
donne 

(')  Voir  la  Queslion  i^Q. 
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Gonséquemmcnt,  la  Question  18â  ne  peut  être  attribuée,  ni  à 
M.  Tait,  ni  à  aucun  autre  Géomètre  f  )• 

IH.  Page  179.  —  Parmi  les  théorèmes  analogues  à  celui  de  Nicomaque,  on 
peut  citer  celui-ci,  que  nous  croyons  peu  connu,  bien  qu'évident  : 
La  somme  des^n  —  1  nombres  entiers  consécutifs  commençant  par  n  , 
est  égale  au  carré  de%n  —  1. 

Par  exemple:      j^g^jj^g.^      3 +4-^-5^-6 +  7  =  5*, 
4-^5-t-6-4-7  +  8-4-9-M0  =  7*,  etc. 

IV.  —  Le  théorème  proposé  par  M.  Laisant  (Question  ISâ)  peut  être  géné- 
ralisé ainsi  : 

Dans  tout  triangle,  la  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  au  centre 
du  cercle  inscrit,  divise  le  côté  moyen  en  deux  segments  soustractifs, 
proportionnels  aux  différences  entre  ce  côté  et  les  deux  autres. 

Quant  à  la  longueur  de  cette  droite,  si  un  la  désigne  par  f,  on 
trouve 

-(o'-+-6»-hc»)-4-2[(6«-4-c»)a4-(c«-4-a«)6-»-(a«-+-6«)c]-9aAc 
0(a  -♦-  6  -♦-  c) 

Enfin,  si  Z^,  /,,  {,,  sont  les  distances  du  centre  de  gravité  aux 
centres  des  cercles  ex-inscrits,  et  que  «,  /3,  ^,p  soient  les  rayons 
des  quatre  cercles,  on  a  encore  : 

(E.  C.) 


(*)  M.  Angenot,  professeur  au  collège  de  Dînant,  et  M.  Casimir  Rey,  font  obserrer 
que,  ft  n  Mf  diviêîbU  par  3 ,  chacun  des  deux  carrée  ut  divinble par  9, 
Éyidemment ,  on  peut  remplacer  3  par  un  nombre  impair  quelconque. 
De  plus,  parmi  toutes  Ui  solutions  de  l'équation 

n^sra*  — y«, 

celle  dont  il  s'agît  est  la  seule  qui  donne 

«-4-y  =  n«,        «  — y  =  n. 

Enfin,  M.  S.  Realis,  Ingénieur  à  Turin ,  a  fait  cette  autre  remarque  :  tout  culte  impair, 
premier  avec  Z,  est  la  différence  de  deux  carrés ,  dont  Vun  est  divitible  par  8 1 . 
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SUR  DE  PRÉTENDUES  QUESnONS  PARADOXALESp 

par  M.  Paul  Mansion. 


1.  Il  n'y  a 9  selon  nous»  aucune  absurdité  à  poser 

tang«=dbt,        (t=V/"irï) 
puisque  cette  égalité  est  équivalente  à  celle-ci  : 


i  e^-f-  e-' 


;  =  ±»» 


laquelle  conduit  à  la  solution  zi  =  qp  oo.  Pour  ces  valeurs 
dez, 


SID  Z  = -; ,  COS  Z  s 

sont  infinis;  et,  par  suite,  Ton  ne  peut  pas  déduire,  de  la  relation 
exacte, 

sin'z 

r-  =  — 1, 

cos'z 

la  relation  inexacte, 

sin*«  -♦-  eos*z  s=  0. 

En  réalité,  pour  z  croissant  indéfiniment,  on  a 

On  peut  donc  dire,  en  se  servant  du  langage  reçu,  que,  même 
pour  j5i  =  oo, 

sin'jc  -*-  cos'z  =  i. 
II.  24 
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%.  La  Question  178  des  Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques (l.  Vî,  première  série)  :  «  si  tang  a  =  qp  i ,  on  aura 
aussi  tang  (a  -h  b)  =3  qp  i^  quelle  que  soit  la  valeur  réelle  ou 
imagitiaire  de  b  »  n  a  évidemment  rien  d'absurde,  d'après  ce 
qui  précède.  Si  ai  croil  indéfiniment,  tang  a  a  pour  limite  d=  1; 
(a  +  fr)t  croit  aussi  indéfiniment;  et,  par  suite,  tang  (a  +  6)  a 
pour  lîm.ite  ±  t.  Cette  question  est  donc  très-propre  à  éveiller 
Tattention  des  bons  élèves  sur  le  sens  vrai  de  certaines  équations 
symboliques  (*). 

Mais  elle  est  intéressante  à  un  autre  point  de  vue.  Tra- 
duite géométriquement ,  elle  conduit  à  la  proposition  suivante  : 
«  Les  points  circulaires  à  Vin  fini,  d'une  figure  plane ,  ne 
changent  pas  quand  la  figure  tourne  autour  de  l'origine  des  coor- 
données, ou  même  d'une  manière  quelconque.  »  Celte  remarque 
si  simple  est  la  base  de  la  théorie  si  féconde  des  points  circu- 
laires à  rinfini.  On  peut  en  déduire  très-aisément  la  démonstra- 
tion analytique  de  Magnus  et  même  la  démonstration,  purement 
géométrique  de  Chasles,  de  ce  beau  théorème  :  «  Toute  transfor- 
mation homographique  plane  est  équivalente  à  une  transforma- 
tion projective  ou  homologique.  »  Tout  récemment,  MM.  Gibert 
et  Nicwenglowski ,  en  s'appuyant  uniquement  sur  la  définition 
des  points  circulaires  à  Tinfini  et  sur  la  même  remarque,  ont 
démontré,  sans  aucun  calcul ,  qu'tine  courbe,  ses  développées  et  ses 
développantes  ont  les  mêmes  foyers  situés  à  une  distance  finie  (**). 

S.  La  question  suivante,  proposée  dans  le  n®  de  septembre  de 

la  iV.  C.  M.,  comme  exemple  de  relation  paradoxale  : 

.  Si 

sina  =  2,  cosa=:2, 


(*)  Aussitôt  que  VespMe  et  le  temps  nous  le  permettront,  nous  répondrons 
à  notre  honorable  Collaborateur,  non-seulement  à  propos  du  présent  article, 
mais  encore  au  sujet  de  quelques  autres.  (E.  C.  ) 

(**)  M.  Houtier,  qui  avait  résolu  la  Question  188,  démontre  le  théorème 
de  MM.  Gibert  et  Niewenglowski  pour  les  coniques,  dans  les  Quesiions  189 
et  168  (loc.  cit.  pp.  366,  i83). 
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on  a,  qttel  que  soit  z, 

sin  «=  ■-  cos  (z — 2o),  » 

o 

est  certainement  absurde  en  apparence;  mais  elle  ne  Test  peut- 
être  pas  en  réalité.  On  n'ulilise  nullement  la  relation 

sin'a  -♦-  cos*a  =  i  , 

en  vérifiant  Fégalité  8  sin  z  «=«  cos  (z  —  2a)  ;  mais  seulement  les 
propriétés  suivantes  des  fonctions  trigonométriques  : 

cos  (x  —  y)  sas  cos  X  cos  y  -t-  sîn  x  sio  y  /  cos  2x  =  C08*x  —  sin'x, 
sin  2x  <=  2sin  x  cos  x. 

Par  suite,  la  question  est  équivalente  à  celle-ci  :  c  Si  detâx 
fonctions  S(x),  G(x)  sont  telles  que 

C(x-y)  =  C(x)C(y)-4-S(x)S(y),      C  (2x)  «  (?(x)  -  S»(x), 
S(2x)=2S(x)C(x), 

on  aura  aussi ^  quand  C  (a)=  S(a)  =  2, 

S(2x)=lc(«-2a).. 

On  ne  sait  pas,  a  priori,  s'il  est  impossible  de  trouver  deux  fonc- 
tions qui  jouissent  de  ces  propriétés.  En  tout  cas ,  la  question 
suivante,  qui  est  analogue,  n'a  rien  de  paradoxal  :  •  Si  l'on  a 
deux  fonctions  de  x  ,  G  (x) ,  S  (x)  telles  que 

C(x-^y)=C{x)C(y)-S(x)S(y),  S(2x)=  2S(x)C{x), 

on  aura  aussi ,  quand  S(a)  =  C(a)  =2, 

-S(z)  =  ic(z  +  2a).. 
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On  trouve  aisément  que  Ton  peut  prendre 

C  {x)  s=  A*  cos  X,        S  (x)  =  A'^sin». 

Limbourg  a  traité  des  questions  analogues  à  la  préeédenle,  à  pro- 
pos de  la  fonction  gamma. 

4.  Gauehy,  Gauss»  Riemann,  Cayley,  Sylvester  et  beaucoup 
d'autres  se  sont  occupés  des  variétés  à  n  dimensions  j  ou  des 
espaces  à  n  dimensions;  et  le  premier  de  ces  Géomètres  a  expli- 
qué, très-nettement,  ce  qu'il  entendait  par  là.  Nous  ne  voyons 
aucun  inconvénient  à  employer  ce  langage  symbolique,  parfaite- 
ment clair,  dans  les  questions  où  il  est  absolument  indispensable^ 
comme  dans  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 
Pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  parcourir  les  premiers  écrits  de 
M.  Lie  sur  ce  sujet,  ou  la  partie  correspondante  de  notre  ouvrage 
sur  les  Équations  aux  dérivées  partielles,  du  premier  ordre. 

D'ailleurs  l'histoire  prouve  que  l'on  peut  faire  progresser 
la  science,  en  y  introduisant  des  idées  nouvelles,  qui  oe 
sont  pas  complètement  élucidées.  Ainsi,  les  expressions  imagi- 
naires ont  été  très-utiles  aux  Géomètres ,  bien  longtemps  avant 
qu'Argand  en  eût  donné,  en  1806,  la  vraie  théorie. 

«  Puisse  quelque  jour,  disait  Sylvester  en  1869,  l'esprit  de 
l'étudiant  en  mathématiques  être  vivifié  et  élevé,  sa  foi  réveillée 
par  une  initiation  anticipée  aux  idées  de  continuité,  d'infinité; 
par  la  familiarisation,  enfin,  avec  la  doctrine  de  l'imaginaire  et 
de  l'inconcevable  (*)l  » 


(')  Comment  un  bon  esprit  peut-il  se  familiariser  avec  ce  qui  est  incon- 
cevable? Quand  une  proposition  est  contraire  au  sens  commun,  on  n'a 
qu'un  parti  à  prendre  :  la  rejeter.  Très -probablement,  les  paroles  de 
rillustre  Géomètre  anglais  ont  été  mal  traduites  ou  mal  interprétées. 

(E,  C.) 
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ROULETTES  DE  COHIQUES; 

par  M.  H.  fiaocAKD. 


Bien  que  Tare  de  courbe  d'une  section  conique  s'exprime  au 
moyen  d'un  symbole  spécial^  irréductible,  auquel  on  a  donné, 
d'après  Legendre,  le  nom  de  fonctions  elliptiques  y  il  est  très- 
remarquable  qu'on  puisse  parvenir,  indépendamment  de  ces 
formules,  à  une  détermination  facile  et  à  une  connaissance  suffi- 
sante de  certaines  courbes  engendrées  par  des  points  invariable- 
ment liés  à  des  coniques  de  forme  donnée,  qui  roulent,  sans 
glisser,  sur  une  droite  fixe.  Pareille  observation  s'étend  aux 
courbes  enveloppes  de  droites,  entraînées  dans  le  roulement 
de  ces  coniques. 

L'objet  de  la  présente  Note  est  de  résumer  diverses  propriétés 
de  ces  courbes,  et  d'indiquer  les  méthodes,  parfois  extrêmement 
simples,  qui  permettent  de  les  déterminer. 

Cette  étude,  intéressante  à  plusieurs  titres ,  pourra  sans  doute 
fournir  à  nos  lecteurs  le  sujet  de  remarques  et  de  recherches 
nouvelles. 

Nous  n'examinerons ,  pour  le  moment,  que  les  lieux  géomé- 
triques de  points  entraînés,  c'est-à-dire  les  roulettes  de  coniques. 

Un  article  spécial  pourra  être  consacré  à  l'étude  de  l'env/eloppe 
de  droites  entraînées. 

-  Dans  ce  qui  suivra,  nous  prendrons  constamment,  pour  axe 
des  X,  la  droite  fixe  donnée;  pour  axe  des  y^  la  perpendiculaire 
à  cette  droite,  représentant  une  position  particulière  de  l'axe 
focal.  Nous  rappellerons,  une  fois  pour  toutes,  que,  si  A  désigne 
le  point  de  contact  de  la  conique,  à  un  instant  considéré,  M  le 
point  entraîné,  ou  la  projection  du  point  A  sur  la  droite  entraînée; 
AM  est  la  normale  à  la  courbe,  lieu  du  point  M  dans  le  premier 
cas,  enveloppe  de  la  droite  entraînée,  dans  le  second. 
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Les  résultats  que  nous  allons  indiquer  ne  sont  pas  nouveaux. 
La  plupart  ont  été  énoncés  ou  démontrés  dans  un  intéressant 
traité  sur  les  Roulettes  et  Glissettes,  publié  à  Cambridge, 
en  1870,  par  M.  W.  H.  Besant;  M.  À.  (50  p.,  40  fig.). 

Nous  avons  cherché  à  réunir  ici  les  principales  applications 
de  cette  théorie,  aux  roulettes  engendrées  par  les  sections 
coniques. 


fl.  Une  coniqtic  à  centre  roule ^  sans  glisser,  sur  une  droite 
fixe.  Trouver  le  lieu  d'un  des  foyers  entraînés. 

Première  méthode.  —  Soient  F,  F'  les  deux  foyers;  A  le  point 
de  contact;  FD,  F'D',  les  ordonnées  des  foyers.  On  sait  que  AF, 
AF'  sont  les  normales,  en  F,  F',  aux  courbes  décrites  par  les 
points  F,  F'. 

Soient  j/,  y^  les  ordonnées  FD,  F'D'.  Nous  aurons 

L'élimination  de  y^  donne 

ou 

(2) rfx'—       ^         ^'   ^ 


ou 

(5)    .    .    .     dx' 


4ay-(6»-i-yT* 


[y«-(a-c)«][(«  +  c)'-y«J 
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9.  Deuxième  méthode.  —  Soient 


a'       6" 


l'équation  d'une  ellipse ,  rapportée  à  ses  axes  y'ox';  s'  Tare  AM 
compris  entre  le  sommet  A  et  le  point  M  (x',  y')  ;  OMx  la  tangente 
en  M  ;  OM  =  «'  ;  et  OY  perpendiculaire  à  OM  ;  xety  les  coor- 
données du  point  F,  rapporté  aux  axes  OY,  OX.  On  aura 


y-t>V^=^' 


ar  —  ex' 


X  =  8  — 

6' 


On  tire,  des  équations  précédentes  : 

_(f  6*— y' 

valeurs  d'où  l'on  conclut  facilement  : 


ds'<= 


(6»  +  y»)V4oy— (6»  -*-  y')' 


6»    Wy^      (6«  +  y')V4ay— (6*-»-y')'    "' 

La  différence  des  premiers  membres  de  ces  formules  n'est  autre 
chose  que  dx.  On  a  donc 

^_         (6*-*.y')dy 


V/4oy  — (6'+y«)' 
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Il  est  évident  que  cette  équation  différentielle  est  celle  de  la 
courbe  décrite  par  le  foyer  F,  quand  rellipse  roule,  sans  glisser, 
sur  la  droite  Ox. 

N.  B.  — Cette  démonstration  est  donnée  par  M.  J.  A.  Serret, 
dans  son  Cours  de  Calcul  intégral,  n""  713. 

S.  Troisième  méthode.  —  Soient  D  la  projection  du  foyer  F 
sur  la  tangente  ODAX,  u  la  longueur  FA,  co  langle  AFF% 
p  le  paramètre,  e  Texcentricité.  On  a 


Mais 


donc 


et 


FI) 

FA 

"■  y  ™" 

1^ 

FA 

P 

i  -H  ecosw 

u 

«tang 

V  = 

dx 

dx      \  -¥-  ecosa 


dy  esin» 


y= 


(1  -t-CC0S«)|/  ^ 


On  tire,  de  la  dernière  équation, 

P 


ecos«  = 


dsr 


j-'-' 
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et  la  multiplication  des  deux  équations,  membre  à  membre, 
donne 

esiDa=:  — 


Ajoutons  les  carrés  :  il  vient 

m ^-.^^< — ^^= 

d'où  y  enfin, 


dx=' 


M±^^ 


On  retombe  ainsi  sur  la  même  équation  différentielle. 

4.  On  reconnaît  aisément  Tidentité  de  Téquation  précédente 
avec  réquation 

(») e«=i-.^;-??j. 

y^     y  ds 

donnée  par  M.  W.  H.  Besant  (Notes  on  Roulettes  and  Glissettes, 
p.  4S.  Ex.  9). 

Il  est  intéressant  de  comparer  aussi  Téquation  (2)  à  celle  du 
lieu  du  foyer,  lorsque  le  point  de  contact  de  la  conique  avec 
Taxe  des  x  reste  invariable.  On  trouve,  dans  ce  dernier  cas, 

Elle  ne  diffère  de  lautre  que  par  le  changement  de^  en  j- 


C)  Voir  les  Nativelles  Annales,  question  959,  t.  XI,  p.  13â  (1873). 
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5.  De  réquation  générale  (1),  on  déduit  facilement  l'expres- 
sion du  rayon  de  courbure  R  : 


La  courbe  que  représente  lequation  (1)  a  une  forme  sinueuse 
ou  sinussoîdale.  Les  sommets  se  trouvent  sur  les  droites  repré- 
sentées par 

y  =  «-*-c,         y  =  a  — c, 

et  les  points  d'inflexion,  à  une  distance  b  de  Ox.  L'intervalle  de 
ces  divers  points  est,  évidemment,  égal  au  demi-périmètre  de 
lellipse. 

Aux  points  d'inflexion ,  le  rayon  de  courbure  est  infini  et 
change  de  signe;  de  plus,  ^  =  ±  |^ 

L'inclinaison  des  asymptotes  aux  diverses  parties  de  la  déve- 
loppée est  donc  représentée  par  :fc  ^^ 

Il  est  évident  que  chaque  foyer  décrit  la  même  courbe,  trans- 
portée parallèlement  à  l'axe  des  oc,  d'une  moitié  du  périmètre  de 
l'ellipse.  Le  lieu  des  foyers  se  compose,  en  réalité,  de  ces  deux 
courbes  égales. 

6.  Ainsi  donc,  bien  qu'on  ne  puisse  obtenir  une  équation  de 
la  courbe  sous  forme  explicite,  on  arrive  à  connaître  une  grande 
partie  des  singularités  de  son  tracé. 

Voici  encore  d'autres  propriétés  intéressantes  à  signaler. 

1®  En  tournant  autour  de  Taxe  des  x,  cette  courbe  engendre 
la  surface  de  révolution  pour  laquelle  la  courbure  moyenne ^^ni 
divers  points,  est  constante,  et  égale  à  \.  (Voir  J.  A.  Serret, 
loc.  cit.) 

S""  En  tournant  autour  de  Taxe  des  x,  elle  engendre  la  surface 
minitna  renfermant  un  volume  donné.  (Voir,  ibidem,  n®  858.) 
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3*  Lorsque  Tellipse  a  fait  un  tour  entier,  Tare  de  courbe 
décrit  par  le  foyer  est  égal  à  la  circonférence  ayant  pour  diamètre 
le  grand  axe. 

Cette  proposition  fait  Tobjet  de  la  question  901  (J.  Jouflroy) 
{Nouvelles  Annales  y  1869,  p.  45),  résolue  (même  tome,  p.  420), 
par  M.  Jasseron.  Bfl.  A.  Morel  Ta  généralisée  (p.  314),  en 
partant  de  Ténoncé  suivant,  indiqué  par  M.  Bertrand  (Traité  de 
Calcul  différentiel,  p.  2S)  : 

Si  dun  point  0,  situé  dans  le  plan  d*une  courbe  plane, 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  à  cette  courbe, 
la  longueur  d'un  arc  de  courbe,  lieu  des  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires (ou  podaire)  est  égale  à  celle  de  la  courbe  engendrée  par  le 
point  0  lié  invariablement  à  la  courbe  donnée,  pendant  que  Tare 
correspondant  de  celle-ci  roule,  sans  glisser,  sur  une  droite  fixe. 

En  d'autres  termes  :  Si  une  courbe  roule  sur  une  droite^  l'arc 
de  la  roulette  est  égal  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire. 
(W.  H.  Besant,  p.  16,§24.) 

Ce  théorème  général  est  du  à  Sleiner  (voir  Nouvelles  Annales, 
l^  série,  t.  XVllI,  p.  341),  et  rentre  même  dans  la  proposition 
suivante,  due  à  M.  Lamarle  :  Lorsqu'une  courbe  plane  ACB 
roule  sur  une  droite  fixe  EF,  il  existe  un  rapport  constant  entre 
ta  longueur  de  la  roulette  MON  décrite  par  un  point  M  de  la 
courbe  roulante,  et  la  longueur  correspondante  de  la  courbe 
G'P'H' 9  lieu  des  points  où  les  tangentes  à  ACB  sont  coupées, 
sous  l'angle  P,  par  des  droites  partant  de  M.  Ce  rapport  est 
exprimé  par  Fégalité 

MON        .       , 

:smpn. 


G'P'H' 


Le  théorème  de  Steiner  est  aussi  démontré  par  M.  Bertrand, 
dans  le  Traité  de  Calcul  intégral,  p.  372  (**). 


(*)  Voir  Nouvelles  Annales,  4869,  p.  S87. 

(")  Ces  divers  théorèmes  sont  compris  dans  la  proposition  suivante,  dont 
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4**  L'aire  de  la  courbe  (1)  est  égale  à  Shra*,  ou  le  double  de 
celle  du  cercle  homographique  dont  le  rayon  est  a. 

N.  B.  —  On  suppose  que  Tellipse  a  fait  une  révolution  complète. 

T.  Cas  particuliers.  —  1*  6  =  a.  L'ellipse  devient  une  cir- 
conférence. 

2®  6  =  0,  a  invariable.  L'ellipse  devient  un  segment  de 
droite. 

3®  Changement  de  6*  en  —  6*  :  la  conique  est  une  hyperbole. 

i""  Changement  de  6^  en  —  a'  :  la  conique  est  une  hyperbole 
équilatère. 

Ces  divers  cas  n'offrent  aucune  diflSculté. 


II 

S.  Une  parabole  roule,  sans  glisser ,  sur  une  droite  fixe.  Trouver 
le  lieu  de  son  foyer. 

Première  méthode.  —  L'équation  différentielle  (1),  relative  au 
cas  de  l'ellipse  ou  de  l'hyperbole,  n'est  pas,  généralement,  inlé- 
grable.  Elle  le  devient  dans  le  cas  de  la  parabole.  En  effet,  il 
suffit  d'y  poser  ?  =  p,  et  d'y  faire  a  infini.  Elle  se  réduit 
alors  à  la  relation  : 

(6) JL^-P, 


la  démonstration  est  facile  :  La  somme  (algébrique)  des  courbures  de  la 
podaire,  en  deux  points  correspondants,  est  égale  à  l'inverse  de  la  distance 
comprise  entre  le  point  décrivant  la  roulette  et  le  point  où  la  courbe  rouiante 
touche  la  droite  fixe  (Bull,  db  l'Académie  de  Belgique,  février  1869). 

Enfin ,  il  est  peut-être  à  propos  de  rappeler  ici  que  :  toute  courbe  plaane 
est  une  roulette  (Nouvelles  Annales,  t.  XV,  p.  103).  (E.  C.) 
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d'où  Ton  conclut 
(7) y=-^le—r'-^e   T-J, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

L'équation  (7)  représente  une  chaînette  (*). 

La  constante  c  peut  être  prise  égale  à  zéro,  et  alors  Téquation 
se  réduit  à 

(8) y-j[eT-i-  e-r]. 

Le  sommet  de  la  courbe  a  pour  ordonnée  y^=^\j  ce  qui 
devait  être. 

•.  Deuxième  méthode.  —  Soit 

réquation  de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  OX  et  à  la  tan- 
gente OY  à  son  sommet.  En  désignant  par  a  langle  que  fait, 
avec  OX,  la  tangente  MT  de  la  courbe;  par  P  le  point  de  OY 
où  F  se  projette  sur  la  tangente  MT;  par  I  un  point  de  MT,  tel, 
que  MI  égale  Tare  MO  =^8\  enfin  par  t  la  longueur  MP  ;  on  a 


PF=     ^ 


Ssina' 
IP=>-e:=-|l.tang  J. 

Ce  sont  là,  respectivement,  les  coordonnées  y  et  a:  du  foyer  F,  par 


(*)  Ce  carieux  résultat  est  dû,  je  pense,  au  célèbre  Bobillier,  qui  me  Ta 
eommaniqué  en  1836,  quand  j*avais  Thonneur  d'être  son  collègue  à  Chà* 
lons-sur-Mame.  (E.  G.) 
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rapporl  aux  axes  rectangulaires  TI,  IS.  L'élimination  de  a  donne 


y  =  .(ep-^c    p). 


Il  est  évident,  par  ce  qui  précède,  que  cette  équation  est 
celle  de  la  courbe  décrite  par  le  foyer  de  la  parabole,  lorsque 
cette  courbe  roule,  sans  glisser,  sur  la  droite  6xe  TI. 
iV.  B.  —  Celte  démonstration  est  donnée  par  M.  J.  A.  Serret, 

toc.  dt.  n*  224. 

10.  Troisième  méthode.  —  Soient  F  le  foyer,  S  le  sommet, 
A  le  point  de  contact  sur  OX,  P  la  projection  de  F  sur  OX. 
On  sait  que  PS  est  perpendiculaire  à  SF;  donc  PF,  parallèle  à  la 
normale  en  A ,  est  bissectrice  de  Tangle  SFA.  Par  suite 

dit 
tang  SFP  =  tang  PFA  =-~ . 

CfflC 

Dans  le  triangle  rectangle  PSF, 

PFcosSFP  =  SF. 
Conséquemment , 

y  P 

On  retombe  ainsi  sur  Téquation  différentielle  de  la  chaînette  : 

rfx»  p' 

Comme  dans  l'exemple  précédemment  traité,  on  peut  remar- 
quer l'analogie  de  cette  équation  avec  celle  du  lieu  du  foyer  de 
la  parabole,  lorsque  cette  courbe  reste  tangente  à  l'axe  des  x,  au 
même  point  : 
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On  passe  donc  encore  de  la  première  équation  à  la  seconde  en 
subslituantf  àg(*). 

11.  Propriétés  principales  de  la  courbe.  —  Les  propriétés 
de  la  chaînette  sont  trop  nombreuses  et  trop  connues  pour  qu'il 
soit  nécessaire  de  les  rappeler  ici;  en  particulier,  les  propriétés 
purement  géométriques  (tangente,  normale,  courbure,  quadra- 
ture, rectiflcation,  etc.)  font  l'objet  d'une  étude  détaillée  dans  les 
Traités  d'Analyse.  Nous  nous  bornerons  donc  à  signaler  les 
propriétés  suivantes,  qui  nous  ont  paru  mériter  le  plus  de  fixer 
l'attention  : 

1^  Renversée,  elle  est  le  tracé  de  la  courbe  suivant  laquelle 
il  faudrait  disposer,  dans  un  même  plan  vertical,  les  centres  de 
sphères  égales  et  de  même  nature  formant  les  voussoirs  d'une 
voûte  en  équilibre. 

Cette  propriété,  découverte  et  démontrée  par  Stirling,  a 
été  vérifiée  expérimentalement  par  l'abbé  Bossut  et  par  Ron- 
delet (**). 

2®  La  chaînette  est,  de  toutes  les  courbes  isopérimètres  planes, 
réunissant  deux  points  fixes,  celle  dont  le  centre  de  gravité  est 
le  plus  près  possible  d'une  droite  donnée  dans  le  même  plan  que 
les  deux  points,  et  perpendiculaire  aux  forces  parallèles  qui  la 
sollicitent. 

En  effet,  si  le  fil  homogène  pesant,  que  nous  supposerons 


(')  Voiries  Nouvelles  Annales,  question  973,  t.  XI,  p.  500  (4872). 

{**)  On  ne  comprend  guère,  nous  semble-t-il,  comment  une  voûte  pour- 
rait être  composée  de  voussoirs  sphériqucs.  Voici  comment  s^exprimc,  à  ce 
sujet,  le  savant  Douliot  : 

«  Rondelet  rapporte,  dans  son  ouvrage  sur  Part  de  bâtir,  qu'il  a  arrangé 
e  des  boules  sur  une  dalle  de  pierre,  de  manière  que  leurs  points  de  con- 
0  tact  se  trouvaient  sur  la  chaînette,  et  qu'en  redressant  cette  dalle  verti- 
»  calement,  il  est  parvenu,  après  plusieurs  essais,  à  faire  tenir  ces  boules 
»  en  contact,  en  empêchant  les  deux  premières  de  se  déranger  »  (Traité 
spécial  de  Coupe  des  pierres.  —  1825).  (E.  C.) 
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remplacer  la  courbe,  est  en  équilibre  stable  sous  Tinfluence  de  la 
pesanteur  y  perpendiculaire  à  la  droite  donnée;  si  ce  fil,  disons- 
nous,  vient  à  être  déplacé,  il  revient  de  lui-même  à  sa  première 
position  lorsqu'on  cesse  de  le  toucher  :  le  centre  de  gravité  sëtait 
donc  élevé,  et  par  suite,  occupait  primitivement  le  point  le 
plus  bas. 

S"*  La  chaînette  est,  des  courbes  planes  passant  par  deux 
points  fixes,  celle  qui  engendre  Taire  minima  (ou  maxima)  en 
tournant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  (J.  A.  Serret,  Cal- 
cul intégral ,  n"8Sl). 

i^  C'est  aussi,  de  toutes  les  courbes  isopérimètres  passant  par 
deux  points  donnés,  celle  qui  engendre  la  surface  de  révolution 
maxima  (Ibidem,  n®  856). . 

Le  principe  de  ces  diverses  propriétés  a  été  découvert  par 
J.  Bernoulli,  qui  les  a  exposées  dans  son  Traité  du  Calcul 
intégral,  composé,  à  Paris,  pour  le  marquis  de  l'Hospital. 

{La  suite  prochainement.) 


SUR  L'EMPLOI,  DANS  LA  GÉOMÉTRIE,  DTJN  NOUVEAU 
PRINCIPE  DES  SIGNES; 

par  M.  EDOUARD  Lucas. 


Malgré  le  nombre  considérable  de  Mémoires  relatifs  à  la 
théorie  des  quantités  négatives,  les  règles  sur  Temploi  des 
signes,  en  Géométrie,  n'ont  pas  été  nettement  définies  jusquli 
présent.  Il  est  généralement  admis  que,  si  Tusage  de  la  règle 
des  signes  est  avantageux  lorsqu'il  s'agit  de  segments  comptés 
sur  une  même  droite,  ou  d'angles  ayant  même  sommet,  il  n'en 
est  plus  de  même  lorsque  l'on  considère  des  segments  coraplés 
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sur  des  droites  difTérentes^  ou  des  angles  ayant  des  sommets 

différents  (*). 

M.  Chastes,  dans  son  Traité  de  Géométrie  supérieure  (p.  ix), 

exprime  formellement  cette  idée  :  «  Si  Ton  ne  démontre ,  ordi- 
nairement, une  formule  ou  une  relation  que  pour  une  certaine 
figure,  et  non  dans  Tétat  d'abstraction  et  de  généralité  qui 
permettrait,  au  moyen  des  signes  -+-  et  —  affectés  aux 
segments  et  aux  angles  pour  marquer  leur  direction,  de 
Tadapter  indifféremment  à  tous  les  cas  possibles  de  la  figure , 
il  est  facile  d'en  reconnaître  la  raison.  C'est  que  les  proposi- 
tions qui  forment,  le  plus  ordinairement,  les  éléments  de 
démonstration,  dans  la  Géométrie  ancienne,  ne  comportent 
pas  l'application  du  principe  des  signes.  Telles  sont,  la  propo- 
sition du  carré  de  l'hypoténuse,  celle  de  la  proportionnalité 
des  côtés  homologues  dans  les  triangles  semblables;  celle 
encore  de  la  proportionnalité,  dans  tout  triangle,  des  côtés  aux 
sinus  des  angles  opposés.  La  règle  des  signes  ne  s'applique 
point  à  ces  propositions ,  puisque  les  segments  que  l'on  y 
considère  sont  formés  sur  des  lignes  différentes,  et  les  angles 
autour   de   sommets  différents.  »   La   difficulté  signalée  ici 

disparait  lorsque  Ton  tient  compte  du  principe  que  nous  allons 

exposer  ("*),  et  que   nous   empruntons  aux  théories  de  la 

Statique. 


1.  —  De  PRINCIPE  DE  DIRECTION.  —  Daus  l'étcndue  géomé- 
trique, la  notion  première  est  celle  du  point.  Le  système  le  plus 
simple  est  celui  dans  lequel  on  ne  considère  que  deux  points, 


(•)  Voir  Salmon.  Traité  des  Sectiom  coniques  (Théorie  de  la  ligne  droite). 

C'est  à  Tomissioa  de  ce  second  principe  des  signes  que  Ton  doit  attribuer 
la  double  valeur  donnée,  habituellement,  pour  la  distance  d'un  point  à 
une  droite. 

(**)  Voir  la  Noie  sur  la  règle  des  signes  en  Géométrie,  par  M.  Lagdbrrb  y 
qui  me  parait  résumer  Tétat  actuel  de  la  question.  —  Nouvelles  Anjiales 
DE  Mathématiques,  année  1870,  p.  i76. 

ir.  25 
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et,  immédiatement  apparaît  la  notion  de  la  ligne  droite;  nous 
regardons  en  effet  la  ligne  droite  comme  la  trace  d'un  point  qui 
se  meut  suivant  la  loi  la  plus  simple,  sans  tenir  compte  de  Tidée 
de  temps  ou  de  vitesse.  Cette  manière  de  voir  s'accorde  avec 
l'opération  matérielle  qui  consiste  à  tracer  effectivement  une 
ligne  droite  sur  le  papier,  au  moyen  d'un  crayon.  Ainsi  l'idée  de 
mouvement  est  aussi  simple  que  celle  de  la  distance  de  deux 
points;  elle  en  est  inséparable.  Nous  ne  pouvons  même  concevoir 
la  distance  de  deux  points  A,  B,  que  par  la  comparaison  de  cette 
distance  avec  une  autre  distance,  prise  arbitrairement  sur  la 
droite  qui  les  joint;  d'ailleurs  l'égalité  géométrique,  définie  par 
la  superposition,  ne  peut  se  constater  que  par  le  déplacement. 

Nous  concevons  ensuite,  sur  cette  droite  AB,  deux  sens,  l'un 
dirigé  de  A  vers  B,  l'autre  de  B  vers  A;  l'un  augmentant  la  dis- 
tance qui  sépare  un  point  mobile  du  point  A ,  l'autre  la  dimi- 
nuant; de  là  l'emploi,  imposé  par  Descartes,  des  signes  h-  et  — , 
pour  comparer  les  segments  comptés  sur  une  même  droite.  Il  est 
vrai  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement,  sur  la  droite,  le  sens 
positif;  car,  si  l'on  change  ce  sens,  il  suffit  de  changer  en  même 
temps  tous  les  signes  des  segments  considérés  ;  ce  qui  donne  le 
même  résultat. 

Mais,  pour  apprécier  la  situation  relative  des  droites  tracées 
dans  un  plan ,  il  est  indispensable  de  fixer  d'abord  le  sens  des 
directions  positives  sur  chacune  d'elles;  et  l'on  peut  alors  définir 
leur  angle  comme  on  le  fait  habituellement,  depuis  Carnot,  par 
l'angle  obtenu  en  menant,  par  un  point  quelconque  de  l'espace, 
des  parallèles  aux  droites  données,  mais  seulement  dans  le  sens 
des  directions  positives.  D'ailleurs,  l'on  considère  deux  sens 
autour  de  ce  point;  et  l'on  est  convenu  d'affecter,  de  signes  con- 
traires, les  angles  de  la  première  droite  avec  la  seconde,  et  de 
la  seconde  avec  la  première. 

«.  —  Du  PRINCIPE  DE  CIRCULATION  DANS  LE  PLAN.  —  Une  droite 
quelconque  D  divise  le  plan  en  deux  régions;  on  considère  ordi- 
nairement les  distances  de  deux  points  A ,  B  du  plan ,  à  cette 
droite,  comme  ayant  même  signe  si  les  points  A,  B  sont  dans  la 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  387  — 

même  région ,  et  comme  ayant  des  signes  contraires  si  ces  deux 
points  sont  dans  des  régions  différentes  :  la  région  correspondant 
au  signe  h-  est  d  ailleurs  arbitraire. 

Considérons  maintenant  des  droites  disséminées  dans  le  plan, 
et  plaçons,  en  dehors  d'elles,  un  point  O  que  nous  appellerons 
point  de  comparaison.  Menons  par  ce  point  une  droite  arbitraire, 
qui  les  rencontre  touties  en  des  points  A,  B,  C,  D, ...,  et  supposons 
un  mobile  partant  du  point  0  et  se  dirigeant  vers  A;  nous  pren- 
drons par  convention,  comme  direction  positive,  la  direction  de 
la  droite  commençant  en  A ,  à  la  gauche  du  mobile.  Il  est  vrai 
que  ces  directions  positives  restent,  au  fond,  absolument  arbi- 
traires, puisqu'elles  dépendent  de  la  position  du  point  de  com- 
paraison. Ainsi  deux  droites  parallèles  auront  le  même  sens 
ou  les  sens  opposés ,  suivant  que  le  point  de  comparaison  sera 
placé  à  Textérieur  ou  à  Tintérieur  de  Tintervalle  compris  enUre 
les  deux  parallèles  ;  cependant  nous  verrons  que  c'est  la  pos- 
sibilité du  déplacement  du  point  de  comparaison,  qui  permet  de 
généraliser  la  plupart  des  énoncés  des  théorèmes  de  la  Géométrie. 

Si,  au  contraire,  on  a  fixé  à  l'avance,  sur  une  droite,  la  direc- 
tion positive;  la  distance  du  point  0  à  cette  droite  sera  considérée 
elle-même  comme  positive  ou  comme  négative,  suivant  que  la 
direction  choisie,  et  la  direction  déterminée  par  la  convention 
précédente,  seront  de  même  sens  ou  de  sens  contraires;  cette 
règle  s'accorde  entièrement  avec  celle  qui  donne  le  signe  du 
produit  des  termes  de  deux  polynômes  algébriques. 

Cette  idée  n'est  pas  nouvelle  :  elle  correspond  exactement  à  la 
détermination  du  signe  du  moment  d'une  force,  par  rapport  à 
un  point;  mais  il  est  curieux  de  constater  que,  constamment 
employée  en  Statique,  en  Électro- dynamique,  etc.,  elle  n'a 
pas  encore  été  appliquée  en  Géométrie  pure.  C'est  pour  cette 
raison  que  certains  théorèmes  du  Traite  de  Géométrie  supérieure 
sont  énoncés  pour  différents  cas ,  correspondant  à  des  différences 
de  situation,  bien  qu'ils  comportent  l'emploi  des  principes  exposés 
ci-dessus.  Cette  seconde  règle  des  signes  est  donc  indispensable  : 
elle  complète  l'exposé  des  lois  de  la  dualité  dans  la  science 
de  rétendue. 
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S.  —  Du  PRINCIPE  DE  CIRCULATION  DANS  L*ESPAGB. —  NoUS  aVODS 

VU  que  le  sens  de  la  direction  positive  d'une  droite  peut  être,  à 
volonté,  choisi  ou  imposé  par  la  seconde  règle,  et  que  cette  double 
convention  ne  change  en  rien  les  résultats  obtenus.  De  même, 
le  sens  de  circulation  dans  le  plan^  que  nous  avons  pris  positive- 
ment de  la  droite  vers  la  gauche,  pour  nous  conformer  à  Tusage, 
est  entièrement  arbitraire  lorsque  les  figures  que  Ton  considère 
sont  tracées  dans  le  plan;  et  les  résultats  obtenus  ne  changent 
pas  si  Ton  renverse  le  sens  de  circulation,  ce  qui  revient  à 
retourner  le  plan.  Dans  Tespace,  la  distance  d*un  point  quel- 
conque à  un  plan,  dont  le  sens  de  circulation  est  préalablement 
fixé,  sera  considérée  comme  positive  ou  comme  négative,  suivant 
que  le  mouvement  d'un  mobile  dans  le  plan,  suivant  le  sens  de 
circulation,  sera  vu,  de  ce  point,  de  droite  à  gauche  ou  de  gauche 
à  droite.  Si,  au  contraire,  on  choisit  arbitrairement,  dans  lespace, 
un  point  pris  pour  terme  de  comparaison ,  on  s'imposera  la  con- 
dition que  les  distances  de  ee  point  à  tous  les  plans  soient  posi- 
tives; et  les  sens  de  circulation  de  chacun  de  ces  plans  se 
trouveront  nettement  déterminés. 

Cette  convention  permet  de  déterminer,  d'une  façon  précise, 
la  direction  de  l'axe  d'un  plan  et  l'angle  de  deux  pians ,  qu'on 
suppose  égal  à  l'angle  des  axes. 

4L.   —  Du  SYSTÈME  DE  DEUX  ET  DE  TROIS  DROITES  QUI  SB  COUPENT, 

ET  DE  LEURS  BISSECTRICES.  —  Dcux  droitcs  qui  se  coupent  divisent 
le  plan  en  quatre  régions  :  la  présence  du  point  de  comparaison  O 
fixe  leurs  directions  positives  et  la  valeur  de  leur  angle,  en 
grandeur  et  en  signe.  JMais  définissons  la  bissectrice  intérieure 
comme  le  lieu  des  points  dont  les  distances  aux  deux  droites  sont 
égales  et  de  même  signe,  et  la  bissectrice  extérieure,  comme  celui 
des  points  dont  les  distances  aux  deux  droites  sont  égales  et  de 
signes  contraires.  La  bissectrice  intérieure  est  donc  située  dans  la 
région  où  se  trouve  le  point  de  comparaison  et  dans  la  région 
opposée  par  le  sommet.  II  est  vrai,  comme  pour  le  sens  des 
droites,  que  la  position  de  la  bissectrice  intérieure  ou  de  la  bissec- 
trice extérieure  dépend  du  choix  que  l'on  fait  sur  la  position  du 
point  de  comparaison. 
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Si  l'on  prolonge  indéfiniment,  et  dans  les  deux  sens,  les  trois 
eôtés  d  un  triangle  quelconque,  on  divise  le  plan  en  sept  régions, 
qui  correspondent  précisément  aux  combinaisons  de  signes  que 
peuvent  prendre  les  distances  d'un  point  quelconque  aux  trois 
côtés  du  triangle. 

Supposons  le  point  de  comparaison  (fig.  1)  situé   dans 
Fig.  I.  Triangle  fermé.  rinlérieur  du  triangle  :  Ics 

trois  côtés  AB,  BC,  CA 
sont  dirigés  suivant  le  sens 
du  mouvement  d'un  mobile 
parcourant  le  périmètre  du 
triangle  ABC;  les  trois  cô- 
tés seront  pris  positivement; 
le  périmètre  2p  est  égal  à 
la  somme  des  trois  côtés  a, 
byC.  Les  angles  du  triangle, 
c'est-à-dire  ceux  de  CA 
avec  AB,  de  AB  avec  BC, 
de  BC  avecCA,  sont  les 
suppléments  de  ceux  que 
l'on  a  coutume  de  considérer.  On  a  les  relations  fondamentales  : 


c 
sinC 


sio  A       sin  fi 

a'  tas  6'  -H  c*  -4-  26c  cos  A, 

a  -+-  6cosC-t-ccosB=0, 

et  les  autres,  analogues  à  celles-ci  (*).  On  a  aussi 


,..       (a -1-6-4- c)  (6-4- c  —  a) 


cos'-r- 


46c 
A       (c  -^  a  —  6)  (a  -♦-  6  —  c) 


46c 


(')  Nous  reconnaissons  parfaitement  Tinconvénient  d'introduire  ces  con- 
ventions; mais  on  verra  plus  loin  l'avantage  considérable  obtenu  par 
cette  détermination  de  Tangle  d'un  triangle,  qui  ne  diffère  pas  de  celle  de 
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Telles  sont  les  formules  qiii  conviennent  au  cas  du  triangle 
fermé. 

Plaçons  maintenant  le  point  de  comparaison ,  de  Fautre  côté 
de  BG;  les  sens  positifs  de  ÂB,  AC,  et  la  valeur  de  Tangle 

Fig.  9.    Triaogle  ouvert. 


de  ces  deux  droites  ne  varient  pas;  le  côté  BC  change  de  sens  : 
il  devient  —  a;  le  périmètre  devient  b  -h  c  —  a;  les  angles  B,  C 
augmentent  de  180^  On  vérifie  que  les  formules  précédentes 
subsistent  et  conviennent  au  cas  du  triangle  ouvert. 
On  a  encore 

iy      cos  C,    cos  B, 


cosC,    1,      cos  A, 
cos  B,  cos  A,   i 


=  0. 


Carnot.  Lorsque  Tun  des  sommets  du  triangle  vient  s*appliquer  sur  le  côté 
opposé,  on  doit,  dans  les  anciennes  formules,  supposer  Tangle  au  sommet 
égal  à  deux  droits;  ainsi  Tangle  d'une  direction  avec  son  prolongement 
serait  180«  et  non  zéro  ;  ce  qui  est  absurde. 
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En  désignant  ce  déterminant  par  8in*(A,  B»C),on  a,  comme 

Ton  sait  y 

8in'(A,  B,C)= 

A-^B-4-C  .    B-4-C— A   .    C-f-A— B  .     A-^B— C 

4sin sm sm sm • 

2  â  2  2 

En  égalant  à  zéro  le  premier  membre,  on  trouve 

A  =b  B  d:  C=  2Ajr  : 

les  quatre  combinaisons  de  signes  correspondent  aux  quatre 
triangles  que  l*on  peut  former  avec  les  trois  droites  données, 
par  le  déplacement  du  point  de  comparaison.  Un  de  ces  triangles 
est  fermé,  les  trois  autres  sont  ouverts. 

(La  fin  prochainement,) 


CORRESPONDANCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.Neuberg,—  ^  Voici  une  démonstration 
très-simple  des  formules  de  M.  Boset  (iV.  C.  M.^  t.  II,  p.  273)» 

Soient  I,  E,  E',  E",  0  les  centres  des  cercles,  dont  les  rayons 
sont  r,  a,  (3,y,  R.  Le  centre  0  est  celui  des  neuf  points  du 
triangle  EE'E'';  donc  il  passe  par  les  milieux  M,  N  des  droites 
lE,  E'E".  De  plus,  MN  est  perpendiculaire  au  milieu  D  du 
côté  a.  Par  conséquent 

-  =  DM.DN,    DM== ,     DN  =  i^ ^  ,  etc. 

4  2  2 

La  relation  DM  ==  ^  conduit  facilement  à  ulie  seconde  solu- 
tion de  la  Question  109  (voir  N.  C.  M.^  t.  II,  p.  31b). 
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La  Question  170  peut  se  ramener  immédiatemeni  à  la  propo- 
sition suivante,  assez  connue  :  Dans  tout  tronc  de  pyramide 
triangulaire  y  à  bases  parallèles,  les  droites  qui  joignent  les 
sommets  de  Vune  des  bases  aux  milieux  des  côtés  opposés  de 
l'autre  base,  se  coupent  en  un  même  point  (*).  » 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  IBO. 

Étant  donnée  une  spirale  logarithmique,  on  trace  la  polaire 
du  pôle  de  cette  spirale ,  par  rapport  à  un  cercle  osculaleur  à  la 
courbe.  Trouver  l'enveloppe  de  toutes  les  polaires  ainsi  obtetiues. 

(LAIS4NT.) 

L'équation  de  la  spirale  logarithmique  étant 

et  Tangle  constant,  sous  lequel  la  courbe  coupe  ses  rayons  vec- 
teurs, étant  désigné  par  a;  la  polaire  définie  plus  haut  est 
évidemment  une  parallèle  au  rayon  vecteur,  située  à  une  dis- 
tance du  pôle  exprimée  par  la  sous-tangente  polaire,  c'est-à-dire 


P«-  =  plang«. 


(*)  En  partant  du  théorème  de  M.  Mister,  M.  Jules  Freson  est  arrÎYé  à 
celui-ci.  (E.  C.) 
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L  équation  de  cette  droite  sera  donc 

(tanga\ 
X  —  ae"^— : tang»  , 
sin»  / 

ou 

X  sin  »  —  y  cos  »  r=  oe"^.  tang  a. 

La  dérivée,  par  rapport  à  («>,  est 

X  cos  »  -H  y  sin  «  =  ame''''^  tangtx. 

L'élimination  de  w,  entre  ces  deux  équations,  est  facile.  Par 
division,  on  en  déduit  d'abord,  en  posant  7=  lg9  ; 

\       I 

fqia  —  ô)  =  —  =  const.  ; 
m 

don 

«=5  d  -4-  a. 

En  ajoutant  les  carrés,  il  vient 


l/x*  -4- 1/*  =  r  =  ae"*"  tang  a  1/  i  -+-  m* = ae*"  cos  a. 
Lëquation  de  Fenveloppe  est  donc 

Elle  se  ramène  à  la  forme 

r  =  Ae'*^ 

qui  représente  une  spirale  logarithmique ,  ayant  même  pôle  que 
la  première. 

En  traçant  la  droite  dont  Téquation  est 

y  =  xtgo, 

on  détermine  immédiatement  le  point  de  contact  de  la  droite 
mobile  avec  son  enveloppe. 

(H.  Brocard.) 
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Question  160. 

Intégrer  réquation 


dy 

-^  =  a  —  6x  l/y . 

dx  (Mister.) 


On  peut  récrire  ainsi 


rfy        6x  .             dx 
— .  H dx  =  a 


2V/y        2  2l/y' 

Le  premier  membre  est  la  différentielle  de 


donc 


Mais 


ainsi 


ou 


/        6x* 


a    dx 
2l/y 


6x* 


bx*       a  dx 


dx        6,2 
au       2a  a 


Cette  équation  est  celle  de  Riccati  {*).  Dans  le  cas  actuel,  Texposant 
de  M,  ou  Funité,  n'ayant  pas  la  forme  ^j^^yTéquation  n  est  pas 
intégrable. 


(*)  Poar  Véquation  de  Riccati,  le  lecteur  peut  consulter  les  Traités  de 
Calcul  intégral,  divers  Mémoires  de  M.  Liouville  (Journal  de  l'École  poly- 
technique et  Journal  de  Mathématiques) ,  une  Note  que  nous  avons  publiée 
dans  les  Bulletins  de  VAcadémie  de  Belgique  (1871),  etc.  (E.  C.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  3»5  — 

En  posant 

dz 

2a  du 
x  =  — , 

6     z 

on  la  transforme  en 

forme  sous  laquelle  on  peut  essayer  Tinlégralion  par  séries. 

(H.  B.) 


QYioation  180. 

Considérons  un  pendule  cydoïdal^  et  soient  B,  C  les  points 
entre  lesquels  oscille  le  mobile.  Construisons  un  cercle  qui  touche 
à  la  fois  la  droite  horizontale  BC  et  la  cycloïde  au  point  le  plus 
bas  y  A.  Si  l'on  projette  horizontalement  le  înobile  M  en  M',  «tir  le 
cercle ,  le  mobile  projection  M'  se  déplacera  d'une  manière  uni- 
forme sur  le  cercle.  (C.  Neumann.) 

Soient  D  le  point  de  contact  du  cercle  avec  la  droite  BG,  m  le 
point  où  la  droite  MM',  prolongée,  rencontre  le  diamètre  DA. 
Prenons  le  point  A  pour  origine  de  deux  axes  rectangulaires,  la 
droite  AD  prolongée  pour  axe  des  abscisses  et  la  tangente  en  A 
à  la  cycloïde  pour  axe  des  ordonnées.  En  désignant  par  x,  y  les 
coordonnées  Am,  mM  du  point  M,  par  ^,  y  les  coordonnées  Am, 
mW  du  point  M'  et  par  Xq  le  diamètre  DA ,  on  aura 

5  =  0:,  if'  =  (xo  —  x)x. 


(*)  Si  Ton  fait 

U 

z  ^  9 

a* 

on  trouve 

d^t       ^ 

=  |M, 

du*         * 

équation  traitée  par 

H.  Liouville. 

(E.  C.) 


Digitized  by  VjOOÇlC 


—  396  — 

Si  Ton  différentie  ces  équations  par  rapport  au  temps  i,  il  vient 

^  —  ^    jy      ^^°    ^    dx 

dt'^  dt'    dt~  \/{x9—'X)xl^' 
On  trouve  donc,  pour  la  vitesse  V  du  point  H'  : 

\dl}       \dl)       \  (a-o-xjx    ]\dl)  ' 

OU 

„  ^^°        rfx 

1/x.x-*'  dt  '  ' 

D'autre  part,  on  sait  que  x  s'exprime,  en  fonolion  du  temps  t, 
par  la  relation 


x  =  x„cos'(ify^l), 


a  étant  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde ,  et  g  Faccé- 
lération  due  à  la  pesanteur.  En  substituant  cette  valeur  de  x 
dans  réquation  (a),  on  trouve  »  toutes  réductions  faites, 


-IVî- 


Cette  quantité  étant  indépendante  du  temps,  il  s'ensuit  que 
le  point  M' se  meut  d'une  manière  uniforme  sur  le  cercle  DM'AD. 
C.  Q.  F.  D.  V.  LiGuiNE, 

Professeur  à  FUniversité  d*0dessa. 


Question  1G3. 

Théorème.  —  Un  cylindre  droit  étant  circonscrit  à  une  sphère, 
et  un  cône  à  deux  nappes  ayant  pour  bases  les  bases  mêmes  du 
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cylindre  y  on  coupe  la  figure  par  deux  plans  perpendiculaires  à 
l'axe  commun  : 

1®  Chacune  des  bases  du  tronc  sphérique  est  équivalente  à  la 
différence  entre  les  sections  du  cylindre  et  du  cône; 

2*  Le  segment  sphérique  est  équivalent  à  la  différence  entre  le 
cylindre  correspondant  et  le  tronc  de  cône. 

(F.  Gabriel  Marie.) 

i®  Soit  à  la  distance,  au  centre  de  la  sphère,  d'un  premier 
plan  sécant. 

La  section  dans  la  sphère  a  pour  mesure  7r(R«  —  a'). 

Les  aires  des  sections  correspondantes,  dans  le  cylindre  et 
dans  le  cône,  sont  d'ailleurs  :  ttR*,  tio*;  et  leur  différence  est  bien 
égale  à  la  mesure  7r(R*  —  a*)  de  la  section  sphérique. 

^  b  étant  la  distance,  au  centre  de  la  sphère,  d'un  second 
plan  sécant; 

Les  volumes  du  cylindre  et  du  tronc  de  cône  compris  entre 
les  deux  plans  sont  : 

7r(a  —  6)R«,     -7r(a— 6)  [a*  h-  o6  -h  6»]; 
o 

et  leur  diSerenoe  : 

* 3 J 

est  égale  au  volume 

,(„_6)[L^^ i J 

du  segment  sphérique.  (Ed.  Guillet.) 

Autres  solutions  par  MM.  Havaux  (?),  Chenu,  Nepveu. 
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Question  164. 


Théorème.  —  Si,  par  le  sommet  d'une  parabole,  on  mène  une 
corde  faisant  y  avec  l'axe  y  un  angle  de  45**:  l'anneau  engendré  par 
le  segment  parabolique  ^  dans  sa  rotation  autour  de  l'axe  y  est 
équivalent  à  la  sphère  ayant  pour  diamètre  la  projection  de  la 
corde.  Examiner  le  cas  où  la  corde  est  quelconque. 

(F.  Gabriel  Marie.) 

Le  volume  de  ranoeaii  engendré  par  le  segment  parabolique 
est  égal  à  la  diffërenee  des  volumes  engendrés  par  la  surface 
comprise  entre  lare  de  parabole  OAM,  lordonnée  MP  et  Fab- 
scisse  OP,  et  par  le  triangle  OMP. 

Or,  les  coordonnées  de  M  étant  Sp,  et  Téquation  de  la  parabole^ 

le  volume  engendré  par  OAMP  est  irep^. 

Le  volume  de  Fanneau  engendré  par  le  triangle  OMP  est  |«p'. 

Le  volume  de  Tanneau  engendré  par  le  segment  parabolique 
est  donc  firp^^  c'est-à-dire  égal  au  volume  de  la  sphère  ayant 
pour  diamètre  la  projection  OP  de  la  corde  OM. 

Si  réquation  de  OJM  était 

y  —  mx==sO, 

on  verrait,  en  procédant  de  même,  que  le  volume  de  Panneau 
engendré  par  le  segment  parabolique  serait  t  X  r/P  X  -éi;  d où 
Ton  déduit,  pour  m:=»  1 ,  le  cas  particulier  précédent. 

On  voit  de  plus  que,  si  m  est  nul  ou  infini,  le  volume  est 
infini  ou  nul;  ce  qu'il  était  facile  de  prévoir,  puisqu alors  la 
corde  OM  se  confond  avec  Taxe  de  la  parabole,  dans  le  premier 
cas,  avec  la  tangente  au  sommet^  dans  le  second. 

(Éd.  GuiLLET.) 
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Question  IQS* 


Théorème.  —  On  donne  une  demi-hyperbole  équilatère  AB, 
ayant  A  pour  sommet ,  0  pour  centre ,  OH  pour  asymptote.  Sur 
Vaxe  non-transverse,  on  prend  OC  =  OA;  et,  par  le  point  C, 
on  mène  CD  parallèle  à  Vaxe  transverse.  Enfin ,  l'on  trace  deux 
ordonnées  MP,  M'P'y  qui  rencontrent  en  Q,  Q',  la  droite  CD,  et 
qui,  prolongées^  rencontrent  en  R,  R',  l'asymptote.  Cela  posé  y  si 
la  figure  tourne  autour  de  Ox,  le  tronc  hyperbolique,  engendré 
par  MM'PP',  est  équivalent  à  l'anneau  engendré  par  RR'QQ'. 

(F.  Gabriel  Marie.) 

Si  Ton  appelle  PfP',  les  abscisses  des  points  M,  M'  de  Thyper- 
bole  équilatère  représentée  par 

le  volume  du  tronc  hyperbolique  est  : 

-7r(p'»-p»)-7ra»(p'-p). 

Mais  j  w(p''  —  p^)  est  le  volume  du  tronc  de  cône  engendré 
par  le  trapèze  PRRT',  et  na^(p'  —p)  est  le  volume  du  cylindre 
engendré  par  le  rectangle  PQQ'P'. 

Donc  le  tronc  hyperbolique  est  équivalent  à  Tanneau  engendré 
par  RR'QQ'.  (Éd.  Guillet.) 


Question  IVB. 


Si  par  un  point  0,  pris  sur  une  circonférence,  on  mène  trois 
cordes,  et  que  l'on  décrive  sur  cfiacune  d'elles,  comme  diamètres. 
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une  circonférence  y  ces  trois  courbes,  qui  ont  un  point  commun^  se 
coupent  en  trois  autres  points  sitws  sur  une  même  droite. 

(Salmon.) 

Les  pieds  des  trois  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés 
d'un  triangle,  d'un  point  quelconque  M  du  cercle  circonscrit, 
sont  en  ligne  droite  (*). 

Si  Ton  transforme  la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques, 
en  prenant  le  point  M  pour  pôle  de  transformation,  chacun  des 
côtés  du  triangle  se  transforme  en  une  circonférence  passant  par 
le  pôle,  les  perpendiculaires  devenant  les  diamètres  de  ces  cir- 
conférences ;  la  droite  qui  joint  les  pieds  des  perpendiculaires 
devient  une  circonférence  passant  par  le  pôle  M  et  par  les  extré- 
mités des  trois  diamètres.  On  a  ainsi  la  figure  donnée  dans  le 
problème. 

Mais  les  sommets  du  triangle  sont  devenus  les  points  d'inter- 
section des  trois  premières  circonférences,  et  le  cercle  circonscrit 
s'est  transformé  en  une  ligne  droite  passant  par  ces  trois  points 
d'intersection.  (Éd.  Guillet.) 

Autre  solution  par  M.  Jules  Freson  (**). 


(*)  Théorème  de  Robert  Simt>son. 

(**)  H.  F.  fait  observer  que  ce  Théorème  de  Salmon  est  un  simple  corol- 
laire du  Théorème  de  Simpson.  La  théorie  des  Polaires  réciproques,  appliquée 
à  ce  dernier  théorème,  conduit  à  cette  autre  proposition,  moins  connue  que 
la  précédente  : 

Si,  du  foyer  d'une  conique,  on  mène  des  rayons  vecteurs  aux  sommets  d'un 
triangle  circonscrit,  puis  des  perpendiculaires  à  ces  rayons  ;  qu'on  prenne  Us 
points  de  rencontre  de  ces  perpendiculaires  avec  une  tangente  quelconque  à  la 
conique,  et  qu'on  joigne  chacun  de  ces  points  au  sommet  correspondant  .•  les 
trois  droites  ainsi  tracées  concourent  en  un  même  point  (application  de 
l'Algâbre  a  la  GiÈOMéTaiB.  —  1848).  {E.  C.) 
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QUESTIONS  PROPOSÉES. 


!•••  Démontrer  que  le  lieu  du  sorpmet  des  paraboles ,  dont 
le  foyer  décrit  un  cercle ,  et  tangentes  à  deux  diamètres  rectan- 
gulaires de  ce  cercle,  est  une  hypocycloîde  à  quatre  rebrous- 
sements.  (E.  Lucas.) 

900.  Si  les  éléments  d'un  déterminant  persymétrique,  d'ordre 
n,  forment  une  série  arithmétique,  de  degré  n  —  1,  le  détermi- 
nant est  égal  à  db  (A" -'ai.,)".  (Studnicka.) 

901.  Considérons  n  point  A^...  Ar...A«...  A»  (n>  4),  situés 
d'une  manière  quelconque  dans  l'espace  :  soit  t^f^s  I&  distance 
de  deux  de  ces  points,  Ar,  A,.  Les  "^''^^^  distances  Urs  satisfont 
à  la  relation 


0  = 


(Trzasxa.) 

909.  Trouver  le  lieu  du  point  de  concours  de  deux  tangentes 
rectangulaires  à  la  cardioide.  (Volstenholme.) 

90S.  Étant  données  une  circonférence  Gxe  et  une  droite  fixe 
OGE,  qui  la  coupe  au  point  0,  on  projette  un  point  I  de  la  cir- 
conférence sur  la  droite  OC,  en  T,  et  l'on  prend  I'E  =  rO. 
Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  EL  (H.  Brocard.) 

IL  26 


0    11.. 

.     .     4 

l     0    ait    .    . 

.    .    aï. 

i     al  0      .     . 

.    .    «4. 

1    oi;.  oî.    .    . 

.    .    0 
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904.  A  partir  de  chaque  point  d^une  chaînette,  représentée 
par 

on  prend  y  sur  l'ordonnée,  un  segment  égal  :  i""  à  Tare;  ^  à  la 
tangente;  S""  à  la  normale.  Trouver  les  lieux  des  divers  points 
ainsi  obtenus.  (H.  B.) 

905.  Soient  :  B  un  sommet  d*un  triangle  ABC;  H  le  point  de 
rencontre  des  hauteurs;  0  le  centre  du  cercle  circonscrit;  I  le 
milieu  de  BH;  M  le  milieu  de  la  mé<iianc  BD.  l""  Les  points 
I,  M,  0,  sont  en  ligne  droite.  ^  M  est  le  milieu  de  10. 

(H.B.) 

906.  Si  ^o  92'  98  ^^^^  l^s  angles  de  trois  couples  de  géné- 
ratrices principales  (situés  dans  les  trois  plans  principaux)  d'un 
cône  du  second  degré ,  on  a  Téquation 

cos9«cos9t  -♦-  cos9«cos98  -♦-  COS98COS91  -4-1=0. 

Un  des  trois  angles  est  toujours  imaginaire.     (Ed.  Weyr.) 

9#7.  Lieu  géométrique  des  intersections  des  tangentes  à  une 
conique,  avec  les  polaires  des  points  de  contact,  par  rapporta 
une  autre  conique.  (ZAHRADiiiiL.) 

9M.  Intégrer  Féquation 

(3-x)y"-(9-4a:)y'  +  (6-3«)y  =  0. 

(Seydler.) 

9#9.  Si  les  éléments  des  diverses  lignes,  horizontales  ou  ver- 
ticales, d'un  déterminant  d'ordre  n,  forment  des  séries  arithmé- 
tiques, de  degré  "^  n  —  2,  le  déterminant  s'annule. 

(STUDfliCKA.) 
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tlO.  X  étant  un  infiniment  petit  du  premier  ordre , 

(arctirx                   sinx  \ 

2i 5_  ^  186  log -f-  »5] 
X                                    X  I 

est  du  sixième  ordre.  (Laisant.) 

«11.  Pentagone  d'Albert  Durer  (*).  —  AB  étant  le  côté 
donné,  on  décrit,  des  points  A,  B,  comme  centres,  avec  AB  pour 
rayon,  deux  circonférences.  De  Tun  des  points  a,  (3,  où  elles  se 
coupent,  on  décrit  une  circonférence  passant  en  A,  B,  et  cou- 
pant, en  y,  5,  e,  les  deux  premières  circonférences  et  la  droite  a(3. 
On  trace  les  cordes  ys ,  (îe ,  qui,  prolongées,  rencontrent  en  E  la  cir- 
conférence B,  et  en  C  la  circonférence  A.  Enfin,  des  points  C,  E 
comme  centres,  avec  AB  pour  rayon,  on  trace  deux  arcs,  dont 
rintersection  D  est  le  cinquième  sommet  du  pentagone  équila- 
téral  ABCDE.  On  propose  de  calculer  les  angles  de  cette  figure. 

(E.  C.) 
in%.  Trouver 

î  T„  ==  —  i"  H-  3»  —  5"  +  7« +  (4ar  —  i)", 

et  faire  voir  que  les  coefficients  de  Tm  sont  entiers. 

(E.  Lucas.) 
tlS.  La  somme 

n'est,  ni  un  carré,  ni  le  double  d'un  carré,  ni  le  triple  d'un 
carré.  (E.  L.) 


(')  Alberii  Dureri  InstUvtionvm ,  c^c.  (4606) ,  p.  55. 
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lATA. 


Pages  â51y  353,  253  (Sommaire  de  la  Riffista  di  Giarnaii)  :  au  liea 
de  pi  (planches)  lire  p.  (pages). 

—  251,  ligae  dernière  :  au  lieu  de  29  lettres,  lire  2^  lettres. 

—  360.  Au  lieu  de  GmUot ,  lisez  :  Guillet. 


Rectifications  à  Tartide 


Anr  le«  ••arbes  «BlenrMile*, 

pir  M.  P.  MAiinoH. 


L  La  courbe  représentée  par  les  équations 

Ai  Al  A» 

n*a  pas  p  asymptotes  purallèles  à  la  droite  ayant  pour  équation  y  =  f,x 
(écrite  par  erreur  y  ==  <  +  x,  p.  326)  ;  ou,  si  Ton  aime  mieux,  ces  asymp- 
totes se  sont  transportées  à  Finfini;  ce  qui  explique  le  paradoxe  apparent 
que  présente  le  troisième  cas. 

II.  La  courbe  parabolique,  asymptote  de  la  courber,  n'est  pas  celle  qui 
est  donnée  par  la  relation 

(y  —  <!«)'  =  A',a^-*, 
mais  celle  dont  Téquation  est 

(y  —  r^a?)i»=s  Ap_i  (y  —  ttœ)P-*-{ 1- AiflCf»-*. 

(dernière  ligne  de  la  page  327). 

m.  A  la  page  327,  ligne  6,  en  remontant,  supprimer  les  accents  des 
lettres  Aj  ligne  1,  en  remontant,  écrire  l^  au  lieu  de  l„  AîoH'^^,  au  lieu 
dcAiaî'-'. 
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PRÉFACE. 


«  Qu'est-ce  au  fond  que  la  théorie  des  déterminants  ?  C'est 
une  algèbre  au-dessus  de  l'algèbre,  un  calcul  qui  nous  met  à 
même  de  combiner  et  de  prédire  les  résultats  des  opérations 
algébriques,  de  la  même  manière  que  l'algèbre  nous  permet  de 
nous  dispenser  de  l'exécution  des  opérations  particulières  de 
l'arithmétique.  »  (Sylvestbb  ) 

La  théorie  des  déterminants  a  été  imaginée  par  Leibniz, 
vers  1693;  réinventée  par  Cbameb,  en  1750,  elle  fut  employée 
d'une  manière  plus  ou  moins  inconsciente  par  Bézout,  Van- 
DEBMONBE,  Laflace,  Laorange,  Gauss  et  d'autres  analystes 
du  siècle  dernier.  Enfin,  en  1812,  cette  féconde  doctrine  est 
devenue  une  branche  distincte  de  l'algèbre,  entre  les  mains  de 
Caxicht.  Après  lui,  Jacobi,  Catlet,  Sylvesteb,  Heemitb, 
Clebsch  et  d'autres  géomètres  contemporains  en  ont  fait  la  base 
ou  l'auxiliaire  des  plus  belles  recherches  des  mathématiques 
modernes. 

Le  présent  écrit  est  une  introduction  aux  excellents  ouvrages 
publiés  sur  la  théorie  des  déterminants  par  Beioschi,  Baltzeb, 
Salmon  et  Gttbnthee.  Le  lecteur  y  est  conduit,  par  la  voie  la 
plus  courte,  sinon  la  plus  facile,  aux  vérités  les  plus  impor- 
tantes de  cette  algèbre  nouvelle. 

Nous  avons  consulté,  pour  le  rédiger,  outre  divers  mémoires 
spéciaux,  les  écrits  analogues  de  Baltzeb,  Bbioschi,  Diek- 

MANN,  DOELP,  DOSTOB,  FaLK,  FoNTEBASSO,  GaBBIEBI,  GuEN- 

THEB,  Hattendoef,  Hesse,  Janni,  Mellbebg,  h.  Muellee, 
Reidt,  Salmon,  Schebeng  et  SiuDiaoKA. 

Cette  troisième  édition  de  nos  Éléments,  à  part  le  dernier 
chapitre,  qui  est  complètement  refondu,  est  à  peu  près  identique 
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à  la  deuxième  qui  a  été  publiée  en  allemand,  à  Leipzig,  chez 
Teubner,  en  1878,  par  les  soins  de  MM.  Guenthbb  et  Hobn. 

Nous  avons  marqué  d'un  ou  de  deux  astérisques  les  passages 
les  plus  difficiles  de  ce  petit  ouvrage.  Dans  une  première  lecture, 
les  commençants  feront  bien  d'admettre,  sans  démonstration, 
les  numéros  6, 11,  et  de  laisser  de  côté,  outre  les  numéros  pré- 
cédés d'un  astérisque,  les  §§  II,  III  des  chapitres  II,  III. 

On  peut  aussi  se  préparer  à  l'étude  do  ces  Éléments,  en  lisant 
notre  Introduction  à  la  théorie  des  déterminants  {TAonB^tisjïceùMx)^ 
où  sont  exposées  les  propriétés  et  les  applications  des  détermi- 
nants à  deux  ou  trois  lignes. 
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THEORIE  DES  DETERMINANTS. 

CHAPITRE  I. 
DKPINITI0N8 ETPB0PBIÉTÉ8 FONDAMENTALES  DES  DETEEMINANTS. 

I.  —  Des  permutations  d'éléments  à  un  seul  Indice. 

•1.  Dérangements.  De  toutes  les  gormutations  d'un  certain 
pombre  d'éléments 

(1,  2,  3,  4),    («1,  «2,  fl3,  «4)  ou  {a,  l,  c,  d), 
il  y  en  a  une  seule,  savoir  : 

1234,    ^102^3^4,    ahcd, 
où  les  éléments  sont  dans  Tordre  naturel.  Dans  toutes  les 
autres,  par  exemple,  dans 

4231,    aiOta^ai^    dbca,  (1) 

les  éléments  sont  dans  un  ordre  différent. 

On  appelle  dérangement  ou  inversion,  dans  une  permutation^ 
la  combinaison  d'un  élément  avec  un  élément  qui  le  suit  dans 
cette  permutation,  mais  qui  le  précède,  quand  les  éléments  sont 
rangés  dans  l'ordre  naturel  ou  alphabétique.  Ainsi  les  permu- 
tations (1)  contiennent  cinq  dérangements,  savoir  : 

[42,  43, 41,  21,  31],  [a^a^^  a^a^^  a^di^  fl^ai,  «3^1],  [db,  de,  da,  la,  ca\. 

Exercices,  l.  Déduire  une  permutation  quelconque,  52143,  delà 
permutation  12345,  où  les  éléments  sont  rangés  dans  Tordre  naturel, 
par  un  nombre  d'échanges  d'éléments  égal  à  celui  des  dérangements  de 
cette  permutation,  et  de  deux  manières  différentes. 

2.  On  peut  déduire  une  permutation  de  n  éléments,  d'une  autre 
quelconque,  par  (n  —  1)  échanges  d'éléments  au  plus. 

3.  Une  permutation  de  n  éléments  et  la  permutation  inverse  contien- 
nent I  n  (n  —  1)  inversions.  Les  ?„  =  1.  2.  3...  n  permutations  de  n 
éléments  en  contiennent  ^n  (n  —  ])  Pn>  (Pontebasso.) 

**4.  Si  ri  r^  ...  r^^^  Aj  h^  ...  An— m  ®8t  une  permutation  de  1  2  3...  n, 
contenant  a  +  p  +  7  inversions  dont  a  sont  dans  r^  rj  ...  rni,  p  dans 
Al  Aj  ...  An  -  m  »  7  °6  change  pas  si  l'on  range  f*!  rg  ...  fm  dans  l'ordre 
naturel  et  est  égal  à  (rj  —  1)  +(*•«  —  2)  +  ...  +  (r^  —  m).  (Tbudi.) 

i 
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2.  Permutations  paires  ou  impaires.  Cbameb  a  divisé  les  per- 
mutations en  deux  classes  :  les  permutations  paires,  qui  con- 
tiennent un  nombre  pair  de  dérangements,  comme  1234,  4321  ; 
les  permutations  impaires,  qui  en  contiennent  un  nombre  im- 
pair, comme  4231,  4123.  On  peut  diviser  en  deux  classes  les 
permutations  d'éléments  tels  que  m,  7,  «i.  S,  en  posant 

w  =  ai,    7^ ai,    tti«fl3,    S  =  a4- 

La  dififérfence  entre  le  nombre  de  dérangements  de  deux  per- 
mutations est  paire  ou  impaire,  selon  qu'elles  sont  ou  ne  sont 
pas  de  même  classe. 

3.  Théobème  de  Cbameb  et  Bezout.  Une  permutation 
change  de  classe  si  Ion  échange  deux  éléments  (ou  deux  indices). 
l*""  Cas.  Échange  de  deux  éléments  adjacents  a\,  «t,  i  <  k.  Dési- 
gnons Tensemble  des  éléments  qui  précèdent  ai  et  a^  par  M; 
l'ensemble  de  ceux  qui  suivent,  par  N.  Des  permutations 

Mflk^iN,    MtfiflkN, 

la  première  contient  un  dérangement  de  plus  que  la  seconde, 
savoir  a^ai,  puisque  i<  k.  Donc  elles  sont  de  classes  différentes. 

2''  Cas.  Échange  de  deux  éléments  quelconques.  Désignons  par  I 
Tensemble  des  éléments,  on  nombre  m,  compris  entre  a\  et  a^. 
On  déduit,  de 

Ma,IakN,  (1) 

la  permutation 

MIûiakN,  (2) 

par  m  échanges  d'éléments  adjacents,  en  faisant  passer  succes- 
sivement a{  au-delà  des  m  éléments  de  L  De  (2),  on  tire 

MIflk«iN,  (3) 

par  un  échange  d'éléments  adjacents,  savoir  a^  et  ak.  Enfin,  on 
passe  de  cette  permutation  (3)  à 

MflkloiN,  (4) 

en  faisant  reculer  ^k  en-deçà  des  m  éléments  de  I,  au  moyen  de 
m  échanges  d'éléments  adjacents.  On  passe  donc  de  la  permuta- 
tion (1)  à  la  permutation  (4),  qui  n'en  diffère  que  par  l'échange 
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des  éléments  «i,  «n,  au  moyen  de  (2m  +  1)  échanges  d'éléments 
adjacents;  ce  qui  équivaut  à  {2m  +  1)  changements  de  classe, 
ou  à  un  seul  changement  de  classe.  Le  théorème  est  donc  dé- 
montré. On  remarquera  que  la  différence  entre  le  nombre  des 
dérangements  des  permutations  (1)  et  (4)  est  impaire  (n<*  2). 

Exemple.  Les  permutations  marquées  I  et  .II,  dans  les  ta- 
bleaux suivants,  sont  de  classes  différentes  : 

I  1234,  ahcà  mluS 

II  4231,  ahàc  mlSui 

I  4321,  aàbc  mSluy 

n  4123,  àalc  Smlui 

Exercices.  5.  A  chaque  permutation  paire  correspond  une  permuta- 
tion impaire,  obtenue  par  échange  de  deux  éléments  ;  et  inversement. 
Le  nombre  des  permutations  des  deux  classes  est  donc  le  môme. 

6.  Démontrer  directement  le  théorème  de  Bézout,  dans  le  second  cas. 
(Baltzbr-Houbl,  Déterminants,  I,  n®  2,  n*>  4.) 

4.  Permutation  circulaires.  Le  résultat  de  l'échange  des  élé- 
ments d'une  permutation,  est  appelé  permutation  circulaire  de  la 
première,  lorsque  chaque  élément  est  remplacé  par  le  suivant,  et 
le  dernier  par  le  premier.  L'opération  effectuée  porte  le  même 
nom.  Ex.  :  43125  est  une  permutation  circulaire  de  54312. 

Pour  effectuer  une  permutation  circulaire  de  n  éléments,  il 
suffit  de  mettre  le  premier  élément  après  les  (n  —  1)  autres,  ou 
d'effectuer  (n  —  1)  échanges  d'éléments  adjacents.  La  permuta- 
tion primitive,  et  celle  qu'on  en  déduit  par  une  permutation 
circulaire  sont  donc,  ou  ne  sont  pas  de  même  classe,  selon  que 
{n  ^  1)  est  pair  ou  impair.  Ainsi  54312  et  43125  sont  de  même 
classe  ;  car  {n  —  1)  «  4. 

Exercices. **7.  D'une  permutation  donnée  de  n  éléments  (725438 169), 
on  peut  déduire  une  autre  quelconque  (293874156),  par  des  permuta- 
tions circulaires  effectuées  sur  p  groupes  d'éléments  (726953,48, 1). 
(Baltzbr,  I,  5.)  La  permutation  primitive  et  la  permutation  dérivée  sont, 
ou  ne  sont  pas  de  môme  classe,  selon  que  (n — p)  est  pair  ou  impair.  (Id.) 

*d.  La  permutation  circulaire  de  ai  a^  ...  ^q  qui  commence  par  tfp  +  i 
contient  p  (n  —  p)  inversions.  Le  nombre  total  des  inversions  contenu 
dans  les  n  permutations  circulaires  de  «x  aj  ...  «n  ^^t  |  (n — 1)  n  (n-{-l). 

(PONTBBASSO.) 
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II.  —  Des  permutations  distinctes  d'éléments  à  deux  Indices. 

5.  Permutations  distinctes  de  n^  déments,  ou  permutations  d'élé- 
ments à  deux  indices.  On  appelle  ainsi  tous  les  produits  différents 
que  Ton  peut  former  en  prenant  un  élément  dans  chaque  ligne 
et  dans  chaque  colonne  du  tableau  de  ces  n<  éléments,  rangés 
en  carré,  de  la  manière  suivante  : 

^11  ^12  •••  ^in  ^1  il  (/i  ...  aie... 
Ofi  On  ...  OtD  Û2  h  Ct  ,..  h  k  l  ... 
«3  *3  Cz  •••        P  9  ^  ••• 

<^nl  ^la  •••  ^nn  

La  permutation  principale  est  le  produit 

^11  (ht  ••••  ^U)      ^i  ^  ^  •••)      A^^  •••• 

des  éléments  qui  sont  sur  la  diagonale  du  carré,  allant  du  pre- 
mier au  dernier  élément. 

Dans  le  premier  tableau,  chaque  ligne  est  caractérisée  par  un 
des  premiers  indices  1,2,...»;  chaque  colonne  par  un  des  se- 
conds. Ces  «indices  1,  2,  ...,  n,  peuvent  d'ailleurs  être  rem- 
placés par  n  autres  quelconques  (ri,  fg,  ...,  rn),  (*i,  ^i  .--,  *n)- 
Dans  le  second  tableau,  des  lettres  remplacent  les  seconds  in- 
dices. On  ne  peut  guère  étudier  les  permutations  d'éléments 
représentés  par  des  lettres  distinctes,  comme  dans  le  troisième 
tableau,  qu'en  les  remplaçant,  mentalement  ou  réellement,  par 
des  éléments  analogues  à  ceux  des  deux  autres  tableaux. 

6.  Theobème.  Zes  permutations  de  n<  éléments  restent  les 
mimes,  si  l'on  échange  entre  elles  deux  lignes,  ou  deux  colonnes,  ou 
si  Von  remplace  les  colonnes  par  les  lignes  et  les  lignes  par  les  co- 
lonnes. Appelons  rangées  les  lignes  et  les  colonnes.  Les  éléments 
qui  sont  dans  une  même  rangée  du  tableau  primitif -des  élé- 
ments, sont  aussi  dans  une  même  rangée  du  nouveau  tableau, 
obtenu  par  interversion  de  lignes  ou  de  colonnes,  etc.;  les  élé- 
ments qui  ne  sont  pas  dans  une  même  rangée  du  tableau  pri- 
mitif ne  sont  pas  non  plus  dans  une  même  rangée  du  nouveau 
tableau.  Toute  permutation  obtenue  en  prenant  un  facteur  dans 
chaque  lig;ie  et  chaque  colonne  du  tableau  primitif,  s^obtiendra 
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également  en  prenant  ces  facteurs  dans  le  second  tableau  ;  car, 
d'après  la  remarque  précédente,  deux  d'entre  eux  ne  seront  pas 
dans  une  même  rangée. 

7.  Formation  des  permutations  de  n^  éléments  à  deux  indices. 
Première  méthode.  Supposons  écrites  toutes  les  permutations  de 
n^  éléments  du  tableau  1  (n®  5).  Chacune  de  ces  permutations 
est  le  produit  de  n  facteurs,  ayant  pour  premiers  indices 
1,  2,  3,  ...  ft,  parce  que  Ton  a  pris  un  facteur  dans  chaque 
ligne,  et  pour  seconds  indices,  aussi  1,  2,  3,  ...  n,  parce  que 
Ton  a  pris  un  facteur  dans  chaque  colonne.  Arrangeons  les  n 
facteurs  de  chaque  permutation  dans  un  ordre  tel  que  les  pre- 
miers indices  soient  dans  Tordre  naturel.  Les  seconds  indices 
seront  aussi  dans  Tordre  naturel  pour  la  permutation  principale 
^11  •••  Anm  niais  dans  un  ordre  différent  pour  les  autres  per- 
mutations. Par  suite,  pour  avoir  toutes  les  permutations  diffé- 
rentes, il  suffit  de  permuter,  dans  la  permutation  principale, 
tous  les  seconds  indices,  en  laissant  les  premiers  dans  Tordre 
naturel.  En  effet,  on  aura  pris,  de  cette  manière,  pour  former 
les  diverses  permutations  ou  produits  distincts,  un  facteur 
dans  chaque  ligne  et  un  dans  chaque  colonne,  et  de  toutes  les 
manières  possibles.  Pour  neuf  éléments,  cette  règle  donne  les 
six  permutations  : 

Pi  =   au   «22  «33,      Pi  =   «11   «23   ^j      Ps  =   «13  <hl   «31» 
Pi  =   «12  «21   «33î      P^  =   «12  «23   «31»      ?5  =   «13  «22  «31  ; 

ou,  si  les  seconds  indices  sont  remplacés  par  des  lettres  : 

Pi  =  «1   h  ^,     ?2  =  «1   Ci  *3»     Ps=  Cl   Oi   ^3, 

Pi  ="  h  (h  C3^    ?5  =  *i  <^  «3,    Pe  ''^  Cl  h  «s* 

Seconde  Méthode.  On  peut  aussi  trouver  toutes  les  permutations 
de  n^  éléments,  en  permutant  les  premiers  indices  de  la  permu- 
tation principale,  de  toutes  les  manières  possibles,  et  laissant 
les  seconds  invariables.  Ainsi,  9  éléments  donnent  les  six  per- 
mutations p  dans  Tordre  suivant,  si  les  permutations  des  indices 
sont  écrites  dans  le  même  ordre  que  plus  haut  : 

Pu  Pi^  ?5,  Pi,  P3,  Pô. 
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Rbmabque.  Voici  une  règle  plus  générale  :  Dans  une  permu- 
tation quelconque,  permutez  n  des  indices  1,2,  ...  «,  des  n  fac- 
teurs, de  toutes  les  manières  possibles,  et  laissez  les  autres  fixes. 

ExBRCtCB.  9.  Former  les  permutations  de  seize  éléments  «i,  &|,  ...,  d^. 

8.  Theobème  de  Cbameb  et  Bézoijt  genébalise.  Permuta- 
tions paires  ou  impaires.  Considérons  les  permutations 

■  A  =  MflirlflksN,     B  =  MaigltfkrN,     C  =  MaksI^iirN. 

A  cause  de  rechange  des  seconds  indices  r  et  s,  la  différence 
du  nombre  des  dérangements  des  seconds  indices,  dans  A  et  B, 
est  impaire  (n"  3)  ;  à  cause  de  rechange  des  premiers  indices  i 
et  k,  la  différence  du  nombre  des  dérangements  des  premiers 
indices  dans  B  et  C,  est  impaire.  Donc,  la  différence  entre  le 
nombre  total  des  dérangements  des  permutations  équivalentes, 
A  et  C,  est  paire. 

A^ppelons  permutations  paires  celles  qui  contiennent  un  nombre 
pair  de  dérangements,  soit  des  premiers,  soit  des  seconds 
indices;  permutations  impaires,  celles  qui  en  contiennent  un 
nombre  impair.  Le  théorème  précédent  pourra  s'énoncer  ainsi  : 
Une  permutation  reste  de  même  classe  si  Von  y  change  deux  facteurs 
de  place  (').  Il  est  clair  qu'une  permutation  ne  change  pas  de 
valeur  par  ce  changement  de  l'ordre  des  facteurs. 

Exemple.  Les  permutations  équivalentes  : 

«13  ^1  ^«   =   ^1   ^  «13   =•   «3«  «13  «ti 

contiennent  respectivement  2,  2,  4  dérangements,  savoir  : 

(31,32)    (21,31)    (31,  32;  21,  31). 
Les  permutations  suivantes  en  contiennent  1,  3,  5  : 

«lî  «21   «33   =  «M   «33  «12  =   «33  ««1   «12* 


(')  Un  théorème  analog^ue  existe  pour  les  permutations  d^éiéments  è 
un  nombre  quelconque  pair  d'indices.  Un  ttiéorème  analogue  à  celui  du 
n*  3  existe  pour  les  permutations  d'éléments  à  un  nombre  impair  d'In- 
dices. La  marche  suivie  dans  notre  §  II,  conduit  naturellement  à  là 
théorie  des  déterminants  à  trois  ou  à  un  nombre  quelconque  d'indioes, 
étudiés  par  De  Gasparis,  Padova,  Armenantb,  Gabbibri  et  Zehfuss. 
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Exercices.  10.  Quel  est  le  nombre  des  dérangements  dans 

h^i^t  =  àiff4Cfd^  =  d2f^4!)\  ? 

1 1 .  Les  produits  des  éléments  des  diagronales  d*un  carré  de  n^  élé- 
ments sont  de  classes  différentes,  sauf  si  («—  1)  ou  («  —  2)  est  divisible 
par  4.  (Comp.  n«  11,  Ex.  19.) 

12.  Démontrer  directement  le  théorème  du  n®  8. 


MS.Sitfpjg^   %8l    -  "'m^m^'^l'^l'^^îk. 


î'« 


av.        V         contient 
"n— m*n— m 


'^  +  P  +  7  inversions,  dont  a  sont  dans  ««  Si^r^Sj  •••  «r     s     >  P  ^^^^ 

^^1*1  ^^^"*  ^J^n-m^n-m'  '^  ^®^  ^^  ^^^^   P^*"^*^    ^"®    S  (r  +  *)  -= 
('•l  +  ^+...  +  rm)  +  (*i4.*j  +  ...4-j„,).  (TRUDi.)(V.nM,Ex.4.) 


m.  —  Définition  des  déterminants. 

9.  D^nition  et  notation.  Le  déterminant  de  n^  éléments  (voir 
n^  5,  tableaux  1,  2,  3)  est  la  somme  algébrique  des  permutations 
de  ces  éléments.  On  donne  le  signe  +  au  terme  principal  T  formé 
par  les  éléments  de  la  diagonale  du  carré  des  éléments,  qui  va 
du  premier  au  dernier,  et  à  toutes  les  permutations  de  même 
classe  ;  le  signe  —  aux  permutations  de  classe  difiFérente. 

On  représente,  d'après  Cauchy,  le  déterminant  par  le  tableau 
des  éléments  entre  deux  barres  verticales  : 


«11   «12 


«m 

«tn 


«1    II    Cl 

aie 

Oi  bt  Ci 

î 

h  k  l 

«3    ^3    Cz 

p  q  r 

«m  «n*  •••  «nn 

OU  par  les  notations  suivantes,  quand  elles  sont  suffisamment 
expressives  : 

I  1  I  2  I       \  n  \ 

2  ±  an  an  ...  «nn  =  («a  «»  ...  «nn)  -    '  '        '|'  '        » 

2  ±ail%c^=  (ai  Jj C3),  =  I  a}^  I  ,  2  ^  ahr  =  {ah'). 

Nous  reviendrons  (n<*  21)  sur  la  notation  |  aie  |  ,  qui  est  due 
aussi  à  Cauchy. 

Pour  former  un  déterminant,  on  déduit  tous  les  termes  du 
terme  principal,  en  y  permutant,  soit  les  premiers,  soit  les  se- 
conds indices,  et  laissant  les  autres  invariables  (n^  7),  puis. 
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doncant  à  chaque  terme  le  signe  couvenable.  Exemple  :  on  a 

2t  +   (111(199(1^  B^    <  ,  • 

Bemabque.  Pour  former  un  déterminant  de  ne%f  éléments,  on 
met,  mentalement,  ou  en  réalité,  les  deux  premières  colomiesà 
côté  de  la  troisième,  ou  les  deux  premières  lignes  après  la  der- 
nière ;  on  écrit  les  six  produits  obtenus  en  multipliant  les  trois 
éléments  situés  sur  des  lignes  parallèles  aux  diagonales  du  ta- 
bleau primitif;  on  donne  le  signe  +  aux  produits  des  éléments 
situés  sur  une  parallèle  à  la  diagonale  du  terme  principal,  le 
signe  —  aux  autres.  (Sakbus.) 

Exercices.  14.  Trouver  1  :t  ^i^s^s»  ^  ^  ^iV3<^4* 
^15.  Un  déterminant  ne  change  pas,  si  Ton  change  le  signe  de  toos  les 
éléments  où  la  somme  des  indices  est  impaire.  (Janni.)  On  peut  appeler 
ces  éléments  éléments  impairs,  les  autres,  éléments  pairs. 

IV.  —  Propriilét  fondamentales. 

10.  Peopbiété  I.  Pour  multiplier  (ou  diviser)  un  déterminont 
par  k,  on  multiplie  (ou  Von  divise)  par  k  les  éléments  d'une  ligne  0% 
d'une  colonne.  En  effet,  chaque  terme  du  déterminant  est  ainsi 
multiplié  (ou  divisé)  par  h,  puisqu'il  contient  un  seul  élément 
de  cette  ligne  ou  de  cette  colonne  ('). 

Pour  multiplier  ou  diviser  par  (—1)  un  déterminant,  il  suffit 
de  changer  le  signe  des  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne. 
On  peut  mettre  en  facteur,  devant  le  déterminant,  un  facteur  l 
commun  à  tous  les  éléments  d'une  ligne  ou  d'une  colonne,  après 
division  de  ces  cléments  par  k. 


(')  Les  propriétés  I,  VI  et  la  propriété  I  des  mineurs  sont  une  consé- 
quence immédiate  de  la  définition  d'un  déterminant  comme  somme  algé- 
brique des  permutations  distinctes  de  n^  éléments,  quelle  que  soit  la  loi 
d'après  laquelle  on  donne  le  signe  -{-  ou  le  signe  —  aux  diverses  permu- 
tations; les  propriétés  II,  III,  IV,  V,  VII  et  la  propriété  II  des  mineurs, 
au  contraire,  supposent  que  cette  loi  est  celle  du  n^  9.  On  ne  démontre 
pas  dès  Tabord,  la  propriété  VI  et  la  propriété  I  des  mineurs,  parce  que 
Ton  ne  peut  guère  en  faire  aucune  application  avant  le  n*  15.  (Hoppb.) 
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Exemple.  On  a  successivement 


0 

1    1    1 

0  X  y   z 
X   0   e    y 
y  i   0  X 
2    y  X  0 

=  x^H^ 

1 
1 
1 

0    '    y 

xy    zx 

Z         Q       X 

xy          yz 

y    ^   0 

zx     yz 

0    111 

0 

1      1      1 

1 

xyz  0    2*   y* 

1 

0     ««    y* 

xyz 

xyz  z*  0    x* 

1 

««    0     «« 

xyz  y*  X* 

0 

1 

yt     jfï      0 

«1      — î 

0      0 

«1      — 1/^2         0 

0 

h      H 

—  l    0 

Vh      H    —Vh 

0 

0       *3 

«3    —1 

0          l/*3           ^ 

^Vh 

0        0 

h    «4 

0           0           1^*4 

H 

Exercices.    16.  Démontrer  le  théorème  de  Janni  (n®  9,  Ex.  )5),  en 
multipliant  certaines  lignes  et  colonnes  du  déterminant  par  ( —  1). 

17.  *Démontrer  et  généraliser  pour  le  déterminant  Qn  do  «^  éléments, 
analogue  k  Q4,  la  relation 


Q4  = 


^18.  Si  A  est  facteur  des  m  premiers  éléments  de  n  —  m  -f-  P  colonnes 
ou  lignes  d'un  déterminant  R  de  n^  éléments,  \^  divise  R.  (Mum.) 

11.  Lehme.  Permutons,  dans  un  déterminant  R,  les  lignes 
entre  elles  et  les  colonnes  entre  elles,  d^une  manière  quelconque. 
Changeons  encore,  si  Ton  veut,  les  lignes  en  colonnes  et  les  co- 
lonnes en  lignes.  Lt  déterminant  B',  ainsi  obtenu,  sera  égal  à  +  B. 
01»  d  —  R,  selon  que  les  termes  principaux  T  et  T',  de  B,  et  de  R', 
sont  ou  ne  sont  pas  de  même  classe.  En  effet  :  1**  Les  deux  déter- 
minants contiennent  les  mêmes  permutations  (n**  6).  2®  Si  T  et 
T'  sont  de  même  classe,  les  permutations  de  même  classe  auront 
le  signe  +  dans  les  deux  déterminants;  les  autres,  le  signe  — ; 
donc  R=R'.  3<»  Si  T  et  V  sont  de  classes  contraires,  les  permu- 
tations de  même  classe  que  T  (de  classe  contraire  à  T'),  auront 
le  signe  +  dans  R,  le  signe  —  dans  R'  ;  les  permutations  de 
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classe  contraire  à  T  (de  même  classe  que  T'),  auront  le  signe  — 
dans  R,  le  signe  +  dans  R'  ;  donc  R  =  —  R'. 

Exemple.  2  ±  anatsa^^  =  2  ±  a^aan  =  —  2  ±  ai3«»«3i- 
Exercice.  19.  Si  2r  =  (n  —  1)  (»  —  2),  on  a  (V.  n?  8,  Bx.  1 1) 

12.  Propkiétb  II.  Un  déierminant  ne  change  pas  quand  on  y 
change  les  colonnes  en  lignes  et  les  lignes  en  colonnes  (ou  quand  on 
échange  dans  chaque  élément  les  deux  indices).  Ainsi 

«11   ait  ^13    I  «11   (h\   Û31 

«W    fl»    û«  =  «12    flîH    ^zt 

«31   «a  «33   I  «13  ««3  «33 

car  les  permutations  des  deux  déterminants  sont  les  mêmes 
(n°  6),  et  les  termes  principaux  sont  identiques. 

ExBRCiCB.  20.  On  appelle  déterminant  gauche,  ou  symétral  à  diagonale 
pleine,  celui  où  «m  =  —  «m,  a{\  n'étant  pas  nul;  déterminant  syméiriqne 
gauche,  ou  symétral  à  diagonale  vide,  ou  hémisymétrique,  celui  où 
*lk  =  —  «kl»  *^\\  =  0.  Un  déterrainant  symétrique  gauche  de  «*  élé- 
ments ne  change  pas  quand  on  le  multiplie  par  ( —  1)^,  môme  si  11  est 
impair;  par  suite,  il  est  nul  dans  ce  cas  de  n  impair. 

*21.  Sitfik  «  j?ik  +  ^ikl^(— 1),  «kl  =  Plk  —  î'ikï^l— 1).  «il  =^^11. 
les  p  et  les  q  étant  réels,  R  s=  2  ±^  an  Of^  ...  «nn  ^^  ^^^^  >  <^^  ^  °® 
change  pas  si  l^( — 1)  change  de  signe.  (Hermitb.) 

13.  Pbopsiété  III.  Un  déterminant  change  de  signe,  quand  on 
y  échange  de  place  deux  lignes  ou  deux  colonnes.  En  effet,  si  Ton 
échange  la  colonne  i  avec  la  colonne  h, 


«ii 


«kl 


«kl  ...    «kk 

est  remplacé,  dans  le  tableau  des  éléments,  par 

«lit  ...  «Il 


«kk  ...  «ki; 
les  termes  principaux  des  deux  déterminants  correspondants 
R  et  R',  sont  donc  de  la  forme  Maulakk^)  MaikI«kiN.  Us  sont 
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de  classes  contraires,  à  cause  de  rechange  des  seconds  indices 
i  et  */  donc,  d'après  le  n*»  11,  R  =-  —  R'. 

CoBOLLAiBE.  Si  Ton  place,  après  toutes  les  autres,  la  première 
ligne  ou  la  première  colonne,  c'est-à-dire,  si  l'on  effectue  une 
permutation  circulaire  des  lignes  ou  des  colonnes,  cela  équivaut 
à  («—1)  échanges  de  lignes  ou  de  colonnes,  ou  à  une  multiplica- 
tion du  déterminantpar  (— 1)°-^  Ainsi,(aiS2Càrf4)=— (^i^3^4)- 

14.  PsoPBiÉTÉ  IV.  Si  les  éléments  de  deux  lignes  ou  de  deux 
colonnes  parallèles  d'un  déterminant  R  sont  égaux,  le  déterminant 
est  nul.  1^  R  devient  —  R  par  échange  de  ces  deux  lignes  ou  de 
ces  deux  colonnes  (n«  13).  2*»  Rne  change  pas  par  cet  échange, 
car  ces  lignes  ou  ces  colonnes  sont  identiques.  Donc  R  =  —  R, 
ou  R  =  0.  Ainsi,  si  Ton  fait  «a  =  «u?  ^f^i  =  a«,  «31  =  ^32  dans 
le  déterminant  développé  au  n®  9,  il  s'annule. 

CoBOLLAiBE.  Un  déterminant  est  nul  si  les  éléments  d'une  ligne 
ou  d*une  colonne  sont  égaux  à  ceux  d'une  ligne  ou  d'une  colonne  pa- 
rallèle, multipliés  par  un  facteur.  Car  si  Ton  fait  sortir  ce  facteur 
du  déterminant,  le  nouveau  déterminant  a  deux  lignes  ou  deux 
colonnes  identiques. 

Exemples.  I.  On  a  : 

1111 

-a)  ((î-a) 

-b)  (rf-&) 

(d-c). 

En  effet,  le  déterminant  et  le  produit  s'annulent  pour  a==i, 
a=^e,  a=^d,b  ^Cy  b^d,c^^d,ei  contiennent  l'un  et  l'autre, 
avec  le  coefficient  1,  le  terme  bc^d^.  Ce  théorème  est  vrai  pour 
un  nombre  quelconque  de  quantités  a,  b,  c,  d.... 
n.  Le  déterminant 


1111 

a    h    c    d 

=  {i-a)  (tf 

a*  ht  c*  iP 

(c 

«3    }3    «3    d» 

1 

1        1        1 

1 

l+«     1        1 

1 

1     1+y     1 

1 

1       1     1+» 

xyz, 


car  il  contient  le  terme  xyz  et  s'annule  pour  a?  «  0,  y 


0, 
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Exercices.  2*2.  Si  (cs^^p^)^  (^1*^1)»  (^s>  l^s)  ^^^^  ^^  coordonnées 
rectangulaires  de  trois  points,  A,  B ,  C,  les  équations 

i  X   tf    «•  4-  y* 

ï  «I  y,  ^î  +  A 
<  *.  y.  «;  +  yî 
i  «^5  y,  *î  +  A 

représentent  la  droite  AB,  une  parallèle  k  AB  passant  par  C,  et  le  cercle 
passant  par  les  trois  points  A,  B,  C. 

*23.  Démontrer  Tégralité 


\    X      f 

0  x—x^  y— 1 

1  *.  Vi 

-=0, 

»   *.      y. 

^  "t  ft 

*   *«     y. 

=  0. 


=  0 


i  +  tf       i           4 

i 

1      \+b      1 

i 

4          4       i  +  c 

1 

=  «*C.(4+l  +  J  +  i  +  i)- 


4  4  i       i+rf 

On  fait  successivement  «=0,  b  ^=  0,  c  =  0,  rf=0,  dans  r  —  abcd. 
En  8*aidant  de  la  propriété  I,  en  déduire  Tégullté  plus  g-énérale. 


x^  à 


dans  laquelle      X  =  (tf— a?,)  (b-^x^)  (c— a?,) (Salmon.) 

Cas  particuliers.  \^  a  =  x^  —  m,  ô  =s  a?,  —  «1,  c  =  a?,  —  «1,  etc. 
(E.  Lucas.)  Cas  où  m  =  (a?,  +  ^1  +  ^3  +  ••••)  —  «•  2«  x^  =  y^, 

^.  ="  vV  ^5  =  yî% ...;  «=-(s  -yj*,  d=(s  -  0%  c  =  (s  — y,)', 

etc.,  S  étant  égal  à  y,  +  ^i  +  y,  +  .•••  (Wolstbnholmb.)   3«  Sî 
a?j  =s  a?,  =s  a7j  =  ...  =»  a?,  on  trouve  X  =  R  +  a?X',  en  posant 

X 


X'  =  -  /-^  +  ~A 


x-^c- 


+ 


Si  Ton  a  X'  =  (a'  —  a?)  (*'  —  x)  (c'  —  a?)  ... ,  on  peut  écrir«  X 
au  moyen  d*une  formule  analogue  à  X  ==  R  4-  j^X',  et  ainsi  de  suite. 
Cette  formule  X  =  R  4-  ^^'t  conduit  à  deux  résultats  remarquablea, 
a)  si  a;  =a  a\  b'  ou  c\  etc.;  ^)  si  a?  ==  1,  a  =  *  =  c  =  ...  =  0. 
(Garbibri.) 
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CHAPITRE  II. 
CALCUL    DES    DÉTEBMINANTS. 

I.  —  Propriétés  des  mineurs. 

15.  Des  mineurs.  Le  coefficient  d'un  élément  aïk  d'un  déter- 
minant R  =  2  ±  an  <%  •••  ^nn  1  est  appelé  le  mineur  de  ce  déter- 
minant, par  rapport  à  aïk  ;  il  est  ordinairement  représenté  pac 
Âik,  c'est-à>dire  comme  l'élément  a\^  lui-même,  sauf  que  la 
lettre  minuscule  a  est  remplacée  par  la  majuscule  correspon- 
dante A.  Les  mineurs  aji  de  Âik ,  ceux  de  aji  et  ainsi  de  suite, 
sont  aussi  appelés  mineurs  de  R.  Aïk  est  un  premier  mineur, 
d'ordre  («—1),  «ji  un  second  mineur,  d'ordre  («—2),  etc. 

V  Détermination  de  An-  On  trouve  tous  les  termes  de  R  qui 
contiennent  an,  en  permutant,  de  toutes  les  manières  possibles, 
les  premiers  ou  les  seconds  indices  dans  le  terme  principal 
a\\  an  •••  ^nni  en  laissant  toutefois  an  sans  changement,  et 
donnant  un  signe  convenable,  à  chacune  des  permutations  ainsi 
trouvées.  On  trouve  les  mêmes  permutations  en  calculant 


an 


donc 


An- 


«a    . 

•     Oln 

,        , 

,        , 

flnl     . 

.     «nn 

On    • 

.      (hn 

•         • 

•            a 

•         • 

•            • 

<ha   • 

.      ûnn 

Ainsi,  le  coefficient  du  premier  terme  d'un  déterminant  R  de  n*  élé- 
ments, est  le  déterminant  de  (n— 1)'  éléments,  obtenu  en  supprimant, 
dans  R,  la  première  ligne  et  la  première  colonne. 

2'^  Détermination  de  Ait .  Première  méthode.  Faisons  venir  aïk 
à  la  première  place  dans  R,  en  mettant  la  i^^^  ligne  la  première, 
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au  moyen  de  (i— 1)  échanges  de  lignes  deux  à  deux,  et  la  V^^^ 
colonne,  la  première  aussi,  au  moyen  de  (^—1)  échanges  de 
colonnes.  Nous  aurons,  diaprés  la  règle  précédente  : 


Aik  =  (-iy+J^ 


an 


«l,k-l  «l,k+l 


aiQ 


Ainsi,  le  coefficient  Âik  d'un  terme  ai^ ,  dans  un  déterminant  R  de 
II*  éléments,  est  le  déterminant  de  (n— 1)*  éléments,  obtenu  en  sup- 
primant, dans  R,  la  ligne  i  et  la  ligne  k,  qui  se  croisent  ena^t  ce 
déterminant  étant  multiplié  par  (—1)'+^;  c'est-à-dire  par  +1  ou 
—1,  selon  que  Télément  est  pair  ou  impair  (n**  9,  Ex.  15). 

Seconde  méthode.  On  peut  faire  venir  ai^  à  la  première  place, 
au  moyen  de  (i  — 1)  permutations  circulaires  de  lignes  et  de 
(Â— 1)  permutations  circulaires  de  colonnes.  Chacune  de  ces 
permutations  circulaires  équivaut  à  («  — 1)  échanges  de  lignes 
ou  de  colonnes.  On  trouve  ainsi  : 


A,k  =  (-iy°-lHl+k) 


«n,  k+1 
«1,  k+1 


«i-l,k-l 


ûl-l,k+l 

Selon  que  («— 1)  est  pair  ou  impair, 

(_l)(n-i)(i+k)  =  1  ou  (-iy+>^. 

La  seconde  méthode  de  détermination  de  Aik  est  plus  utile 
que  Tautre  dans  les  recherches  théoriques, 

BxBRCiCBS.  24.  Trouver  le  coefficient  de  «28  «41  ^^^^  ^  i:  «n'tt-***B; 
et  celui  de  a\\i  ajm  dans  S  d:  ^u  ...  ami,  par  permutation  circulaice  des 
lignée  et  des  colonnes  ou  non. 

25.  Dans  un  déterminant  symétrique^  c'est^à-dii*e  où  Of^  as  a^,  on 
a  A|jt  =  Afci . 

26.  Dans  un  déterminant  symétrique  gauche  (n^  12,  Ex.  20)»  Âu^  » 
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—  ^lii*  A]is=  0,  si  le  degré  du  déterminant  est  pair;  Au^aa  Aj^i ,  sMl  est 
impair,  et  An  est  un  déterminant  symétrique  gauche.  Dans  un  détermi- 
nant gauche.  An  est  aussi  un  déterminant  gauche. 

**27.  L'élément  «u^  et  (— 1)*+*  Aj^  sont  dits  complément  algébriques 
Tan  de  Tautre.  Plus  généralement,  si  ( — l)«+^+y  a^^si  ^rjs^  •••^rm  Sm 
^hjki^hjkj  •••  ^hn__mkn_m  ®®*  ^^  terme  du  déterminant  contenant 
{oL  -{-  p  -{-  y)  inversions,  dont  a  sont  dans  ^risx  '•-  ^r^SiQ)  P  ^^^^ 
«hlki  ...  «hn-mkn-m'  ^^  déterminants  M  =  (-1)-  {ar^^^  ...ar^  ^m), 
Q  =«  ( —  1)^  (''hiki  •• .  ^h|i_xnkn-ni)  ^^^^  ^^^^  compléments  algébriques  l'un 
de  l'autre.  Démontrer  que  leur  produit,  multiplié  par  +  ^  ou  —  l, 
selon  que  S  (r-f-  ')  est  pair  ou  impair,  donne  1.  2... m X  1.  2...  (n — m) 
termes  du  déterminant  R  =  (an  a^^  ...  «on-)  (^^  ^^^  B,  Ex.  13.) 

16.  Pbemièbe  pbopbiete  des  mineubs.  expression  d'un  dé- 
terminant au  moyen  de  ses  mineurs,  Gonsidérous  les  cléments 
^11)  ^12)  .*•  ^10  de  la  première  ligne  d'un  déterminant  R.  Jjes 
termes  dont  R  est  composé  contiennent  tous  Pun  ou  Fautre  de 
ces  éléments  et  n'en  contiennent  qu'un  seul.  L'ensemble  des 
termes  qui  contiennent  an  est  an  An  ;  Tensemble  des  termes 
qui  contiennent  a\t  est  a\i  Âis,  et  ainsi  de  suite.  Donc, 

R  =*  a\\  An  +  a\t  A^  +  ...  +  am  Am. 

On  a,  de  même,  pour  les  éléments  de  la  première  colonne, 
d'une  ligne  i,  ou  d'une  colonne  h  quelconque  : 

R  =  an  An  +  (h\  Aji  +  .••  +  «ni  Ani, 
R  =  ûii  An  +  «12  Aiî  +  ...  4-  «in  Am, 

R  *=  flik  Aïk  +  â^2k  A»  +  —  +  «nk  Ank  . 

Grâce  à  ce  théorème,  on  peut  calculer  un  déterminant  quel- 
conque, de  proche  en  proche,  au  moyen  de  ses  mineurs,  des 
mineurs  de  ses  mineurs,  etc.,  sans  se  servir  de  la  théorie  des 
permutations. 

Exemples.  I.  Mineurs  formés  par  la  seconde  méthode  : 

«1  h  C\ 


ai 


h  0% 


+  ût 


h  Cl 


+  «3 


h  C\ 
h  Ct 


ai  h  Cl 

Û3   ^3  ^3 

IL  Mineurs  formés  par  la  première  méthode  : 
axhtc^dj^  =  —  hifltCzàA)  +  hiO'iOziA)  —  hiO'iCidA)  +  *4(«iCtrf3). 
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Exercice.  28.  Démontrer  que 
0    c    *    a' 
c     0    a    b* 


0    c' 


=  a*a^  +  *«*'«  +  M*  —  2aaW  —  2bb'c(^  —  2cc'aa\ 


17.  Go&OLLAiBES.  I.  /S'i  les  (fléments  d'une  ligne  i  (au  d'une 
colonne  k)  i't^»  déterminant  R  ;on/  »t^Zf ^  â  Vexcepticn  d'un  seul 
aïk ,  le  déterminant  se  réduit  au  produit  aïk  Âjk  <i«  (^^  élément  par 
le  mineur  correspondant.  Par  suite,  lorsque  tous  les  éléments  situés 
d'un  mSfne  côté  de  la  diagonale  s'évanouissent,  U  déterminant  du 
système  se  réduit  à  son  terme  principal.  Ainsi  : 
ai  h  Cl  di 


0  h  Ct  df 
0  0  Cs  ds 
0  0  0  di 


h  et  dt 

=  «1 

0  Câ  «fa 
0  0  di 

=  «!*» 

«3   ^3 
0     di 


=tfl*ïC3<^- 


II.  Si  les  éléments  d'une  ligne  i  (ou  d'une  colonne  k)  d^un  déter- 
minant sont  nuls,  aïk  excepté,  les  éléments  de  la  colonne  k  (ou  de  la 
ligne  i)  autres  que  am ,  n'entrant  pas  dans  Aïk ,  peuvent  être  rem- 
placés par  des  éléments  quelconques;  en  particulier,  si  on  les  rem- 
place par  zéro,  on  peut  remplacer  aussi  les  éléments  de  la  ligna 
i  (ou  de  la  colonne  k)  par  des  éléments  quelconques.  Ainsi, 


m(aibtC3)  = 


m  n  p   q 

0  ai  bi  Cl 

0  02  bt  Cl 

0  as  bz  Cz 

m  0  0  0 

0  ai  bi  Cl 

0  ai  bi  ct 

0  az  bz  Cz 


m  n'  p'  j' 


fft 

0  0  0 

»" 

«l  il  Cl 

1»" 

«ï  h  (i 

?" 

«3   J3  «3 

0  ai  bi  Cl 

0  ai  bi  Cl 

0  az  bz  Cz 

III.  Tout  déterminant  peut  être  mis  sous  forme  d'un  déterminant 
d&  degré  plus  élevé,  et  un  produit  quelconque  peut  se  mettre  sous 
forme  de  déterminant.  Par  exemple,  en  remplaçant  les  éléments 
quelconques  par  des  astérisques  : 


aibiCz  = 


ai  *  * 
0  bi  0 
0    *    Cz 


ai  bi 
(h  h 


1   -    • 

0  «1  II 
Q  Oibt 


0  0  0  I 

1  •   • 
0  «1^  j 
0  aik\ 
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IV .  En  particulier^  le  mineur  Anc  est  égal  au  déierminanl  R,  où 
aïk  est  remplacé  par  1,  et  les  autres  éléments  de  la  ligne  i  ou  de  la 
colonne  k  par  zéro.  Ainsi,  par  exemple,  si  C  est  le  coefficient  de 
a^  dans 


X  Q^  s?  (K^ 

a  a^  a^  a^ 

c  C^   (?  (^ 


\  d  éP  d?  d^ 


0  0  0    10 

1  a  a»  0  a* 

1  J  J»  0  J* 

,=^  — 

1  c  c«  0  6< 

: 

l  dèPO  d* 

1 

\  a  a^  0^ 

\  b  V^  ¥ 

l  c  c^  (^ 

l  d  fi  di^ 


ExBRCiCBS.  29.   Démontrer  que 


i  4      4  4 

4  4      0  0 

0  14  0 

0  0     4  4 


4  0 

0  0 

0  0 

0  0 


0  0 

0  0 

0  0 

0  0 


0     0     0     0 


0     0 


1      4 


s>  4  ou  0. 


30.  Généraliser  la  propriété  suivante  :  Si  «n  =  1, 

«  4"  ♦* 
4 
0 
0 

Cas  où  m  4-  A  ' 


4  0  0 

«•  +  n  4  0 

4     ♦ «+«  4 

0  4  m  -\'  n 

a«  2  coB  x;  sous-cas  \  œ  ^=^  0 


m"  —  n" 


31 .  Démontrer  que  Qn  (n*  10,  Ex.  H)  «  «q  Qn_i  +  *n  Qn-ï-  ^  en 
résnlte  que  Qq  est  le  dénominateur  de  la  n*^"^®  réduite  de  la  fraction 


continue 


^■^U-)- 


^32.  Démontrer  le  théorème  de  Muir  (n«  10,  Ex.  18)  dans  le  cas  où 

m  =a.  0,  P  as   1. 

^*33.  THioBÈME  DE  Laplacb.  On  peut  décomposer  un  déterminant  de 
»<  éléments  en  une  somme  algébrique  de  produits  de  déterminants  ana* 
logues  à  ceux  dont  il  est  parlé  n®  15,  Ex.  27,  les  uns  d'ordre  m,  dont 
les  éléments  sont  toujours  pris  dans  les  mêmes  m  lignes  ou  colonnes  du 
déterminant  primitif,  les  autres  d'ordre  n  —  m,  dont  les  éléments  sont 
pris  dans  les  (n  — >  m)  lignes  ou  colonnes  restantes.  Corollaires.  I.  Un 
seul  de  ces  produits  n'est  pas  nul  si  tous  les  éléments  communs  à  m  lignes 
et  à  M  —  m  colonnes  du  déterminant  primitif  sont  nuls.  (Jacobi.)  (I.  Un 
déterminant  où  les  éléments  communs  à  m  lignes  et  à  n  —  m  -}-  \  eo^ 
lonnes  sont  nuls  est  nul.  (Voir  Ex.  32.) 

S 
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is. Seconde  pbopbiéte  des  ionbubs.  Leicme.  Le  mineur  Au 
dun  déterminant  R  ne  change  pas,  si  l'on  remplace  les  éléments  de  la 
ligne  i  et  de  la  colonne  k  par  des  éléments  quelconques.  Eu  effet, 
d'après  la  définition,  Aïk  ne  contient  aucun  élément  de  cette 
ligne  ou  de  cette  colonne. 

Seconde  pbopbirte.  On  a  : 

«Jl  A|i  +  flj2  A«  -h  —  +  fljn  AiQ  *=  0, 

ûu  Ali  4-  ^  A21  +  — \-  «nj  Ani  =  0, 

si  j  est  un  nombre  compris  dans  la  série  1,  2, ...  n  «<  diféreni  de  i. 
En  e£Fet,  la  première  de  ces  expressions  est  celle  d'un  détermi- 
nant dont  la  z*"*«  ligne  serait  identique  à  la  j^^^  ;  la  seconde, 
celle  d'un  déterminant  dont  la  i^^^  colonne  serait  identique  à 

Exemple.  Soit  R  »  2  i:  ai  ^  cs-  On  aura,  d'après  les  deux 
propriétés  des  mineurs, 

R  =«  aiAi  +  &1B1  +  CiCi;  R  =  aiAi  -f-  Mi  +  «sAs; 
0  —  fljAi  +  h^\  +  <?tCi;  0  =  hki  +  hki  +  Ms; 
0  ■=  OaAi  +  83B1  +  C3C1.         0  =  CiAi  +  Ctkt  +  c^kz. 

0  —  aïkt  +  *iB,  +  CiCt;  0  =  ajBi  +  a^B^  +  «aBs; 
R  -  atkt  +  biBt  +  ctCti  R  =  JiBi  +  hBt  +  b^Bs; 
0  =  flsAt  +  bzBt  +  ^Ct.         0  «  ciBi  +CtBt  +cj^. 

0  —  fliAa  +  «iBg  +  C1C3;  0  «  ûiCi  +  «A  +  «A; 
0  «  fltAs  +  &2B3  +  CiCz]  0  =  ftiCi  +  hCt  +  isCs; 
R  =  askz  +  ^383  4-  CgCa.         R  =  rjCi  +  cA  +  C3C8. 

Exercice.  *34.  Soient  R  =  («h  tf»...  «nn).  S  =  (ôiiôa  ...  *ii_.i,n-l)- 
Formons,  au  moyen  de  S,  de  nouveaux  déterminants  Si  en  remplaçant 
les  («  —  ])  éléments  de  la  première  ligne  verticale  bu,  ^j,  ...  ^n-l»!' 
par  ai\,  an,  ...  tfn— 1,1-  Nous  aurons  identiquement  : 

AnlSi  +  Ajj^Sj  +  •••  +  -^nnSn  =  0. 

En  particulier, 

ih^t)  {aidt)  +  {ciat)  {bidt)  +  (aibt)  (e^dt)  =  0.  («) 

(Baltzbr,  III,  11.) 
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II.  —  Principe  de  l'addition  des  lignes  ou  colonnes. 

19.  Pbopbieté  y.  On  peut  ajouter,  aux  Héments  d'une  ligne 
(colonne)  iun  déterminant,  respectivement  les  éléments  d'une  ou  de 
plusieurs  lignes  (colonnes)  parallèles,  multipliés  par  des  constantes 
quelconques,  sans  altérer  le  déterminant.  Ainsi  : 

ai  +  mil  +  »^i,  5i,  Cl,  di  a^  h^  ^h  ^i 

at  +  mhft  +  ndt,  Jj,  c^,  dt  ^      Og,  82,  ci,  df 

as  +  mis  +  ^1  *3»  ^3»  ^  «3>  *3»  <^î  ds 

04  +  mbi  +  ndi,  ^4,  C4,  di  «4,  J4,  C4,  di 

En  effet,  le  premier  de  ces  déterminants  est  égal  à 

(«1  +  mbi  +  nd{)  Ai  +  (flj  +  wSg  +  ndt)  Aj 
+  (03  +  mh  +  nds)  A3  +  («4  +  mbi  +  ^^4)  A4. 

Cette  somme  se  compose  de  trois  parties.  D'après  la  première 
propriété  des  mineurs,  une  de  ces  parties,  savoir  : 

«lAi  +  a^Az  +  asAs  +  a4A4, 

est  le  second  déterminant  écrit  ci-dessus.  Les  autres 

mipiki  +  biAt  +  bsks  +  b^Ai), 
n(diAi  +  dzAt  +  rf3A3  +  rf4A4) 

sont  nulles,  d'après  la  seconde  propriété  des  mineurs.  Donc  etc. 
Cette  propriété  est  d'une  importance  capitale  dans  le  calcul 
des  déterminants. 

Exemples.  1.  On  a  successivement  : 

1114 
2  4  18 
4  1  2  13 
2  4  2  11 

I      4,    -1,    -1 

=     -7,    -2,       2 

I      0,       0,        1 

Le  second  déterminant  se  déduit  du  premier  en  retranchant 
des  éléments  de  la  première,  de  la  deuxième,  de  la  troisième 
colonne,  respectivement  2,  3,  4  fois  les  éléments  delà  dernière. 


9  13  17  4 

1 

18  28  33  8 

30  40  54  13 

24  37  46  11 

1111 

2  4  11 

ss 

4  12  6 

2  4  2  3 

2,    -1,    -1 

-3,    -2,       2 

2,       0,       1 


4,-11 
-7,  -2I 


=-16. 
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=  m 


1,  a+i,  a?+a^d+aéP+éP 
1,  h+d,  Ifi+b^d+hd^+d? 
1,  c+d,  c^+fid+cd^+d^ 


Le  troisième  déterminant  se  déduit  du  deuxième,  en  retranchant 
les  éléments  des  trois  premières  colonnes  de  ceux  de  la  dernière. 
«  Toutes  les  fois  que  nous  avons,  comme  dans  le  cas  actuel,  un 
déterminant  dans  lequel  tous  les  éléments  d'une  même  ligne 
sont  égaux,  nous  pouvons  en  déduire,  par  soustraction,  un 
autre  déterminant  dans  lequel  tous  ceux  d'une  même  ligne 
s'annulent,  à  l'exception  d'un  seul,  et  réduire  ainsi  le  calcul  à 
celui  d'un  déterminant  d'ordre  inférieur.  (Salhon.)  »  Le  reste 
du  calcul  est  facile. 

Remabqtte.  Pour  faciliter  le  langage ,  on  peut  appeler  les 
lignes  (horizontales),  Hi,  H2,  H3,  etc.,  les  colonnes  ou  lignes 
verticales,  Vi,  ¥«,  V3,  etc. 

IL  On  a,  en  retranchant  la  dernière  ligne  des  trois  autres  et 
divisant  par  (a— rf)  (b—d)  (c—d)  =  m, 

1  a  a*  a^ 
1  J  J«  J4 

1  c  c«  c* 

1  d  d^  d^ 

De  même,  en  retranchant  la  dernière  ligne  des  autres,  dans  le 
second  déterminant,  on  peut  le  diviser  par  (a— c)  (>— c).  Enfin 
on  trouve,  en  représentant  le  déterminant  primitif  par  sa  première 
ligne  entre  crochets  : 

l{a--d){l^d){e^d) 
[1,  a,  a\  a*]  —  {a+b+c+d)  x     (a-c)  (J-c) 

(  (^-5) 

On  peut  aussi  démontrer  cette  égalité  (et  celle  du  n®  14, 1) 
en  retranchant  la  première  colonne  (ou  ligne)  multipliée  par 
a,  a*,  «^  ou  a^  des  colonnes  suivantes  ;  ou  comme  il  suit.  Posons 
(a?— a)  (a?-ft)  («-<?)  (x—i)  =-  a?* + Pj?8  +  q^«  ^.  R»+S,  de  sorte 
que  — P  =  fl  +  >  +  c  +  i.  Multiplions  la  première  ligne  du 
déterminant  par  S,  la  deuxième  par  R,  la  troisième  par  Q  et 
ajoutons-les  à  la  dernière.  II  viendra  : 

[1,  a,  a«,  -Pa3J  =  (-P)  [i,  a,  a\  a^. 

*in. 

(fliJi)  (aict) 
(«1^)  («iCs) 


a\         0 


0 


1 
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Retranchez  Vi,  multiplié  par  ii,  de  V^  multiplié  par^i;  re- 
tranchez de  même  Vi  multiplié  par  Ci  de  Y3  multiplié  par  ai. 

Cette  remarque  s'étend  à  un  déterminant  de  degré  n.  Donc,  ri 
lêi  déterminants  du  second  degré  (ai^),  (^1^3),  ...  ((iiCt)^  (^1^)1 
...  etc.,  sont  diviriHespar  k,  le  déterminant  est  divisiih par  Is.^-^. 
(Janni.) 


■  («-d)(ô-c)+(*-(0(c-.a)+(c-rf)(a-*), 


BxBRCiCBS.  35.  Généraliser  la  relation 
0— tf       a       1 
ô— rf       b       1 
c — d      c       1 
et  démontrer  la  relation  (a)  du  n^  18,  ex.  34. 

36.  Généraliser  Tégalité  suivante,  due  à  Stlybsteb, 

tfii  +  *1  +  *i,  «it  +  h  +  hy  i 
tfM  +  *2  +  *i»  ^n  +  h  +  hf  i 

i  f  4,0 


«11  a\f  1 
1      1    0 


87.  Généraliser  les  ég:alités  suivantes.  Si 


F« 


â?,     0      0  as 

—  l,  a?,     0,  02, 

0.   — i,   a?,  «1, 

0,     0.    — i,  «0, 


=  tfo 


a    â? 

«  p 


38.  Généraliser  les  relations  suivantes  : 

a  a  a  a 

a        b       e 

a  b  b  b 
a  b  e  e 

_ 
" 

a(b—a)  X 

-«      b 
—0    — *     c 

a  b  c  d 

—a    — *    — c 

110     1 

1110 

10     11 
0     111 

=-  1; 

110     1 
10     11 

1 

1     1 

1 

0     111 

»   âS.eld^^; 


*d9.  Si  la  somme  des  éléments  de  chaque  ligne  d*un  déterminant 
symétrique  est  nulle,  les  mineurs  correspondants  à  deux  éléments  adja- 
cents et,  par  suite,  tous  les  mineurs,  sont  égaux.  (Bobchabdt.) 
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40.  Si  (notation  de  l'exemple  II) 

A  -  [cfl,  ifi,  ««,  a,  4],  B  -  [«5,  ^,  ««,  «,  i],  C  =  [«*,  fl»,  «^  i»,  i], 

4A~6B  — C  I  (fl-*)t  +  (tf-.c)*  +  («-d)«  +  {a-^)2  +  ...  -|-  (d-ef\, 

A  — B  — C(a«  +  ô«  +  c«  +  (P  +  i^. 

41.1  4         4  C08  J  (fl— *),  C08 { {*— c),  C08 1  (tf— «) 

8in  «  sin  *   aln  c  =  i   cos  J  (a+*),  coa  J  (*4-<?)f  «>8  J  (c+tf) 
008  a   008  ^   C08  c  sin  \  (a-]-d)y  sin  ^  (d4-<^)f  sin  \  («+^) 

«K  4  sin  ^  (0— -^)  sin  ^  (^— c)  8in  {  (c— a). 

Poser,  dans  le  second  déterminant,  a  s=  sin  |  a,  a'  ss  cos  j  0,  ^s=8in  \k, 
jS'  w=  008 1  ^,  7  «=  sin  J  c,  7'  =  cos  j  c. 

42.  Si,  dans  un  déterminant,  la  somme  des  carrés  des  éléments  de 
chaque  ligne  est  égale  à  Punité,  et  qu'en  outre  la  somme  des  produits 
des  éléments  correspondants  de  deux  lignes  quelconques  parallèles  soit 
nulle,  les  mêmes  relations  ont  lieu  entre  les  éléments  des  colonnes.  *Le 
déterminant  est  égal  à  :t  i  >  ^t  chaque  mineur  est  égal,  en  Taleor  absolue, 
à  rélément  correspondant.  (Voir  n^  26,  II.) 

48.  Généraliser  les  égalités  suivantes  : 


«f 

+  tfs  —  «1,  «3  +  ai 

-  ^t,  «1 

+  ^^t  —  «8 

«1  (^l  «3 

^  +  ^3-^1.   *3+*l 

-h.   h-Vh-h 

=  2« 

*i  «t  As 

ei  +  cg  —  Cl,  C3  +  «1 

-  c,,     Cl  +  c,  —  C3 

«1   «i  «i 

4     Cf          Cf+^ 

1     0     0     «0 

4     C?+^       (t+* 
4     Cf+«       Cf+« 

=  i  ; 

4      4      0 
4      S    4.2 
4      3   2.3 

«1 
«3 

-«.p. 

On  suppose  que  1.2...  ».  Cj  —  «(a— 1)  ...  (a— »+4);  «=1X1XU, 
P  =  «8  —  ««t  +  8«i  —  tto.  (Comp.  n«  31,  Ex.  91.) 

*44.  Un  déterminant  est  nul  si  le  rapport  de  la  différence  des  élémenti 
de  deux  colonnes  à  la  différence  des  éléments  de  deux  autres  colonnes, 
est  constant  pour  chaque  ligne.  (Studnicka.) 

*45.  Hanxbl  appelle  arthosffmétrique  ou  persfméifique  un  déterminant 
symétrique  où  tous  les  éléments  des  rangées  parallèles  à  la  seconde  ou  à 
la  première  diagonale  sont  égaux.  Généraliser  la  relation  sulTante,  due  à 
Hankel  et  relatiTe  à  un  déterminant  orthosymétrique  : 

y  =«  fl?i— a?;  jfi  »=  Xf—s^;  etc. 

*  =  yi— y; «1=^2—^1;  etc. 

I»«=«i— jf;»i,=  «j— ^1. 

V  =  «1— «. 


w   a?i  Xf 

œ  y  z 

»1  <Ct  ars 

«^ 

f  %  u 

Off  5-8  (Vi 

s 

%    U    V 
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Il  existe  une  formule  analogue  poar  en  déterminant  quelconque. 
(Rtudnicka.)  Appliquer  la  précédente  à  un  déterminant  de  trois  ou  quatre 
lignes,  les  éléments  étant  les  carrés  ou  les  cubes  des  nombres  0,  1 ,  d,  3. 

**46.  On  appelle  orlhi^symétrique  double  un  déterminant  orthosymé- 
trique  dont  chaque  ligne  contient  les  mômes  éléments.  Généraliser  la 
formule  suivante  relative  à  un  déterminant  de  cette  espèce  et  où  c  est 
une  des  racines  cubiques  imaginaires  de  Tunité  : 


z     X     f 
y    z    X 


—  (iP+y+«)  (a?+,y+,«z)  (a?+,V+i^). 


**47.  Trouver  la  valeur  d'un  déterminant  orthosymétrique  double  où 

les  éléments  â?i,  Wi^  ...,  â?n  sont  égaux  à  1  sauf  d^i;  à  0  saufo;!,  d?^; 

it— 1 
forment  une  progression  arithmétique;  ou  géométrique;  où  â^^ssm^       • 

(Comp.  Stehm,  Journal  de  Crelk-Borckardt,  t.  73,  pp.  374-380.) 

48.  Démontrer  la  formule  suivante  et  y  faire  ^r  »  0  : 
— â9      tf        z        u 

=  —  J(-«+y+*+«)(û?— y+«+») 


y 

— X 

u 

z 

% 

u 

— » 

y 

u 

z 

f 

— » 

**20.  Propriétés  d'un  déterminant  nul,  I.  Lorsqu'un  ilétermi- 
nant  est  nul,  la  première  propriété  des  mineurs  (ja?  16)  et  la 
seconde  (n®  18)  sont  exprimées  par  la  seule  équation  : 

«U  An  +  û«  An  +  ...  +  a^^  Ani  =«*  0. 
ou  j  peut  être  supposé  égal  à  i,  ou  différent  de  i.  Donc,  il  existe 
une  relation  linéaire  entre  les  éléments  aij ,  aij ,  ..  anj  d'une  colonne 
j  quelconque.  On  a  de  même,  pour  les  éléments  aji,  aj^, ...  a^^^ 
d'une  ligne/  quelconque 

«Jl  Ail  +  «J2  A|2  +  ...  +  fljn  Ain  =  0. 

II.  Réciproquement,  sHl  existe  une  même  relata  linéaire  entre 
les  éléments  de  chaque  ligne  ou  de  chaque  colonne,  le  déterminani 
est  nul.  Soit,  par  exemple, 

>1  «u  +  >t  fffl  H h  >n  «nj  =  0,  (N). 

cette  relation,  pour  les  éléments  d'une  colonne  /  quelconque. 
Multiplions  les  éléments  de  la  t^™«  ligne  par  >i  supposé  non  nul, 
et  ajouions-y  les  éléments  des  autres  lignes,  multipliés  respec^ 
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tivement  par  >i,  )2,  ...  >ii-  ^e  déterminant,  multiplié  par  >i,  sera 
égal  à  un  autre  déterminant,  dont  les  éléments  de  la  ligne  f^°^ 
seront  tous  nuls,  diaprés  Téquation  (N).  Donc,  etc. 

III.  Soit 

>i  an  +  h  û«  H h  >n  «m  «  0, 


^l  «in  +  h  û«n  +  •  •  +  ^n  «on  =  0  ; 

je  dis  que  Ton  aura,  si  les  mineurs  ne  sont  pas  tous  nuls, 
>i      :  )f      :  )3      :  -.  :  >n      = 
Au  :  Ati   :  A31   :  •••  :  Ani   = 
Alt  :  Am  :  Am  :  ...  :  Ant   = 


Ajn    i  Afn   *  Asn   *  •••  *  Ann* 

Supposons,  en  effet,  que  >i  soit  différent  de  zéro,  et  considérons 
le  mineur  Aïkf  obtenu  en  remplaçant  dans  R,  les  éléments  de  la 
colonne  k  par  0,  à  l'exception  de  ^ik  qui  est  remplacé  par  Tmiité 
(n"*  17,  IV).  Multiplions  les  éléments  de  la  première  b'gne  par 
>i,  et  ajoutons-y  les  éléments  des  autres  lignes  multipliés  respec- 
tivement par  >t,  >3,  ...,  >D.  La  première  ligne  aura  pour  élé- 
ments, d'après  les  équations  en  >,  Sik  désignant  le  k>^^^  élément, 

0,  0,  ...,  >ik  =  >i,  ...,  0,  0. 
Le  produit  >i  Aïk  est  donc  égal  à  ^ik  ou  >i,  multiplié  par  le  mi- 
neur correspondant  Aïk.  Donc,  >iAik  —  >iAik,   c'est-à-dire 
).i  :  >i  =  Aïk  :  Aik ,  ou  bien  Aut  Aïk  sont  nuls  à  la  fois. 

Il  résulte  de  cette  démonstration  que  :l*^les  mineurs  correspon- 
dant aux  éléments  des  colonnes  (lignes)  parallèles  d'un  déterminant 
nul,  sont  proportionnels,  s'ils  ne  sont  pas  tous  nuls.  2?  Les  diverses 
relations  linéaires  qui  existent  entre  les  éléments  des  colonnes  (lignes) 
parallèles  d'un  pareil  déterminant  ne  sont  pas  vraiment  distinctes  et 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur  constant.  On  remarquera  le  prin- 
cipe de  cette  démonsti'ation,  due  à  Jakki.  Au  fond,  il  consiste 
à  remplacer  les  éléments  de  la  première  colonne  de  Aïk ,  par 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  en  \  ou  (N). 

IV.  Généralisation.  Pour  plus  de  brièveté,  considérons  le 
déterminant  R  —  |  àbcde  \  .  !•  Soient  E5  ^  {aihc^)  —  0, 
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=  0, 


— Ds  =  («1*8^3^4)  =  0,  (oibiCs)  différent  de  zéro.  D'après  (20, 
III)  les  valeurs  de  >,  f*,  v,  w,  qui  vérifient 

).«!  +  ttflg  +  vflg  +  ndi  =  0,  (1) 

^h+i^h  +^h+^h=0,  (2) 

>Cl    +;*<%+  >C3  +  ïrC4   =  0,  (3) 

vérifient  aussi 

>*1  +  f*42  +  vrfs  +  7ri4  «  0,        .  (4) 

>«i  +  f*^  +  »^  +  ^e4  =  0,  (5) 

à  cause  de  (01^203^4)  —  0,  (ai ^03^4)  »  0.  De  plus,  si  Ton  fait 
K  =»  (ai^i^),  quantité  non  nulle,  >,  p,  v  ont  une  valeur  unique. 
Les  mineurs  As  —  {hOifh^d,  — B5  =  (aiCtd^ei)^  C5  —  ((iih^z^i) 
sont  nuls  aussi,  A5  *»  0,  par  exemple,  à  cause  des  équations 
(2)(3)(4)(5)(20,  II).  On  écrit  les  relations  A5  -  65=  C5«=  T^^ 
£5  »  0  sous  la  forme 

(i\     b\    Cl    d\    ôi 

at    h    ct    àf    et 

(h     h     as     d^     es 

Oi    bi    C4    di    e^ 
ou  encore,  en  abrégé, 

(i  ^lal  e  d  e\  (lignes  1234). 
Ces  relations  entraînent  d'ailleurs  R  »  |  abede  |  ^^  115  A5  + 
J5  B5  +  Cii  (^  +  ^5  D5  +  ^  E5  =  0,  etil  existe  une  même  rela-. 
tion  linéaire  entre  les  éléments  d'une  colonne  quelconque  de  ce 
déterminant  nul.  On  a,  en  effet,  f>  étant  nul, 
>^i  +  f*««  +  »û3+»fû4+pû5=-0,  «i+p2'i+vJ3+irft4+p85=0,  etc. 
2«  Soient  {aib^Cs)  «  0,  {aihdz)  =  0,  («1^2*3)  =  0,  (ai^)  dif- 
férent de  zéro.  On  prouve  aisément  que  l'on  a 

)«!  +  fkij  +  VÛ3  =  0,    >8i  4-  f*Jt  +  vSs  =  0, 
^<?i  +  f*^+v(^-0,    Wi  +  f*42  +  véi3  =  0,    >«i  +  fx^t  +  v«i  =  0; 
si  V  sa  {aibi)  >,  fi  ont  une  valeur  unique.  Tous  les  déterminants 
obtenus  en  supprimant  deux  colonnes  du  tableau 

Il  (i\  b\  Cl  d\  e\ 
\  (h  h  Ct  df  et 
I      ^      ^      (<3      ^      ^ 

sont  nuls,  ce  qui  peut  s'écrire  0  =  ||  abcdê 

il  existe  une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments  de  chaque 

colonne  du  déterminant  nul  1  abcde  1  > 


(lignes  123);  enfin, 
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3*  Soient  («i Jj)  =  0,  (aiCi)  -=  0,  (aidf)  =  0,  (ai^j)  =  O,  «i 
non  nul.  On  déduit  de  là  que  0  ««  ||  àbcde  |  (lignes  12),  qu'il 
existe  une  même  relation  entre  les  éléments  de  chaque  colonne 
de  ce  déterminant  rectangulaire  et,  par  suite,  du  déterminant 
nul  I  àbcde  j  . 

Y.  En  résumé,  il  existé  au  moins  une  mime  relation  linéaire  de 
la  forme  (N)  entre  les  éléments  de  chaque  colonne  (ou  ligne)  d'un 
déterminant  nul.  Donc  (20,  11),  on  peut  mettre  tout  déterminant 
nul  sous  une  forme  telle  que  les  éléments  d*une  certaine  colonne  (ou 
ligne)  soient  tous  nuls.  (M.  Falk.)  Par  suite  (propriété  III),  on 
peut  faire  en  sorte  qu^il  en  soit  ainsi  pour  une  colonne  (ou  une 
ligne)  quelconque  ;  et  que  (propriété  Y),  les  éléments  d'une  co- 
lonne (ou  d'une  ligne)  soient  un  même  multiple  de  ceux  d'une 
ligne  ou  colonne  parallèle. 

Exercices.  ^49.  Un  déterminant  symétriqae  est,  en  TBleur  abeolne^ 
un  carré  parfait  par  rapport  aux  éléments  d*une  ligne  (ou  colonne),  si  le 
mineur  T  correspondant  à  l'élément  de  cette  ligne  (colonne)  situé  sur  la 
diagonale  principale,  est  nul.  Pour  démontrer  ce  théorème,  remarquer 
que  les  mineurs  Ky^  de  T  sont  tels  que  A^g  =i  Agj.;  de  plus«  parce  que 
Testnul,  (A„)«- AJrAgg. 

**50.  Un  déterminant  symétrique  gnuche,  de  degré  pair,  est,  en  valeur 
absolue,  le  carré  d'une  fonction  rationnelle  des  éléments.  Mettre 
(oâ;  -4-  ^  4~  c«)*  sous  forme  d'un  déterminant  symétrique  gauche. 

Ces  deux  théorèmes  peuvent  être  démontrée,  d'une  manière  simple, 
par  le  procédé  de  Janni. 

**51.  Si  un  déterminant  symétriqae  gauche  de  degré  Su  est  symé- 
trique par  rapport  à  sa  seconde  diagonale,  on  peut  le  mettre  sous  forma 
de  carré  d'un  déterminant  de  degré  »,  en  ajoutant  à  chaque  2*^°^^  ligne 
ou  colonne  (g  s=  ou  <  «),  la  (2n  —  jf  -|-  1  )*"*•.  (S.  GlhrrHBff.) 

**52.  Le  déterminant  S  formé  par  les  Ai^;  savoir  (An  A12  ...  Aqq) 
s^appelle  le  déterminant  adjoint  ou  réciproque  de  R  =»  ((^w^n  •••  ^nn)-  '^ 
s'annule,  ainsi  que  ses  mineurs,  les  mineurs  de  ceux-ci,  etc.,  en  même 
temps  que  R  (n^  14,  corollaire,  et  20,  III).  Par  suite,  1^  et  ses  mineurs 
contiennent  R  en  facteur,  autant  de  fols  qu'ils  ont  de  lignes  moins  une 
(n*  19,  III).  On  en  conclut  que  S  est  égal  à  R''^^  (Caucht.)  (Comp. 
n*  25,  ex.  67).  Le  déterminant  adjoint  ne  change  pas  si  Ton  remplace 
chaque*  mineur  A|k,  par  le  amplement  alçébrique  ( — 1)^*^  Aj^  (n*  15, 
ex.  2*7)  de  «ik  (n«  9,  ex.  15). 
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ni.  —  Sommet  et  produits  de  déterminants. 

21.  Notation  nouvelle  pour  les  déterminants.  I.  Nous  représen- 
tons, dans  ce  paragraphe,  les  déterminants  où  les  indices  des 
colonnes  sont  remplacés  par  des  lettres,  au  moyen  de  la  série 
de  ces  lettres,  placées  entre  deux  traits  verticaux.  Ainsi 

a\    l\    C\ 
\àbc\=     ot    h    ct 

«3      *3      Cs 

AU  moyen  de  cette  notation,  voici  comment  on  peut  exprimer 
les  propriétés  I,  III,  lY,  V,  pour  le  déterminant  précédent  : 

I  ma,  b,  c  \    ou    I  {mà)bc  \  ^=  m  \  abc  \  ;  (1) 

I  flic  I  =  —  I  flc8  I  =  I  (»J  I  =  —  I  Jflc  I  =  I  k(i  I  «—  U*a  I ;  (3) 

\aac\  =^  0;\abb\  =  0;  etc.  (4) 

la  +  mb,  bjC]  on  \  (a  +  mb)be  |  —  |  aSc  |  .  (5) 

II.  Considérons  la  permutation  principale  àbeie  d'un  certain 
nombre  de  lettres,  et  une  autre  permutation  quelconque  baeic. 
On  passera  du  déterminant  R  =^  \  abcde  \  ,  au  déterminant 
B'  a  I  baeic  |  ,  par  un  nombre  dMchanges  de  colonnes,  égal  au 
nombre  d'échanges  d'éléments  qui  permettent  de  déduire  la 
permutation  baeie  de  abede.  Selon  que  ces  deux  permutations 
sont  ou  ne  sont  pas  de  même  classe,  ce  nombre  est  pair  ou 
impair,  et  par  suite  R  et  R'  sont  ou  ne  sont  pas  de  même  signe. 
Les  égalités  (3)  données  ci-dessus  sont  une  application  de  cette 
remarque. 

m.  Considérons  un  déterminant 

I  Pi»,  «*a,  •afi,  hd,  lïfi  I  , 
où  tous  les  éléments  d'une  même  colonne  sont  multipliés  par 
un  même  facteur,  désigné  par  la  lettre  grecque  correspondant 
à  la  lettre  ordinaire  qui  caractérise  la  colonne  ;  de  plus,  cette 
lettre  grecque  a  un  indice  égal  au  rang  de  cette  colonne.  Ce 
déterminant  sera 

Pl«t«S*475  I  Ix^^àC  I  —  ±  i3iati3*475  I  «ÎCife  |  , 

le  signe  +  ou  le  signe  *-  convenant,  selon  que  baeic  ou  pwt^y 
est  ou  n'est  pas  une  permutation  paire. 
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22.  Pbopbikté  VI.  Si  tous  les  éléments  d'une  coUmnefoutum 
ligne)  d'un  déterminant  sont  des  polynômes  de  m  termes,  ce  déter- 
minant est  égal  à  la  somme  de  m  déterminants  obtenus  en  remjh" 
çant,  dans  le  déterminant  primitif  ,  successivement  chaque  polj/nâm$ 
par  chacun  de  ces  termes. 

n  suffit  de  démontrer  ce  théorème  dans  le  cas  d'un  détermi- 
nant de  neuf  éléments.  Soient,  par  exemple  : 

On  aura  : 

I  a'  +  û"  +  a'",  J,  c  I  —  I  («'  +  «"  +  «"')>«  I  '= 

I  a'hc  I  -f  I  a"fc  I  +  I  a'^hc  \  .  (6) 

En  effet,  le  premier  de  ces  déterminants  est  égal  à 
{a{+ax'+ar)  Ai  +  (ot'+a^'-^an  A«  +  (a3'-H8"+0  As; 
les  autres  sont,  respectivement,  égaux  à 

«l'Ai    +  û«'Ai    +  «s'Aa, 
ai"Ai   +  a«"A,  +  ««"As, 
ai/"Ai  +  aa'"A«  +  «s'^Aa. 

CoBOLLAiBE.  Si  Us  éléments  de  plusieurs  colonnes  (ou  lignes) 
sont  des  polynômes,  on  pourra  appliquer  plusieurs  fois  le  moisis 
décomposition  donné  par  le  théorème  précédent.  Ainsi 

I  a'+a",  V+b"  I  =  I  (a'+a'')  (y+J")  = 

I  a\V+V'  I  ou  I  a'(y+y')  |  +  |  a",  V+V  \  ou  |  a'^b'+V)  - 

I  a'y  I  +  I  a'b"  I  +  I  «"y  I  +  I  «"*"  I  .  (6') 

*Rbmabqub.  La  propriété  V  est  un  corollaire  des  propriétés 

I,  IV,  VI.  On  pourrait  même  aussi  déduire  la  propriété  I  de  VI, 

en  supposant  successivement  h  (n*  10),  entier,  fractionnaire, 

incommensurable.  (Voir  la  note  du  n®  10.) 

ExERCiCBS.  53.  Décomposer  : 


«f«i  +  *f|3t     «,«f  +  *tPt 
54.  Décomposer  «Je  môme  : 


«i««  +  *iPf  +  «i7« 
«t*.  +  *,f^,  +  c,7. 
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55.  On  a  : 
\a  +  afœ  +  a''x\  b,c  \  =  \  a,  b,c  \  +  x  \  a!,b,c  \  +  x^  \  a'\b,e  \  . 

23.  Bésumé  mnémonigue  des  propriétés  (I),  {IV),  (V),  (VI).  Pour 
retrouver  les  égalités  (1),  (6),  (6'),  il  suffit  de  mettre  entre  des 
traits  verticaux,  les  différents  termes  de  celles-ci,  m  excepté  : 

{ma)ic  =  m.abc, 

(a!  +  a"  +  a'")bc  =  a'bc  +  a"bc  +  a^c, 

(a'  +  a")  {V  +  b")  =  a'V  +  a'J"  +  «"J'  +  a"b\ 

où  le  second  membre  est  formé  en  effectuant  la  multiplication 
indiquée  dans  le  premier,  sans  interversion  des  facteurs. 

La  même  règle  suffit  pour  retenir  la  propriété  (5),  pourvu 
que,  conformément  à  la  propriété  (4),  Ton  remplace  par  zéro 
tout  produit  où  une  même  lettre  se  rencontre  deux  fois.  Ainsi 

I  {a '\-mb)bc  \  =  \  abc  \  +  m  \  bbc  \  =  \  abc  \  -^  0  ^  \  abc  \  . 

La  règle  précédente  permet  de  calculer  très  rapidement  cer- 
tains déterminants.  Par  exemple  : 

la  +  b,b  +  e,c  +  a\  =  \abc\  +  \bcal'^2\abc\i 
I  a  —  J,  J  —  c,  c  —  a  I  =  I  aie  I  —  I  }(?a  I  =  0. 


Exercices.  66,  Chercher,  quand  S  =  «  +  *  4"  ^  +  •••> 
I  S  —  ei,  S  —  ô,  S  —  c,  ...  I  . 

57.  Trouver  la  valeur  de  |  «  +  «»  *  +  P>  c  +  7  I  «En  particulier, 
généraliser  les  relations  : 


«1  *i  «1 
«t  *f  «t 

«3  *5  «$ 


+-\i\:i\+f 


^1  «I I  ^  ht  *1 


+ 


+  ^c,  +  f^i  +  «^*t  +  ^*  *™ 


*5        ^5+« 

I  *f  0   I  ««0    1  ^  *|  «,  0   I   '     >  »  » 

7Hlre  a^f  =  9,  et  supposer  gancbe  le  déterminant  donné. 


0  b,c, 
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58.  Généraliser  la  relation  suivante  (Brioschi)  : 
V,-tf,ô„     Vi-^c„     c,rf,-.c,rf. 


-  *|C,  2  ±  a,*,c^rf4- 


24.  PnoPBiâTE  VIL  Ztf  produit  de  deus  déterminants  de  degré 
n  peut  se  mettre  sous  forme  d'un  autre  déterminant  de  degré  n, 
dont  les  éléments  sont  les  sommes  des  produits  des  éléments  de  chaque 
ligne  ou  de  chaque  colonne  du  premier,  par  les  éléments  de  chaque 
ligne  ou  de  chaque  colonne  du  second.  (Comparez,  n^  25,  ex.  68; 
n*"  29,  ex.  78.)  Ainsi,  soient  ji  «  mn, 


m 


».  *.  I  = 


a,  J, 


««= 


«1  Pi 


P.  P. 


«.«.+*.«..  «.?.4-J,P. 
«.«i+«i«i.  «.Pi+«A 


«1  «« 

On  aura  : 

Il  suffit  de  démontrer  ce  théorème,  comme  on  va  le  voir,  pour 
deux  déterminants  de  neuf  éléments  : 

Leur  produit  est  le  déterminant  . 

formé  d'après  la  règle  précédente.  En  effet,  d'après  le  n*  23, 
pour  trouver  P,  il  suffit  de  chercher  les  termes  du  produit 

F  =  (a«.+}^,+C7,)  (a«.+6?,+C7.)  (a«,+J?,+<?7,)      . 

sans  intervertir  l'ordre  des  facteurs ,  d'égaler  à  zéro  ceux  où  il 
y  a  plus  d'une  fois  l'un  des  facteurs  a,  h,  c;  et,  enfin,  de  mettre 
entre  traits  verticaux  les  termes  restants,  pour  les  transformer 
en  déterminants.  Or,  le  produit  P'  contient  vingt-sept  termes,  que 
l'on  obtiendra  en  écrivant  toutes  les  permutations,  avec  répétition, 
des  lettres  abc,  et  mettant  à  côté  de  ces  lettres  les  lettres  grec- 
ques correspondantes,  affectées  d'un  indice  convenable.  Si;^*on 
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supprime  de  ces  permutations  toutes  celles  où  il  y  a  répétition,  il 
restera  les  six  permuiatiom,  sans  répéiition,  des  lettres  abc,  aux- 
quelles correspondront  les  six  déterminants  partiels  : 

+  i3,«,75  \bac\+  p^y.a,  \  bca  \  +  y,?.*,  I  cJfl  I  . 

Chacun  des  déterminants  |  acl\^\cab  \  ,...,  est  égal  à  +  |  abc  \ 
ou  —  I  aie  I  ,  selon  que  la  permutation  correspondante  acb  ou 
ay^,  cab  ou  7aj3,  ...  est  paire  ou  impaire.  Donc, 

l?=\àbc\  |«A73-*.7A  +  7i«,P5-Pi«t75  +  Pi7.«,-7»|3.«.  }, 
ou  encore 

P   —  I  aie  I  I  apy  I  . 

Exercices.  59.  En  posant,  dans  la  relation  p  =  mn,  i  =  y"^  et 
a^^r-\-  si,     — tf,  =  ^  +  tti,     a^  =  p  +  (fi,     —a,  =  t  +  w^, 
*,  =  r  —  si,         b^^^t  —  ui,     p,  =  p  —  <Ti,         Pj  =  T  —  V», 

on  trouve  ce  théorème  d'EuLBR  :  Le  produit  de  deux  sommes  de  quaire 
carrés  peut  de  quatre  manières  différentes,  se  mettre  sous  la  forme  d'une 
somme  de  quatre  carrés. 

60.  Le  produit  de  deux  nombres  de  la  forme 


û?'  +  y'  +  «'  —  3âjy;8  = 


es  Jf  ^ 
»  es  f 
y     »    X 

peut  se  mettre  sous  la  même  forme  (J.  Pet£rsen)/£d  général»  le  produit 
de  deux  déterminants  orthosymétriques  doubles  est  orthosymétrique 
double  (Souillart). 

25.  Applications.  I.  Aire  du  triangle.  (Comp.  n*»  29,  exemp.) 
1^  Considérons  trois  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires,  le 
second  ayant  même  origine  que  le  premier  et  faisant  avec  lui  un 
angle  «,  le  troisième  parallèle  au  second,  mais  ayant  une  autre 
origine.  Soient,  dans  ces  trois  systèmes, 

(5,  =  0,  9,  «  0;  X,  -  0,  Y,  =  0;  x,,  y,\ 

(Çt»  ''t^O;    X„  y,;    a?„  y,), 

(Sa»  >Î5Î    ^3,  Y3;    Xj;,y^), 

les  coordonnées  d&  trois  points  1,  2,  3;  d^^^  d^^y  â,,  les  carrés 
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—  aè- 
de leurs  distances  mutuelles  ;  T  Faire  du  triangle  123,  en  valeor 
absolue.  On  aura,  successivement,  pour  la  valeur  de  2T  : 

P      _  I  5i    *i  I I  X,  cos  a— Y,  sin  a     X,  sin  «4- Y,  cos«  1 

■  "'  "~  I  ç,    >?s  I       I  X,  cos  «—Y,  sin  «     X^  sin  a+Y,  C08«  | 


X.    Y. 
X,    Y. 

cos  a    —sin 
sin  a        cos 

R   1 

X.    Y.        »,-* 
X,    Y,        *,-» 

.   y.- 

.  y." 

-yi 
-yi 

1        0            0 

1  »•  yi 

' 

1    ».-*,    if^-y, 
1    3!,-aî,    Vt-t/, 

" 

1  ».  y. 
1  *,  y. 

• 

2°  On  a  encore  : 

10     0     0 

0     10      0 

2T  = 

0    1    «,    y. 
0    1     »,    y. 

,  -2T  = 

1    0     «,    y, 
1    0     «,    y. 

• 

( 

) 

1    ^,  y. 

1    0     », 

y» 

En  multipliant  ces  deux  expressions,  on  trouve  : 
0  1  1  1 

Multiplions  les  trois  dernières  lignes  par  —2,  divisons  la  pre- 
mière colonne  par  —2  ;  ajoutons  la  première  colonne  et  la  pre- 
mière ligne,  successivement  multipliées  par  (a?J+yî),  (a?î+yî), 
(^î+yî)  y  respectivement  aux  trois  dernières  colonnes  et  aux 
trois  dernières  lignes.  11  viendra  : 


-16T*  = 


d'où  la  formule  connue  :  T»  =  p  {p—a)  (p— *)  (p—c)  ;  a*=d^i^ 
J»  =  ^34,  c»  =  ef ,„  2p  =  a+b+c.  ^N^"  10,  19,  ex.  48.) 

3^  En  égalant  ce  déterminant  à  zéro,  on  trouve  la  condition 
pour  que  les  points  1,  2,  3  soient  en  ligne  droite. 


0 

1 

1 

1 

1 

0 

*«.. 

d,^ 

1 

i.. 

0 

d» 

1 

à,. 

d,. 

0 
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IL  Rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle.  Plaçant  l'origine  au 
centre  du  cercle,  on  aura  : 


-4T2R2= 


R  Xi  yi 
R  xt  y^ 
R  x^  Vz 


— R  xi  yi 
— R  xz  ti 
— R  x^  ^3 


0     rf» 

i\z 

àxt    0 

rf« 

«^13     <fe 

0 

d'où,  a,  l,  c,  étant  les  côtés,  ±  4RT  =  aie, 
**]II.  Le  produit  des  équations  en  > 


17 


A 

^ 

J~> 

/ 

=  0, 

/ 

c-X 

ff 


h 

l+'k 

/ 


9 
f 


=  0, 


est  une  équation  de  même  forme,  en  X2,  qui  peut  s'écrire  : 

et  dont  les  coefficients  sont  tous  positifs,  comme  l'on  peut  s'en 
assurer.  D'après  la  règle  de  Descartes,  la  dernière  équation  ne 
donne  pas  pour  X*  de  valeur  négative.  On  en  conclut  que  les 
premières  ne  peuvent  avoir  de  racine  purement  imaginaire; 
puis,  qu'elles  ne  peuvent  avoir  de  racine  imaginaire  de  la  formé 
r  +  sy  —  1,  comme  on  le  voit  en  remplaçant  a,  h,  c  par  a—r, 
b--r,  c^r.  (Sylvestbb.) 

Exercices.  61.  Trouver,  pour  le  tétraèdre,  les  formules  analogues  à 
celles  qui  sont  données  peur  le  triangle. 

*62.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  distances  deux  à  deux  de 
quatre  points  dans  un  plan  ou  de  cinq  points  dans  l'espace. 

**63.  En  effaçant  une  ligne  et  une  colonne  dans  les  déterminants  qui, 
égalés  à  zéro,,  expriment  les  conditions  demandées  ex.  62,  on  trouve  la 
condiiion  pour  que  quatre  points  soient  sur  un  cercle,  ou  que  cinq  pointa 
soient  sur  une  sphère.  (Comp.  n®  14,  ex.  22.) 

*6-l.  Trouver  la  relation  qui  existe  entre  les  arcs  joignant  quatre  points 
sur  une  sphère. 

*65,  L'aire  T  d'un  triangle  ayant  pour  côtés  a,  b,  c,  inscrit  à  une  ellipse 
dont  les  axes  sont  2A  et  2D,  est  donnée  par  la  formule 

4T.  a'b'c'  =  AB  aàc, 

où  2fl',  2b\  2c'  sont  les  diamètres  parallèles  à  a,  b,  c.  (Joachimsthal.) 

06.  Démontrer  les  théorèmes  n^  19  ,  ex.  36  et  n»  23 ,  ex,  58 ,  par 
multiplication  de  deux  déterminants. 

67. 1.  Le  déterminant  p  =  |  A ,  B,  C  . . .  |  ayaut  pour  éléments  les  mi- 

3 
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Al  Bi  C,  Di 

Al  Di 

0     10    0 

A4  D4 

OU 

0    0    10 
A4  B4  C4  D4 

î  *i  Cl  0 

• 

=R'X 

ù  bfCtO 

OU 

kt 

0*3^3  0 

hcs 

0  Ô4C4  1 

neurs  du  déterminant  R  «=  |(i,  6,  c,  ...| ,  de  n^  éléments,  s'appelle  le  dé- 
terminant adjoint  de  R  (n*  20,  ex.  52).  On  a  Rp  =  R°,  p  =  Rû-^;  p  s'an- 
nule Bi  R  ss  0. 

*II.  Les  mineurs  de  p  jouissent  de  propriétés  analogues  (comp.  n<*  29, 
ex.  80).  (Caucht.)  En  particulier,  généraliser  la  relation  suivante  : 

ai  bi  Cl  di 

ai  Ô2  cj  di 

^3  *3  ^3  ^3 

«4  h  ^4  ^4 

La  relation  analogue,  pour  un  déterminant  de  n^^^^  ordre,  peut  serrir 
k  le  calculer  au  mo^'en  de  4  mineurs  de  degré  (n — 1)  et  d'un  mineur  de 
mineur  de  degré  (n— 2)  (Studnicka).  En  posant  Ai  =  [a{\,  Di  =  [rfi], 
etc.,  *2  C3  —  b^r^  ^  [<'i''4]»  on  peut  écrire  le  théorème  précédent  : 

**III.  Le  produit  de  deux  déterminants  adjoints  est  le  détermioant 
adjoint  du  produit  des  deux  déterminants  primitifs.  (Comp. n<*  27, ex. 74.) 

C8.  Généraliser  la  relation  suivante  : 


ab\ 


«?l- 


fll  *1    0    0 

«1 

*1 

0 

0 

ai  bi    0    Q 

^ 

h 

0 

0 

•     •     «1  ?i 

—  1 

0 

«1 

ft 

"     •     «'î  h 

0 

-î 

«t 

fe 

fll  ^1,  ûioti  4-  bifi 

ai      bi,  <72*l  +  h*! 
—  1      0,  0 

0  —1,  0 


«1^1  +  *1?2 

0 
0 


et  eu  déduire  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants.  (P.  Gordan.) 
(Comp.  ifi  17,  ex.  33;  coroll.) 

2G.  CoBOLLAiBES.  I.  Le  produit  d'un  nombre  quelconque  de 
déterminants  est  un  déterminant  dont  le  degré  ne  surpasse  pas 
le  plus  élevé  n  des  degrés  des  déterminants  donnés,  et  dont  les 
cléments  sont  des  fonctions  rationnelles  et  entières  des  éléments 
donnés.  En  effet,  on  peut  mettre  tous  ces  déterminants  sons 
forme  de  déterminants  du  n**™^  degré  (n°  17,  III),  et  alors 
multiplier  le  premier  par  le  second,  le  produit  par  le  troisième, 
et  ainsi  de  suite.  On  trouve  ainsi  : 


aU 


P?  I  =  I  «1  ^1  +  ^u  ipt  +  Cil 
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II.  Lt  carré  d'un  déterminant  est  un  déterminant  symétrique. 
Ainsi  le  carré  de  |  aie  \  est  égal  à  : 

»î+iî+cî  a\at+hh+CiCt        aia^+hih-\-CiC^ 

aiaf\-hht-^CiCt  «î+JJ+cî  ata^+hb^+i^ 

Pour  démontrer  cette  propriété  d'une  manière  générale,  il 
sufBt  do  calculer  la  valeur  de  deux  éléments  Ci^,  r^i,  dans  le 
déterminant  2  db  C\\Cjâ  ...  Cnn  =  (2  ±  ûii^  -.  «nn)*. 

ExEBCiCES.   69.   Si  *n  =  a"  +  i"  + 1-  i°, 


i  a  (fi   ...  a» 

s 

«0       *1        *2      .. 

.      'n 

i   *  *«    ...  b"^ 

» 

*l       H       *3     •. 

•    'n+1 

\    l   fi    ...  l^ 

'n    'n+1    *n+«    .« 

.     'tn 

le  nombre 

N  (les  quantités  a 

1.  ^1» 

...  étant  f?. 

10.  Si  a\h\Ci^  hH^i%  HH^%y  ^^^^  ^^^  cosinus  des  augles  que  trois 
droites  issues  d'un  même  point  forment  avec  trois  axes  rectangulaires, 
et  si  >,  p,  V  sont  les  angles  que  ces  droites  font  entre  elles,  on  a  : 

I  flôc  !•  =  i  —  cos'  \  —  cob*  }L  —  cob*  V  +  2  C08  ^  cos  ft  ces  V, 

7 1 .  Toute  puissance  entière  positive  d'un  déterminant  symétrique  est 
un  déterminant  symétrique. 

27.  Généralisation  de  la  propriété  VIL  I.  Un  déterminant  à 
trois  lignes,  tel  que 

I  an  +  &?i,    aa^  +  *,32,    ayg  +  lj33  |   , 

est  nul  comme  étant  égal  à  I  a,  J^  0 1 1  a,  j3,  0 1. 

11.  Le  déterminant  à  trois  lignes  [  m,  ^,  ^^  ?  |  ,  où 

m  =-  flori  +  J^i  -f  t-'/i  +  dh ,      »  =-  a«2  +  Ih  +  (?V2  +  (Wî, 

p    =  Û^3  +  *i'3  +  C-za  +  rfo'3,         jT  =  aa4  +  J?^  +  C74  +  iï^4. 

est  égal  à  la  somme  des  produits  des  déterminants  partiels  cor- 
respondants aux  combinaisons  sans  répétition,  trois  à  trois,  des 
quatre  lettres  abcd. 

On  représente  souvent  les  déterminants  analogues  aux  précé- 
dents comme  il  suit  : 

o\  l\  C\  d\  Il    11  0^1,, 2i  7i  ^x  II 


fli  il 

"i  Pi 

ai  h 

X 

"2  h     » 

«3    ^3 

1 

-3    h   11      II 

at  h  Ct  df 
Û3  h  Cz  dz 


X       '*    ?2 


/2 


'^3    ?3    73    (^3 
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Les  tableaux  placés  entre  doubles  barres  s'appellent  i^Ytfnwîwa».'* 
incomplets;  ils  n'ont  aucune  signification  pris  à  part.  On  écrit 
quelquefois,  comme  on  l'a  vu  au  n*"  20  : 


ûi  h  C\  âx 
ai  Sj  c%  di 

«3    ^'3    ^3    ^3 


Il  ahci\  (lignes  123)  =  0, 


pour  indicjuei  que  chacun  des  déterminants  formés  par  trois 
colonnes  du  tableau  rectangulaire  est  nul. 

Exercices.  '72.   Identité  de  Lagranoe.  Généraliser  la  relation  : 


«=  k  *i  i*_i    1*1  ^1 1*  I    V\  ^i 


Si  Ton  fnit  a\  =  «i,  ij  =  n,  c\  =  p,  tfj  =  f»a?  4-  *»'»  h  -^  nx  -^  «'. 
Cl  =  px  -\-  p\  dans  cette  égalité,  elle  donne  iramédialemeiit  le  moveii 
de  déterminer  la  valeur  de  x  qui  rend  S  =  aj  +  ^I  +  ^î  minînia.  ?l 
e72  =  wa?  +  m'y  +  m^\  b^  =  «a?+  «V  +  »>".  ^t  =px  +pV  +  /'*'• 
on  trouve  le  minimum  de  S,  en  faisant  (ri  =  {wp' — n'p),  ôi  =  (|»w' — p'iM), 
fj  B=  (wn' — w'ft).  (Hermitb.) 

*73.  Généraliser  l'exercice  69  du  n**  précédent,  pour  N  >  n. 

**74.  Si  {(t\\aifft^  (*ii*îî*33)  ==  (OK2î<^33)«  ï®8  relations  entre  les  mi- 
neurs A,  6,  C  Hont  identiques  à  celles  qui  existent  entre  les  élémenti*,  les 
g^randes  lettres  remplaçant  les  petites.  Co  théorème  est  vrai  pour  deux 
déterminants  quelconques.  (Cauchy.)  (Comp.  n*  25,  ex.  67,  ÏIÏ.)  Ou 
tire  de  Ih  et  de  67,  II,  le  théorème  général  :  Si  un  polynôme  formé  par 
lu  somme  algébrique  de  produits  de  certains  déterminants,  est  égal  à 
un  autre  p  >lynôme  analogue,  on  pourra  remplacer  chaque  élément  des 
déterminants  qui  entrent  dans  cette  égalité,  et  chaque  mineur  de  ces 
déterminants,  par  son  complément  algébrique  (n**  15,  ex.  27),  multiplié 
par  une  puissance  convenable  du  déterminant  correspondant.  (Cayley.) 


Digitized  by  VjOOQIC 


I 


—  41  — 

CHAPITRE  III. 
APPLICATIONS. 

I.  —  Résolution  des  équations  linéaires. 

28.  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  des  expressions 
du  premier  degré  aient  entre  elles  des  relations  linéaires.  Soient 
Fi  =  a\X  +  îiy  +  az  +  d\t  —  ei  {i  =  \^  2,  3,  4,  5),  les  expres- 
sions considérées.  1.  Conditions  nécessaires.  P  Soit  F5  =  wFi  + 
nl\  4-  pYz  +  ÎF4,  c'est-à-dire, 

«5  =  ntai-\-nat-\-paz+qa^,    h^  =  'ffibi->rnl%-\-ph^-{-qb4^,  etc.  (c) 

Dans  cette  hypothèse,  |  ahcde  \  =  0,  car  la  cinquième  ligne 
de  ce  déterminant  est  égale  à  la  somme  des  quatre  premiè- 
res, multipliées  respectivement  par  m,  n,  p,  q. 
'    2*  Soit  F4  =  mFi  +  nFi  +  pF^.  On  trouve,  de  même, 

|ûîc(îl=:=0,  la>wl  =  0,  \abde\=^0,  \a€de\  =  0,  \bcde\  =  0, 

relations  qui  peuvent  s'écrire  0  =  |î  abcde  ||  (lignes  1234),  d'a- 
près la  convention  du  n®  20. 

3*  Si  F3  =  wFi  +  »Fj,  on  a  0  =  Il  abcde  ||  (lignes  123). 

4"  Enfin,  si  Fj  =  wFi,  0  =  ||  abcde  ||  (lignes  12). 

IL  P  Soient  |  abcde  \  =«  0,  {aib^^ffi)  différent  de  zéro.  On  a  : 

]alcdF\=\abcda\x+\alcdb\y  +  \abcdc\z  +  \abcdd\t-'\abcde\^Oy 

puis,  en  ordonnant  par  rapport  aux  éléments  de  la  dernière 
colonne 

(a^b^id^)  Fi  -  (aib^Çid^)  Fg  +  (aih^Ci^i^)  F3  —  {aibfC^^s)  F4 
+  (aiiiC3rf4)  F5  «  I  abcdF  1  =  0, 

relation  qui,  divisée  par  (ail^di)^  quantité  non  nulle,  donne 
pour  F5,  une  valeur  de  la  forme  mFi  +  nFt  +  pF^  +  qFi  ;  il 
résulte  de  là  (I,  1«)  que  0  =  |  abcde  \  .  D'ailleurs,  Fi,  F^  F3,  F4 
n'ont  entre  elles  aucune  relation  linéaire,  car  si  elles  en'avaient 
une,  on  aurait  (aiJjCa'^O  =  0. 
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2«  Soient  |  dbcd  |  =  0,  |  àbce  \  =  0,  (^^iVa)  différent  de  zéro. 
La  considération  de  l'expression  |  àb:V  \  ,  qui  est  nulle,  en 
vertu  des  hypothèses,  donne  F4  =  mF\  +  nYt  +  jjFs,  Fi,  Ft,  F3 
n'étant  liées  par  aucune  relation  linéaire.  On  a,  d'ailleurs, 
0  =  Il  alcde  ||  (lignes  1234)  (I,  2«). 

3«  Si  I  ûk  I  =  0,  I  dbd  |  =  0,  |  aJ«  |  =  0,  («i^/j)  non  nul,  on 
a  F8  =  mFi  +  nFj,  0  =  ||  alcde  \  (lignes  123). 

4° Enfin,  |  aJ  |  =  0,  Uc  |  —  0,  |  ai  |  «  0,  U«  |  =  0,ai non 
nul,  entraînent  F2  =  wFi,  0  =  |  alcde  ||  (lignes  12). 

On  peut  démontrer  ces  propositions  réciproques  d'une  ma- 
nière un  peu  différenje,  on  s'appuyant  sur  les  théorèmes  du 
n**  20,  comme  il  est  aisé  de  le  voir.  Ainsi,  d'après  ce  n**  20,  les 
hypothèses  de  II,  1°  sont  équivalentes  aux  équations  (c),  les- 
quelles donnent  immédiatement  F5  =  iwFi  -f  nFg  +  pF^  -f  JF4. 

29.  Résolution  des  équations  linéaires.  Cas  général  :  Ledéler- 
minant  des  coefficients  des  inconnues  n'est  pas  nul.  L  Résolution.  U 
suflfira  de  considérer  quatre  équations  : 

Fi  «  0,  ou  aix  +  hy  +  Ciz  -f  d^t  =  e^  (li) 

F2  =  0,  n  a^a?  +  Jjy -f  Ci2;  +  rfj/ «  (f2,  (It) 

F3  =  0,   »  a^  +  hy  H-  C3^  4-  d^t  =  ^3,  (I3) 

F4  =  0,    «  aiX'\-hy  +  c^Z']-dit=€^,  (I4) 

Soit  R  =  I  ahcd\  ,  Ai,  Bi,  ...,  D4  ses  mineurs.  Supposons  R 
différent  de  zéro  (et  par  suite  (n**  28),  Fi,  Fg,  F3,  F4  non  liés  par 
une  relation  linéaire).  Multiplions  les  équations  (1)  respective- 
ment par  Al,  Aj,  A3,  A4,  et  ajoutons  les  résultats;  puis  par  Bi, 
Bî,  B3,  B4,  et  ajoutons  encore  les  résultats  ;  et  ainsi  de  suite. 
Nous  trouverons  ainsi,  d'après  les  deux  propriétés  des  mineurs, 
en  divisant  par  R  : 

—  ^1  Al  +  et\2  4-^3  A3  -f  f4A4  __  I  elcd  \  _  Ei 
■"  «lAi  -{-at^i  +«3 A3  +  a4A4  ""  I  ahcd  \  ~^  TT' 
giBi  -^rgP,  4-^363  •f-f4P4  _  I  aecd  \  _  R, 
^  ^  il  Bi  +  ^gBg  +  J3B.S  +  h^A  "  I  ahcd  I  ~   R'     ^^*^ 
^       <?iCi  +et^i  +g3C3  +eACi  _  I  aUd  \  _  ^ 

CiQi  +CtQi+Cz{:z+c^Q^'^  \ahcd\~   R'     ^^^^ 
.       fiPi  A-  etDj  +g3D3  4-g^D^        |  alce  \        R4 
""  rfiDi  H-  dtDt  +  d^Dz  -\-d^D^  ^  I  ûJcrf  I  "^   R*     ^^*^ 


(2.) 
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en  appelant  Ri,  Rg,  R3,  R4  les  déterminants  obtenus  en  rempla- 
çant les  éléments  de  la  1"*,  de  la  2*,  de  la  3«  ou  de  la  4«  colonne 
de  R,  par  les  seconds  membres  des  équations  données.  Il  résulte 
de  ce  qui  précède  que  tout  système  de  valeurs  de  x,  y,  z,  t  vérifiant 
les  équations  (1),  térifle  aussi  les  équations  (2). 

Comme  GArss  l'a  remarqué  {Disquisitiones,  n*  37, 4»,  note),  il 
faut,  pour  achever  la  résolution  du  système  (1),  prouver  que, 
BÉciPBOQUEMENT,  Us  valsuTS  efd  X,  y,  Z,  t  qui  vérifient  les  équa- 
tions {^)  vérifient  aussi  les  équations  {ï).  Pour  cela,  substituons 
les  valeurs  (2)  dans  les  équations  (1),  et,  pour  abréger,  seule- 
ment dans  (1^),  par  exemple.  Le  premier  membre  de  celle-ci 
deviendra  par  la  substitution  : 

(fl^Ri  +  *4Ri  +  r4R8  +  d^  R4)  :  R. 
Le  numérateur  de  cette  fraction  est  égal  à  : 

«4  {eiki+eikt+ezk^+e^^k^  +  h  {e\Q\-\-etVt-\-e2;B2,+(^i^A) 

+  f4  (^lCl+(?A+<?3C3+^4C4)  +  ^4  (^lDi+e2D2+tf3D3+«4D4). 

En  ordonnant  par  rapport  à  ^i,  ^2,  ^3,  ^4,  il  devient  : 

e^   (e?4Ai+&4Bl+C4Ci  +  r/4Di)  +  «2(^4A2+Î4B2+C4C2+t/4D«) 
+  ^3  (^4A3+J4B3  +  r4C3+^4D3)  +  ^4  (^4 A 4+ ^464+^404+^404), 

ou  d'après  les  deux  propriétés  des  mineurs,  f4R.  Le  premier 
membre  de  (1^),  après  substitution  des  valçurs  (2),  est  donc  égal 
à  ^4R  :  R,  c'est-à-dire,  au  second  membre.  Donc,  etc. 

IL  Conditions  pour  qu'une  cinquième  équation  F5  =  0  soit  véri- 
fiée far  les  valeurs  (2).  Pour  que  (I5)  asaj+Jsy+Cs^+dgy— «5  =  0, 
soit  compatible  avec  (1 ,)  (1,)  (I5)  (1^),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on 
ait,  d'après  ce  qui  précède,  successivement  : 

^  Ri    ,    1    Kg  R3        -  R4 

tf5 1  elrd  I  +  J5 1  o,^cd  \  +  (^\  aled  l'+  d^  \  aiee  I  —  fs  I  ûîcrf  I  =  0, 
—«5 1  Icde  I  +  Î5 1  ^cde  I  —  f5  '  flW«  I  +  ^5 1  (^ice  I  —  ^5 1  alcd  I  =  0, 
I  abcde  \  ==  0. 

On  déduit  de  là  F5  =  mFi  +  nFt  +  pFs  +  JF4.  (28,  II,  P.) 
La  relation  |  alcde  |  =  0  est  le  résultat  de  l'élimination  de  x, 
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y,  z,  t  entre  (1,)  (1,)  (1 ,)  (1 J  (l^)  ou  la  résultante  de  ces  équa- 
tions; I  ahcde  I  en  est  appelé  lV/t««»flr»^  L'éliminant  d'un  $y9tènie 
d'équations  linéaires  est  donc  l'expression  qui,  égalée  à  téro,  donne 
la  condition  nécessaire  et  svffisonte  pour  quelles  soieni  compatibles 
entre  elles. 

III.  Cas  des  équations  homogènes.  Si  les  équations  données  sont 
homogènes,  c'est-à-dire,  si  ^i  -=  ^  —  ^3  =  ^4  -=  0,  on  trouve 
ÂD  =  y-«2»^  =  0,  comme  seule  solution,  dans  le  cas  actuel, 
où  I  abcd  I  est  différent  de  zéro.  Réciproquement,  si  a?  =  y  = 
j5  =  ^  a=  0  est  une  solution,  |  ahcd  \  étant  différent  de  zéro,  on 
a,  d'après  les  équations  (1),  ^1  =  ^ j  =  ^g  =  ^4»=  0,  et  il  n'y  a 
pas,  par  conséquent,  d'autre  solution. 

IV.  Autre  forme  donnée  aux  résultats  précédents.  Posons 
pa?  +  5  «  0,     py  +  u  =  0,     p^  +  t  =  0,     p/  +  T  =  0, 

p  étant  une  quantité  non  nulle  quelconque,  par  laquelle  on  mul- 
tiplie les  équations  (1).  Celles-ci  prendront  la  forme  homogène 
ûi5  +  h\yi  4-  ^1^  H-  diT  +  cio  =  0, 

«2Î  +  h'i  +  C?;  +  rfiT  +  tf,o  =  0, 
«3Ï  +  ^3^  +  C^^  +  ^3^  +  ^3?  ==  0, 

Û4;  +  h^  +  Ca\  +  d^^x  4-  64?  «=  0. 
On  aura  : 

S ^2^  _     c     _  _2:T p__  ^ 

I  ^citf  I  ^  I  acef^  I        I  aide  \       \  aoce  |       |  abcd  | 
Donc,  ï,  — «,  ç,  — T,  p  sont  proportionnelles  aux  déterminants 
obtenus  en  supprimant  la  1^«,  la  2«,  la  3%  la  4«  ou  la  5*  colonne 
du  tableau 


ai 

h 

C\ 

di 

Ot 

h 

Ci 

dt 

<h 

h 

Ci 

d3 

a* 

h 

Ci 

di 

et 


=  Il  alcde  II  (lignes  1234) 


des  coefficients  de  ces  équatious  homogènes. 

Pour  que  ûsS  +  h^  +  fs^  +  d^r  +  rso  =  0  soit  compatible  avec 
les  autres  équations  homogènes,  |  abcd  \  n'étant  pas  nul,  et  0 
quelconque,  il  faut  et  il  suffit  que  |  abcde  \  «»  0.  Cette  relation 
est  encore  la  résultante  des  cinq  équations  et  j  alcde  \  en  est 
VéliviinanL 
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V.  Exemple.  Soient  {xi,  y«),  {x^,  Vz),  (xu  ^i)»  l^s  coordonnées 
des  sommets  d'un  triangle  dont  les  côtés  ont  pour  équations  : 
aix  +  hiy  +  Cl  =«  0,    atx  +  %  +  Cj  =  0,    a^x  +  Jgy  +  ^3  =  0. 
Posons  r  «  {ailtCzi  et  appelons  Ai,  Bi,  ...,  C3,  les  mineurs  de 
r.  On  aura  : 


Xi 


-Ci 

It 

-cz 

h 

ai 

h 

«3 

h 

Al 


d 

—Ci 

03 

-C3 

ai 

h 

«3 

h 

5l 

Cl 


Xi' 


A, 


Vf 


CT'  ^' 


P3. 
C3 


Le  double  de  l'aire  du  triangle  est,  en  valeur  absolue  (n*  25, 
et  ex.  67, 1)  : 


Cl 

A* 
C'j 

h 
(.•3 


^  1 


^  ;^  1 


tiCîCa 


Al 

Ti 

c, 

A, 

1^  c, 

A3 

B3 

Cs 

CiCA 


Les  sommets  ont  pour  équation  tangentielle  (N<>  31,  Ex.  II): 
Ai«+Bir+Ci  -  0,    A2tt+Bjt?+Ct  =  0,    A3tt+B3t?+C3  =  0. 

BxEBCiCBS.  75.  Oénéraliser  et  résoudre,  pour  a  s=  0,  a  s=:  -^  1,  les 
équations  : 

*  +     y  +  ai  =  «Ji, 

a?  +  «y  +     «  =  Wf, 
oa  +    y  +    «  =  «3. 

76.  Trouver  le  volume  d^un  tétraèdre,  les  équations  des  quatre  faces 
étant  données. 

**77.  Trouver  les  formules  de  transformation  des  coordonnées  trili- 
néaires,  ponctuelles  ou  tangentlelles,  en  coordonnées  cartésiennes,  les 
équations  du  triangle  de  référence  étant  données. 

*78.  Démontrer  la  règle  de  la  multiplication  des  déterminants,  par  ia 
considération  des  deux  systèmes  d*équations  : 

«m  +  hPt  +  ^1^3  =  ^'1.  ^l^\  +  Pl^t  +  71^3  =  Vu 

(f^yi  +  iiSfl  +  ^m  -=  h.  «'«a?!  +  fv?  +  7^3  =  yj, 

OfSfl  +  ^2  +  c^^  =  ^3»  «32^1  +  hP^t  +  'é^Z  «=  Vz- 


Digitized  by  VjOOQIC 


—  46  — 

On  résout  le  svRtème  en  j/,  puis  ceîu!  en  x;  on  élimine  les  y,  on  résout 
lo  eystôme  résultant,  et  Ton  compare  les  valeurs  trouvées  pour  les  x,  dans 
ces  deux  cas.  (Cauchy.) 

79.  Gt^néraliser  et  résoudre  les  équations  suivantes,  qui  peuvent  se 
ramener  les  unes  aux  autres  par  la  Uiétliode  des  multiplicateurs  de 
Bézout  : 

^1  +  ^2  +  a?3  ==  «1.  yi  +  tfiyî  +  tfjys  =  ^u 

a\xi  +  a\xi  +  ajj?3  «  «3,  yi  +  a^yi  +  ajjra  —  1^. 

*80.  Généraliser  et  résoudre  le  système,  adjoint  du  système  (1),  n®  29  : 
AiX  +  BiY  +  CiZ  +  DiU  =  Gi, 


A4X  4-  B4Y  +  C4Z  +  D4U  —  G4. 

On  trouve  la  valeur  des  inconnues  directement  par  les  formules  géné- 
rales, ou  en  Ajoutant  ces  équations  multipliées  par  des  facteurs  conve- 
nables. La  comparaison  des  résultats  obtenus  conduit  à  un  théorème 
trouvé  précédemment  (n*>  25,  ex.  67,  II). 

b\  bà  èo  Ôa 

81.  Soient  x  =«  — i-,  y  =»  — =-,    z  «  —7—,  «  «=  — .Onaurt, 
ai+y  ««+«  tf8+«  ^4 

en  posant  2?  =  X,  a?y  =  Y,  a?y«  =  Z,  ii?y««  =  U,  successivement  : 

aix+xy^  ài .    ajy  +  y^  =«  *2,  <r3«  4.  ««  —  ^,  ff^u  =  ^4, 

(2lX-f  Y=*i,  —ôàX+aiY+Z— 0,  — Ô3Y+a3Z+U=0,  — *4Z+«4U=0. 

On  tire  aisément  de  là,  la  valeur  de  X  s»  d?.  (Comp.  n^  10,  ex.   17; 
no  17,  ex.  31.) 

*82.  Les  équations  (2)  du  n^  29  peuvent  s'écrire  : 

AiFi4-A2F8+A3F3+ A4F4  =  0,      BiFi+BîF2+B3F34-B4F4  =  0,  etc. 

En  déduire  les  équations  (1)  par  le  n*»  25,  ex.  67,  1  et  n*  29,  Ut. 

83.  Établir  les  théorèmes  du  n^  20,  en  8*appuyant  sur  la  théorie  des 
équations  linéaires. 

*30.  1.  V^  QK^viL&TiCKJhiYB,,  Ze  déterminant  des  coefficients  its 
inconnues  \  abcd  |  =  0,  mais  Z'«w,  D^  =  (a,bjC,),  a»mot«i,  <fo/« 
mineurs,  n'est  pas  nul.  Écrivons  (IJ  (1,)  (1,)  sous  la  fonue 

«,a?  +  h,y  +  <?,«  «  f ,  —  d^t,  (i;) 

«,a?  +  J.y  +  c^z  «  ^,  -  djt,  (i;) 
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On  en  tire,  par  le  procédé  du  n®  précédent, 

^  I  e—dl,  h,  c  I  ^  I  ebc  \  _  \  dbc  \ 
\  alc\  I  abc  I       \ahc\ 


t. 


_  I  ^^g  I  _  I  ddc  I  __  I  aie  \ |  ahd  \  . 

^  "*  I  aJc  I       \  ahc\   '       ^  ^  \  abc  \       \  abc  \   ' 


(3) 


Ces  valeurs,  d'après  29, 1,  vérifient  (i;)  (i;)  (rj,  quel  que  soit 
t.  D'après  29,  II,  pour  qu'elles  vérifient  (1  ^)  :  a^x  +  b^y  +  c^z  + 
dj  —  tf^  =  0,  il  faut  et  il  suffit  que 

\a,  b,  c,  e  —  dt\  =  Q^ 

c'est-à-dire,  successivement, 

I  abee  \  —  \  abed  |  ^  «  0,     E,  —  R/  =  0. 

Puisque  R  =  0,  par  hypothèse,  (1 J  nest  vérifié  par  aucune 
valeur  finie  de  t,  si  R^  est  diflFérent  de  zéro.  Au  contraire,  si 
R^  =  0,  (I4),  comme  les  autres  équations  (1),  est  vérifiée  quel 
que  soit  i.  D'ailleurs,  d'après  le  procédé  de  résolution,  qui  est 
celui  du  n""  29,  il  n'y  a  pas  d'autres  solutions  que  celles  gui  sont 
données  par  les  formules  (3). 

Si  R  ==  I  abcd  |  =  0,  R^  =  |  abce  \  =  0,  (a,5,0  n'étant  pas 
nul,  on  sait  (n»  28,  II)  que  F^  =  wF,  +  «F,  +p¥^.  L'équation 
F^  =  0  est  donc  une  suite  des  équations  F,=  0,  F,=  0,  F5—O. 
On  a,  en  outre,  R,  «  |  elcd  |  «=  0,  R,  =  I  aecd  |  =  0, 
R5  =  I  abce  I  =  0  ^et,  par  suite,  0  =  ||  abcde  ||  (lignes  1234)). 
Donc,  les  formules  (2)  du  n"  29  donnent  x,  y,  z,  t  sous  forme 
indéterminée.  Néanmoins,  t  seul  a,  dans  tous  les  cas^  une  valeur 
arbitraire,  car  les  valeurs  (3)  de  x,  y,  z  peuvent  être  détermi- 
nées, ou  ne  pas  dépendre  de  /,  si  |  i^c  |  ,  |  adc  \  ou  |  àbd  \  sont 
nuls.  Ce  fait  singulier  s'explique  sans  peine,  si  Ton  remarque 
que,  dans  le  cas  actuel,  le  procédé  de  résolution  du  n^  29  n'est 
plus  applicable  qu'à  l'inconnue  t,  parce  que  les  multiplicateurs 
A,  B  ou  C  des  équations  (1)  peuvent  être  nuls,  quand  |  abcd  \  «  0, 
I  aice  I  —  0. 

L'expression  symbolique  l  abcde  \\  (lignes  1234)  qui,  égalée  à 
zéro,  donne  les  conditions  pour  que  (1,)  (1,)  (1,)  (I4)  soient 
compatibles,  guat^d  (a^b.c,)  n'est  pas  nul^  ou  t  quelconque,  peut 
être  appelée  Yéliminant  de  ces  équations. 
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Cas  des  équations  homogènes.  Si  e,  «*  e,  ==  «,  =  «^  "*  ^i  ®°  * 
toujours  R^  =  I  ahce  \  =«  0  ;  les  équations  homogènes  linéaires, 
dans  le  cas  où  |  dbcd  \  «  0,  {aj)^c^  n'étant  pas  nul,  sont  donc 
toujours  compatibles.  On  trouve,  d'ailleurs  : 

\dhc\  ^      A- ,  B.  ^  C.  ^ 

ou  : 

a?  :  y  :  ^  :  ^  —  A4  :  B^  :  C^  :  D^; 

t  est  arbitraire;  x,  y,  z  dépendent  de  t,  sauf  si  A^,  B^  ouC^  —0, 
auquel  cas  x,yoMZ  est  nul.  D'après  le  n®  20,  on  peut  écrire  les 
relations  précédentes  : 


=  etc., 


A,A,-h*,A,+A,A.+M4        ^,B,+A.B.+*A+^*l*4 
^1)  ^t)  ^s)  ^4  étant  des  constantes  quelconques.  (Hesse.) 

II.  2®  CAS  PAHTicuLiEB.  Lcs  premiers  mineurs  du  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  sont  nuls,  mais  Vun  des  seconds  (a^b,), 
est  différent  de  zéro.  Des  équations  (1,)  (1,)  : 

a^x  +  l^y  =  e,  —  c^z  —  d^t,     a^x  +  b^p  =  ^t  —  o^z  —  dj, 

on  tire  : 

\ab\      \abr       \abr    ^  "  \ab\      \abr       \ab\'     ^^ 

valeurs  qui  vérifient  (1,)  (1^),  quels  que  soient  z,  t  (29, 1).  Pour 
qu'elles  vérifient  (I3),  il  faut  et  il  suffit  que 

I  a,  b,  e—cz--dt  \  =  \  àbe\  —  \abc\z  —  \aid\t  ^  (i^ 

ou,  puisque  \  abe  \  =^  Q^  \  abd  |  »  0,  il  faut  et  il  suffit  que 
I  dbe  I  »=  (aj>^c^)  ==  0;  des  relations  [  aîc  |  «  0,  j  abd  I  «0, 
\  abe\  ^^  0,  (afi^)  n'étant  pas  nul,  on  déduit  d'ailleurs  (28,  II), 
F,  =  wF,  +  «F, ,  0  =  1  abcde  ||  (lignes  123).  J  alcde  |  (lignes 
123)  peut  être  appelé  Véliminant  de  (1 ,)  (1,)  (1,),  dans  le  cas  où 
z,  t  sont  quelconques.  Pour  vérifier  si  F,  «=  0  est  une  coiwé- 
quencc  de  F,  =  0,  F,  =  0,  on  remarquera  qu'il  ne  faut  pas 
examiner  si  tous  les  déterminants  contenus  dans  ||  abcde  ||  (lignes 
1 23)  sont  nuls,  mais  seulement  trois.  On  peut  faire  une  remarque 
analogue  dans  les  cas  suivants.  (Comparez  20,  IV.) 
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De  même,  pour  que  les  valeurs  (4)  vérifient  (1^),  il  faut  et  il 
suffit  que  {a^\c^)  =  0,  ce  qui  entraîne  F^  =  pF^  +  yF, , 
0  =  H  aicde  \\  (lignes  124). 

Cas  des  équations  homogènes.  Si  «,  =  e,  =  e,  =  e^  =»  0,  les 
équations  (1)  sont  toujours  compatibles,  et  Ton  a,  pour  déter- 
miner X,  y,  les  relations  suivantes  où  Zj  t  sont  homogènes  : 

III.  3«  CAS  PARTicuLiEE.  Les  seconds  mineurs  du  déterminant 
êtes  coefficients  des  inconnues  sont  tous  nuls,  mais  l'un  des  troisièmes 
ai  n'est  pas  nul.  Les  équations  seront  compatibles  seulement  si 
{a^e^)  =  0,  (a/j)  =  0,  {a^e^)  =  0.  Toutes  les  solutions  sont 
données  par  la  formule 

e.  b.  c.  d.  . 

a?=-! '-y -z '-t, 

fl,         a,         «i         ^i 

où  y,  z,  t  sont  arbitraires.  Les  conditions  de  compatibilité  sont 

toujours  vérifiées  si  les  équations  sont  homogènes. 

IV.  Conclusion  sur  les  équations  homogènes.  Si  le  déterminant 
des  coefficients  des  inconnues  d'un  système  de  n  équations  li- 
néaires homogènes  est  nul,  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à 
ceux  d'ordre  h  exclusivement,  ce  système  est  vérifié  par  des  va- 
leurs de  ces  inconnues  dont  h  sont  arbitraires. 

V.  Remabque.  Un  procédé  de  résolution  analogue  à  celui 
qui  est  exposé  n*»  29  et  30,  peut  être  employé  en  analyse  indé- 
terminée du  premier  degré. 

Exercices.  84.  Si  an  déterminant  est  nul,  ainsi  que  tous  ses  mineurs 
jusqu'à  ceux  d'ordre  h  exclusivement,  11  existe  une  môme  relation  linéaire 
homogène  entre  les  éléments  de  chaque  ligne  ou  colonne,  et  h  des  coef- 
ficients (ies  éléments  sont  arbitraires.  (Tiiéorème  équivalent  à  30,  IV, 
ou  généralisation  de  20,  V.) 

85.  Énoncer  la  conclusion  générale  analogue  h  80,  IV  pour  les  équa- 
tions linéaires  non  homogènes. 

8G.  Dans  le  cas  considéré,  n**30,  IV,  on  peut  donnera  (A — l)  inconnues 
quelconques  une  valeur  nulle  ;  réciproquement,  chaque  fois  que  cette  cir- 
constance se  présente,  on  se  trouve  dans  le  cas  du  n^  30,  IV.  (Darboux.) 

87.  Un  système  de  m  équations  homogènes  linéaires  entre  n  inconnues, 
n  >  w,  peut  toujours,  par  l'introduction  de  ^  =  «  —  m  équations  auxi- 
liaires, se  ramener  h  un  système  qui  se  trouve  dans  le  cas  considéré, 
n»  30,  IV. 
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II.  —  Élimination.  Cas  où  les  équations  sont  linéaires. 

31.  Résultante  ei  éliminant  de  n  équations  linéaires.  On  peut 
exposer,  comme  il  suit,  sous  forme  générale,  les  résultats  rela- 
tifs à  réiimination  contenus  dans  le  §  précédent.  I.  Considérons 
les  n  équations  suivantes,  où  i»  =  «  —  1, 

Fi  =-  0,     ou     anXi  +  ai2X9  +    ..  +  aim  Xm   =  ûin,    (h) 

Fn  =■  0,       n       tfniiTi  -f"  ^nafl?»  +  •••  +  Ûnm  Xm   =  tfnn.     (lu) 
Soient  II  ^  {ana»    ..  ana)  et  An,  Aia,  ...,  Ann  ^  (fliiffis  ...  tfmm) 

les  mineurs  de  R.  Supposons  Ann  différent  de  zéro,  de  manière 
que  les  w  =  (»  —  1)  premières  équations  (1)  ont  un  seul  système 
de  solutions.  MultiplioDS  (h)  par  Am,  (la)  par  A»,  ...,  (In)  par 
Ann,  et  ajoutons.  Il  viendra,  d'après  les  propriétés  des  mineurs, 

Ain  Fi  +  AmF.  H h  AnnFn  =  R  «  0.  (2) 

Si  (In)  est  compatible  avec  les  autres  équations  (1),  on  a  donc 
R  =-  0.  Réciproquement,  des  équations  (h),  (h), ...,  (1m)  et  (2),  on 
déduit  AnnFn=0,  ou,  puisque  Ann  est  différent  de  zéro,  Fn=0. 
Donc,  Il  =  0,  Ann  différent  de  zéro,  sont  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  que  (In)  soit  compatible  avec  les  autres 
équations  (1),  celles-ci  ayant  un  seul  système  de  solutions. 

Le  déterminant  R  est  dit  Véliminant^  et  R  =  0,  la  résultante 
du  système,  ou  du  système  équivalent  : 

flii  yi  -f  tfu  y»  4-  -  -I-  flinyn  «  0,  (3i) 


ani^i  +  ansya  4-  -  +  ffnnyn  -«  0,  (3n) 

obtenu  en  multipliant  le  précédent  par  ^n,  quantité  non  nulle 
quelconque  et  posant  yi  +  fliyn=  0.  La  résultante  de  n  équa- 
tions linéaires  est  donc  le  déterminant  égalé  à  zéro,  des  coefidents 
des  inconnues  et  des  termes  tout  connus,  ou  des  coefflcient4  des  in- 
connues seuls,  si  les  équations  sont  homogènes. 

D'après  les  propriétés  des  mineurs  (n**  20),  on  a  : 
^1  :  ^9  :  .  .  :  ^n  =  An  :  Ais  :  ...  :  Am^»  Aai  :  Ass  :  •..  :  Ain=:  etc. 
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/».    •  A.    •         .A.  An   .        Ai9  Aim  ,^ 

Xi .  x% ,  ...  :  a?m  =  — T —  :  —  -7 —  =  ...  =  — ^ —  =  etc. 

Ain  Ain  Ain 

et  les  équations  ne  sont  vérifiées  que  de  cette  manière.  On  peut 
encore  écrire,  sous  une  forme  plus  symétrique  : 

Vl = Vl =  etc. 

iliAii+^aA2iH h^nAni  ^iAi2+AaA2a+  — +^nAn2  ' 

h\^  hy  ...,  ^n  étant  quelconques.  (Hessb.) 

II.  Soit  r  =  {flu  flf2j ...  ûpp)  diflFérent  de  zéro,  de  manière  que 
Ton  puisse  déduire  des  p  premières  équations  (1)  les  valeurs  des 
/}  premières  inconnues  âri,  ...,  ^p  en  fonction  des  autres,  qui 
restent  arbitraires.  Éliminons  ces  p  premières  inconnues  entre 
ces^  premières  équations  et  une  quelconque  (Ik)  des  autres.  Il 
viendra,  en  posant  p  +  1  —  j'/ 


Ûpi ,    ..  ,   ûpp,      ûpqiTq  +  •••  +  CL^mXm — ffpn 
Ûki,   ...,  ûkp,      Ûkq^Tq  +  •••  +  ûkmaTm— Ûkn 


0.  (4) 


Pour  que  cette  relation  se  vérifie  quels  que  soient  rrq,  ...,  irm,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  coefficients 

(an  ...  appAkq),  ...,  (â^ii  ...  appffkm),      (^ii  ...  ffpp^kn), 

des  inconnues  ^rq,  .. .,  â:m  et  le  terme  tout  connu  soient  nuls.  Ces 
conditions  nécessaires  pour  que  (Ik)  soit  compatible  avec  (li), 
•••1  (Ip))  quels  que  soient  â:q,  ...,  ârm,  sont  suffisantes.  En  effet, 
dans  le  déterminant  (4),  ajoutons  à  la  dernière  colonne,  la  P* 
multipliée  par  ari ,  la  2*  multipliée  par  ira,  ...,  la  p**™«  multi- 
pliée par  a?p ,  ûTi,  tf-a,  ..  ,  arp  étant  quelconques.  Ia  dernière  co- 
lonne deviendra  : 

Fi,  Fa,  ...,  Fp,Fk. 

Ordonnons  (4)  par  rapport  aux  éléments  de  cette  colonne.  Nous 
obtiendrons,  après  division  par  r,  une  relation  de  la  forme 

Fk  =  ^iFi  +  ^aFa  +  ...  +  ^pFp,  (5) 

vraie  quels  que  soient  â?i ,  ira ,  ...,  a?p,  arq,  ...,  arm.  L'équation 
Fk  *=  0  est  donc  une  conséquence  do  Fi  =  0,  ..,  Fp  =  0,  et. 
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par  suite,  est  compatible  avec  ces  équations,  quels  que  soient 
flTq,  ...,  rrm.  Cette  conclusion  s'étend  aux  équations  (3). 
La  relation  (5)  est  équivalente  aux  suivantes  : 

aki  =  ^iflii  +  ff9<^n  +  •••  +  Çv^vi  » 
ûk3  =  ^iau  +^afft9  +  •••  +^pfli»  1  etc. 

On  déduit  de  celles-ci  (par  le  n**  20,  II  ou  par  31,  I),  que  tous 

les  déterminants  contenus  dans  le  tableau 


an , 


dip  ,  (Ziq  ,   . . . ,  dm 


ûpi,   ...,  <ïpp,ffpq,    ...,  «pn 
âki ,    . . . ,   âkp ,  (Zkq ,    . . . ,  (Zkn 

sont  nuls.  Cette  expression  peut  être  dite  Véliminant  des  équa- 
tions (II),  ...,  (Ip),  (Ik)  ou  (3i),  ...,  (3p),  (3k),  dans  le  cas  où  r 
n'étant  pas  nul,  toutes  les  inconnues  autres  que  les^  premières 
sont  arbitraires. 

Exemples.  I.  Pour  que  l'équation 

C=^ax^  +  by*  +  c  +  2fp  +  2gx  +  2kxy  =  0 
représente  deux  droites,  il  faut  et  il  suffit  que  son  centre  soit 
sur  ce  lieu.  Le  centre  est  donné  par  les  relations 

ax  +  hy  +  g^O,  hx  +  ly+f==^0.  (1)  (2) 
Retranchons  les  équations  (1)  (2),  multipliées  respectivement 
par  X  et  par  y^  de  C  ==  0.  Il  viendra  : 

gx+fy  +  c^O,  (3) 

L'élimination  de  x,  y,  entre  les  équations  (1),  (2),  (3),  donne 
a  h  g 

h  If     =  aie  +  ygh  -  ^«  -  hg"^  -  ck^  =  0. 
9  f  (^ 

Réciproquement,  si  le  discriminant  D  de  C  est  nul,  on  a  les 
équations  (1),  (2),  (3)  (n«  20  ou  n?  30,  IV). 

II.  Pour  que  la  droite  représentée  par  T?  ==ux  +  vy  +  1  =0 
soit  tangente  à  C,  le  coefficient  angulaire  de  P  doit  être  égal  à 
celui  de  la  tangente,  et  le  point  de  contact  doit  être  sur  P  et 
sur  C.  Ces  conditions  donnent,  >  étant  une  auxiliaire, 
aX'\-hy-\-g  ^  hx+.hy+f  ^  gx±fy±ç  ^  ^ 


D  = 
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Ëliminaot  a,  y,  >,  entre  ces  équations  et  P  =  0,  on  trouve 


a  h  g  u 

h  bfv 

gfc  1 

«  t>  1  0 

==  0,  ou 


=  0. 


—  0. 


Cette  relation  est  Véquaiion  ta^igenlielle  de  la  conique. 

A  T>  p 

**III.  Une  conique  K  ayant  pour  équation  — |-  --  -f  --  ==  0 

a  p  / 

est  circonscrite  au  triangle  de  référence  DEF.  Si 
^-^^4-^^-0    ^4-^4-^-0    ^4-^4-^-0         m 

K  passe  par  les  points  M,  N,  P,  ayant  pour  coordonnées 
(ofij5i7i)  (vi^iji)  (»3?3  73).  Éliminant  A,  B,  Ç  entre  ces  relations, 
il  vient  : 

Ail 

ai    ^i    7i 

i    1   i 

ara    j3a    73 

111 
93    pu    78 

La  dernière  équation  ne  peut  subsister  que  si  l'on  a  (n*^  20)  : 

a7i9z  +  bp^Pi  +  CVa78  =  0, 

aora^i  +  bpspi  +  cyzyi  =  0,  (2) 

a7i92  4-  ^piSa  -f-  C7172  =  0, 

a,  i,  €,  étant  des  constantes.  Ces  équations  expriment  que  la 
conique  représentée  par  «a*  +  bp^  +  (^/*=  0,  qui  est  conjuguée 
à  DEF,  Test  aussi  à  MNP.  La  réciproque  est  vraie,  car  les 
équations  (1)  peuvent  se  déduire  de  (2).  De  plus,  ce  qui  précède 
peut  être  interprété  en  coordonnées  tangentielles.  Donc,  si  deux 
triangles  sont  inscrits  ou  circonscrits  à  une  conique,  ils  sont 
conjugues  par  rapport  à  une  autre  et  réciproquement;  par  suite, 
si  deux  triangles  sont  inscrits  à  une  conique,  ils  sont  circonscrits 
à  une  autre  et  réciproquement.  (Démonstration  de  M.  J.  Neu- 

BEBG.) 


ffaas 

Ps?8 

7278 

a3«i 

Pafi 

78  71 

oriflfa 

Pif. 

7171 
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Exercices.  88.  Trouver  Téquation  d'une  droite  passant  par  deux 
points;  d'un  cercle  passant  par  trois  points;  d'une  parabole  dont  Taxe  a 
une  direction  donnée  et  passant  par  trois  points;  d'une  conique  passant 
par  cinq  points  ;  d'une  cubique  passant  par  neuf  points  ;  etc. 

89.  Trouver  la  condition  :  1^  pour  qu'âne  eurlace  du  second  degré  se 
réduise  h  un  cône;  2^  pour  qu*elle  soit  touchée  par  un  plan  ayant  pour 
équation  ux  -{-  vy  -\-  ivz  -\-  1  =  0. 

90.  Chercher  la  condition  pour  qu'un  cercle  déterminé  par  trois  points 
soit  tangent  h  une  droite  donnée. 

91 .  Généraliser  les  théorèmes  suivants  :  Soit  y  -|-  1  =^»  y  =  ^  —  î  » 
on  aura  : 


*  =  1  , 


(-i)V=(i-^)'  = 


i         4  0  0 

X        110 

X*      12  1 

c'— y*  l  3  3 

1  100 
â?  1  1  0 
X*  i  a 
a?'l  3  3 


=   0, 


Pour  â?  ==  —  1,  on  trouve  une  belle  formule.  On  déduit  encore  de  ce 
qui  précède  (comp.  n*'  19,  ex.  43)  : 


—  3tf,  4-  sa,  —  «,  = 


a,  1  1  0 
âP«  t  â  1 


(J.  W.  L.  Glaishkb.) 


32.  Application  à  des  équations  non  linéaires.  I.  Résulianie  d^un 
système  ^  (n  —  1)  équations  linéaires  et  d* une  équation  du  second 
degré,  II  suffira  de  considérer  trois  équations,  que,  pour  plus  de 
symétrie,  nous  supposons  homogènes  : 

aa!^  +  hy*  +  cz*  +  2fyz  +  2gxz  +  2hxy  =  0,  (1) 

«,^  +  PiV  +  7i^  =  0,  «.â?  +  p,y  +  7.^  =  0.       (2)  (3) 
L'équation  (1)  peut  s'écrire  : 

X  (ax  +  hy  +  ffz)  +  y{hx  +  ty+  fz)  +  z  [gz  +/y  +  cz)  =  0. 
On  peut  remplacer  l'équation  (1)  par  les  trois  suivantes  : 

ax  +  hy  '\'  gz  =  0L,\  +  «,?*,  (4) 

hx  +  ly  +fz  =  p,>  +  p,u,  (5) 

^«  +fy  +  CZ  =  7,>  +  7,f*.  (6) 
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En  effet,  si  Ton  multiplie  ces  trois  équations  respectivement 
par  X,  y,  z,  et  si  l'on  ajoute  les  résultats,  on  trouve  une  identité, 
d'après  les  équations  (1)  (2)  (3),  et  des  équations  (1)  (2)  (3)  (4) 
(5),  on  peut  déduire  (6).  L'élimination  est  donc  ramenée  à  celle 
des  cinq  quantités  x,  y,  z,  >,  p,  entre  les  équations  (2)  à  (6),  qui 
sont  linéaires.  En  ajoutant  l'équation  (3)  au  système  des  équa- 
tions (1),  (2),  le  même  artifice  peut  servir  à  trouver  les  solutions 
de  celui-ci. 

II.  Résoudre  le  système 

ax*  4-  2&a?y  +  cy*  =  ^,       ^^*  +  2Sipy  -f  yy^  =  p. 
On  peut  écrire  ces  équations  : 

x{ax  +  ty)  +  y{ix  +  cy)  =  m,  x{ax+M+tf{^y  + 
d'où,  en  les  résolvant  comme  des  équations  linéaires 


=  Pr 


Ra?  = 


m    bx  +  cy 


Uy= 


ax  +  by    m 
«x  +  py    f* 


P  ^  I  aa?  +  Jy    bx  +  cy 
\ax  +  py   px  +  yy 

Des  deux  premières  de  ces  équations,  on  tire,  par  élimination 
de  X  et  de  y,  qui  y  entrent  linéairement,  une  équation  qui  donne 
R';  R  connu,  l'une  d'elles  donne  y,  exprimé  linéairement  en  a?  ; 
ce  qui  suffit,  pour  trouver  y  et  x,  par  le  moyen  de  l'une  de» 
équations  données.  Ce  procédé,  qui  consiste  à  résoudre  comme 
des  équations  linéaires,  des  équations  non  linéaires,  réussit 
dans  un  grand  nombre  de  cas.  (Diekhakn.) 

**III.  Soit  à  éliminer  x  entre  les  deux  équations  : 

x^  +  px*  +  qx  +  r  ^^  Oj     y  =  (ii+  b^x  +  c^x*.         (!)• 

Multiplions  la  seconde  par  x,  et  substituons-y  la  valeur  de  a?*, 
tirée  de  la  première,  puis  opérons  de  même  sur  l'équation, 
trouvée.  Il  viendra  : 

xy  =-"  c^r+{a,'-c,q)x+{b^'-'C^p)x^=  a^+b^x+e^x*,    (2)- 
x^y  =  —  c^r-\-[a^-'C^q)x+{b^—cjf)x''  =  a^+b^x+c^x'^.    (3> 
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L'élimiDation  de  x,  a?',  entre  les  équations  (1),  (2),  (3),  donne 
la  résultante  : 


«s      h    ^,-y 


=  ~  (y'+  Py'  +  Qy  +  R)  =  0.     (4) 


Cette  méthode  de  transformation  est  applicable  à  une  équa- 
tion de  degré  quelconque.  L'équation  donnée  en  x  peut,  d'ail- 
leurs, se  déduire  de  la  transformée  (4)  et  de  la  relation  (1)  qui 
définit  la  substitution,  comme  on  peut  le  voir  aisément.  Dans  le 
cas  particulier  traité  ici,  on  peut  disposer  de  a,  h,  c,  de  manière 
à  avoir  P  ==  0,  Q  =  0,  ce  qui  permet  de  trouver  y.  On  en  déduit 
X,  en  remarquant  que  1,  x,  x^^  sont  proportionnels  aux  mineurs 
correspondants  aux  éléments  des  diverses  lignes  du  déterminant 
(4). 

Exercices.  92.  Résoudre,  par  le  procédé  indiqué  cî-desstis  (II),  le 
système 

a?'  +  y'  +  «•  =-  ^  * 
a^x  4-  *iy  +  ^1*  =  ^^7 
«««  +  ^y  +  c,y  ^  «y, 
^z^  +  V  +  c^z  =  uz. 

On  trouve  un  résultat  remarquable,  et  qui  peut  ôtre  généralisé,  en  com- 
parant la  valeur  de  u  donnée  par  la  résolution  du  s^'stème  des  quatre 
équations,  à  celle  que  Ton  obtient  par  élimination  de  x^y^z  entre  les  trois 
dernières. 

**93.  Résoudre  Téquation  du  4*  degré  en  la  ramenant  à  une  équation 
bicarrée,  au  moyen  d^une  substitution  cubique. 

"^^O 4.  Éliminer  œ  entre  une  équation  de  degré  «  en  â?  et  la  relation 

Fa? 
if  =  —r-  ,  Ffl?  et^  étant  des  polynômes  entiers  en  x  de  degré  quelconque. 
fx 

Le  degré  de  la  résultante  on  y  est  n.  Il  importe  que  l'équation  de  degré 

n  en  X  n'ait  pas  de  racine  commune  avec /a?  =  0.  (Cayley.) 
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*i;i. 


Élimination.  Cas  de  deux  équations  de  degré  qiieiconqu?. 


33.  Méthode  diaîytique,  I.  Soient,  pour  plus  de  facilité,  deux 
équations  respectivement  du  5*  et  du  3*  degré  : 

F  =  a^  +  a^a?  +  a^(c^  +  a^x^  +  a^a?*  +  a^x""  =  0, 
/  =  *o  +  M  +  M*  +  M' =  0. 

Si  une  même  valeur  de  x  vérifie  à  la  fois  ces  deux  équations, 
elle  vérifiera  aussi  les  suivantes  : 

««F-0,  «F-O,  F-0,/=0,  a?/«0,  a?y=0,  a?y=0,  a?y=-0,  (1) 

c'est-à-dire  : 

a^x'^+a^x^+a^x^+a^x^+ajD^-\-a^x'^^Q^ 
a^x+a^x^-\-a^x^-\-a^x^-\-a^x^'\'a^x^^O^ 

l,x^+h,x^+h^x'+\x''^Q, 

h,x^+l,x'-^\x^+iy==Q, 

Regardant,  dans  ces  (3+5)  équations,  a?,  a?*,  a?',  a?*,  a?',  a?",  x\ 
comme  des  inconnues  distinctes,  nous  obtenons,  par  élimina- 
tion, S  =  0,  en  posant  : 

«0        «I         ««        ^.        «4        «i 
fln        a.        «•        «X        «A        Û^K 


s  = 


Dans  ce  déterminant,  nous  n'avons  pas  écrit  les  éléments  nuls. 
S  est  dit  Yéliminant  de  Sylvester  des  équations  F  =  0,  /  =  0  ; 
S  =  0  est  la  résullante  de  F  «  0,  /=  0  ;  cette  relation  exprime 
la  condition  nécessaire  pour  que  F  =-  0,/==  0  aient,  au  moins, 
une  racine  commune  r,  ou  pour  que  F,  /  aient,  au  moins,  un 
lacteur  commun  du  premier  degré  (a?  —  r). 


a^ 

«» 

«3 

«4 

«5 

K 

K 

h 

h 

h 

K 

h 

h 

J. 

h 

h 

K 

h 

K 

h 

K 

». 

à» 
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Cette  condition  est  suffisante.  En  effet,  S  étant  nul,  il  existe 
une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments  de  chaque  colonne 
de  S  (n°  20  ou  30),  et  l'on  peut  poser  : 

\«i  +  ^.tfo  +  Mi  +  f*i^  =  Oi 

V*  +  >.«!  +  \»«  +  Pc*!  +  Pi*i  +  f*t^  -    0, 

>o«s  +  \«t  +  >»«!  +  Po*.  +  /*.»t  +  Ml  +  f  .^  =   0, 

^01  ^n  ^ii  f*o'  f*!!  f**i  f*s»  f*4  étant  des  constantes  qui  ne  sont  pas 
toutes  nulles.  Multiplions  ces  relations  respectivement  par  1, 
fl?,  a;*,  aj',  a?*,  x*,  a?%  a?%  a?  étant  quelconque,  et  ajoutons.  H 
viendra  : 

De  cette  identité,  on  déduit  que/^  qui  est  du  troisième  degré, 
divise  (>o+^i^+^f^*)  I'\  ®*  s.,  par  suite,  avec  F,  au  moins  un 
facteur  commun  du  premier  degré  (a?— r).  Donc  F  =  0^/=  G, 
ont  au  moins  une  racine  commune  r. 


II.  Posons  : 

«.  a.  «1  fl»  «*  «. 

1  *°° 

«,  «.  a,  «4  «5 
J.    K  K 
S.  *.  J.  K 
K  K  K  h 
K  i,  J.  * 

«.  a,  fl*  «. 

J.  &.  J, 

,s,- 

i.  ^  J.  *, 

,s.= 


s, ,  îS,,  s,  sont  dits  le  P%  le  2®,  le  3*  mineur  principal  de  S.  On 
déduit  S|  de  S,  S,  de  S^  ou  S,  de  S„  en  supprimant,  dans  S«, 
Sj,  ou  S5,  la  première  et  la  dernière  ligne,  la  première  et  la 
dernière  colonne. 

III.  Soient  F  =  {a!-r)ff,  f  =  (a:-r)^, 
?  =•  <?o  +  c.a?  +  c^(D^  +  c^a?»  +  c^x\      ^^d^  +  d^x^  à^x\ 
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dé sorte  que 


«0  =  -  '*<^oi 


Co  -  ^^n 


=  c,  —  r(?,, 
a,  =  c,  —  r^s,    ^^  =»  c-  —  rc^,    «»  =•  ^4  5 
01     *i  =  ^0  -  ^'^M     *i  ==  <*i  -  ^^^tl    ^  ==  ^i- 
Pour  que  les  équations  y  =  0,  ^|»  =  0,  aient  une  racine  commune 
s,  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  S'  =  0,  S'  étant  donné  par  la 
relation 


c» 

c, 

c. 

c,     0* 

c. 

c. 

«1 

c* 

d, 

i. 

à. 

à. 

d. 

à. 

à. 

d. 

do 

i,    d. 

Retranchons  les  colonnes  2,  3,  4,  5,  6  de  S',  multipliées  par 
r,  respectÎTemcnt  dçs  colonnes  1 ,  2,  3,  4,  5;  nous  trouverons 
S'  =  S,.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ^  =  0, 
4  =  0  aient  une  racine  commune,  est  donc  S,  =  0. 

De  même,  si  nous  posons  y  =  (^— *)  X»  ^  =*=  (a?—*)  ^i  l^»  ^^^' 
dition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  x  =  0,  ^  =  0  aient  une 
racine  commune,  est  S,  =  0.  (M.  Falk.) 

ly.  On  peut  résumer  les  résultats  précédents  dans  la  propo- 
sition suivante  :  «  La  eondilion  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
F  =  0,  /  =  0  aient  une  seule  racine  commune  est  S  =  0,  S^  diffé- 
rent  de  zéro;  pour  qu'elles  en  aient  deux  seulement,  S  =  0,  S^  =  0, 
S,  différent  de  zéro;  pour  qu'elles  en  aient  trois,  S  =«  0,  S,  =  0, 
S,  =  0,  S3  différent  de  zéro  (ce  qui  est*  toujours  réalisé  dans  le 
cas  actuel,  puisque  S,  =  l\)  ». 

Exercice.  95.  Si  les  quantités  a,  h  sont  des  polynômes  en  ^,  la  résul- 
tante S  =  0  a  pour  racines  les  valeurs  «,  t?,  ...  de  y  vérifiant  F  =  0  , 
/as  0,  en  môme  temps  que  certaines  valeurs  de  x.  Déduire  de  la  propo- 
sition 33,  IV,  le  moyen  de  voir  si,  à  une  valeur  u  de  y,  en  correspondent 
plusieurs  de  œ,  sans  déterminer  celles-ci. 

34.  Équation  aucs  racines  communes,  I.  D'après  la  théorie  gé- 
nérale de  l'élimination,  dans  le  cas  où  S  =  0,  S,  n'étant  pas  nul, 
les  valeurs  de  1,  <r,  «',  a;',  a?*,  a;',  x^  sont  proportionnels  aux 
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mineurs  de  S,  qui  correspondent  aux  éléments  d'une  ligne  quel- 
conque, par  exemple,  de  la  première.  En  supprimant  le  facteur 
commun  J,  dans  le  second  membre  de  la  proportion  qui  donne, 
d'après  cette  remarque,  le  rapport  («  :  1),  on  trouve  : 


{-«):!= 


«,  «,  fl,  «4  a, 
«,  «.  a,  a,  a, 

K  K  h 

J.  J.  J, 

J,  J,  J,  J, 

J.  J.  *.  i. 


a,« 

«. 

«.    «ï    «4 

«. 

«F 

*t    «1    «3    «4    «J 

««+«.» 

«. 

«,  «4  a. 

F 

a,  a,  a,  a, 
h  à,  J, 

*. 
i. 

*, 
*.  i. 

- 

xf 

h 

*.  *.  *. 

xV 

*«  *.  K  h 

\  K  K 

h 

«y 

*.  ».  >.  J. 

«0    ^I     «i    «3    «4     «5 
«1    «*    «»    «4     «S 
J.     ^     J,  . 

K     K     K     K 

K  K  K  h 
h  K  K  K 

Exprimons  que  le  produit  des  moyens  est  égal  à  celui  des 
extrêmes,  puis  réunissons  les  deux  produits  en  un  seul,  dans  un 
seul  membre,  par  la  propriété  VI.  Il  viendra  : 


-0.  w 


On  déduit  la  seconde  forme  de  la  première,  en  ajoutant  à  la 
première  colonne  du  premier  déterminant  les  colonnes  2,  3,  4, 5, 
multipliées  respectivement  parâ?«,  a?%  x\  «»,  x^. 

IL  A  posteriori,  il  est  facile  de  prouver  que  l'équation  (rt  a, 
pour  racine,  la  racine  unique  r  commune  aux  équations  F  =  0, 
/  ==  0.  En  effet,  P  si  Ton  considère  cette  équation  sous  sa  pre- 
mière forme,  on  voit  qu'elle  n'est  pas  une  identité,  car  le  coeffi- 
cient de  a?  est  le  premier  mineur  principal  S,,  qui  est  supposé 
non  nul,  et  elle  est  du  premier  degré.  2°  Sous  la  seconde  forme 
Uj  =  0,  on  reconnaît  que  le  premier  membre  est  divisible  par 
ix—r),  car  {x—r)  divise  tous  les  éléments  xY,  F,  /,  xf,  ar'/,  x^f 
de  la  première  colonne  du  déterminant  U^.  On  remarquera  que 
l'on  obtient  le  déterminant  U,  en  remplaçant,  dansS,,  les  clé- 
ments de  la  première  colonne  par  [xF,  F,  /,  xf,  x*f,  a?'/]. 

Exercices.  96.  Si  F  =  0./=  0  ont  peulement  deux  racines  com- 
munes,  ces  rEcines  sont  données  par  Téquation  du  second  degré  U,  =  0, 
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U,  étant  le  déterminant  obtenu  en  remplaçant  les  éléments  de  la  première 
colonne  de  S,  par  F,  /,  xf^  a?'/.  Théorème  analogue  dans  le  cas  de  trois 
racines  communes. 

97.  Quand  F  =  0,  /  =  0,  ont  une  seule  racine  commune  r,  les 
équations  y  =  0,  i{/  =  0  du  n®  33,  III,  sont  évidemment  équivnlentes 
^  Po  +f*i«  +  P,^'  +  P5^'  +  ^,a7*  =  0,  >^,4->,a7  4-X,a;*  =  0,  d'après 
réquation  (2)  du  n«>  33,  I.  Si  l'on  détermine  les  quantités  p,  >,  par  les 
équations  du  n®  33,  qui  les  définissent,  on  trouve  que  Ton  peut  écrire,  au 
lieu  de  ces  deux  équations  aux  racines  non  communes,  V  =  0,  W  =  0, 
V  étant  le  déterminant  S,  où  les  éléments  de  la  première  colonne  sont 
remplacés  par  [0,  0,  0,  1,  a?,  a?*,  a?',  a?*],  W,  le  déterminants,  où  les 
éléments  de  la  première  colonne  sont  remplacés  par  [a?', a?,  1 ,  0,0,0,0,0], 
Théorème  analogue  dans  le  cas  de  deux  ou  trois  racines  communes. 

98.  Si  F  =  0./=  0  ont  deux  racines  communes.  Up  qui  est  du 
premier  degré,  est  identiquement  nul  comme  étant  divisible  par  un  fac- 
teur du  second  degré.  Par  suite,  tous  les  mineurs  de  S  représentés  par  le 
tableau  S,  privé  de  sa  première  et  de  sa  dernière  ligne,  sont  nuls. 
Théorème  analogue  dans  le  cas  de  trois  racines  communes. 

35.  Méthode  de  Cauchy,  I.  Posons 

/  =  Po  +  «^.  =  P.  +  a;V,  =p,  +  a?M„ 

«h  Pu  lu  ^i  désignant  des  polynômes  de  degré  i  en  x,  dont  les 
deux  premiers  «i,  {^i  sont  formés  respectivement  par  les  («  +  1) 
premiers  termes  de  F  et  de/.  Soient  ensuite 

C,  =  F(?,-/7,  =  «,(r,-3,v,  =  c,o+c,,a:+c,»a?*+c,,«»+c,^aj*, 

le  nombre  des  polynômes  auxiliaires  C  étant  égal  au  degré  de 
celle  des  équations  F  =»  0,  /=  0,  qui  a  le  degré  le  moins  élevé. 
La  loi  de  formation  des  coefficients  Cik  est  simple  :  si  d\\i  = 
ûi*k+i  —  ûk+iSi,  on  a  cik  ==  Cki,  (îik  =  rfjk  +  ci_i,k^.i,  pour  des 
valeurs  convenables  de  i  et  de  k,  mais  nous  ne  démontrerons 
pas  ces  relations  dont  nous  ne  ferons  aucun  usage. 

Si  F  =»  0,  /  «  0  ont  une  racine  commune  r,  r  vérifie  les  5 
équations  {m  équations,  si  F  est  de  degré  in>n,  degré  de/)  : 

Co  =  0,    C,  =0,    C,  =  0,    /-O,    xf=0. 
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Regardant  dans  ces  équations  a?,  â?',  a?*,  a?*  comme  des  inconnues 
distinctes,  on  trouve,  par  élimination  de  ces  puissances  de  la 
racine  commune,  R=0,  R  étant  un  certain  déterminant,  appelé 
éliminant  de  Cauchy,  et  défini  par  la  relation  : 


R  = 


<?.. 

«M 

«0. 

c« 

C.o 

«M 

<•!« 

«.3 

^0 

c„ 

«,t 

«.. 

>. 

\ 

J» 

>, 

K 

J. 

^ 

h 


La  relation  R  =  0  est  donc  une  condition  nécessaire  pour  que  les 
équations  F  =  0,  /  =  0  aient  une  racine  commune.  On  prouve, 
comme  au  n**  33,  qu'elle  est  suffisante. 

II.  Les  équations 

c„=o,  c,==o,  c.=o,/=o,  a:/=o,  fl?y=o,  a?y=o,  a?y«o,  (3) 

ont  un  éliminant  M,  égal  à  d^R,  comme  on  le  voit  immédiate- 
ment quand  on  écrit  cet  éliminant.  Si  Ton  met  les  trois  pre- 
mières équations  (3)  sous  la  forme 

F  {b,+i,x+hx*)  -f{a,+a,x+a,x*+a,x'+a,x')  =  0, 
F  {h,+Kx)  -f(a,+a,x+a,x*+a,x')  -  0, 
F*3  -/(<i3+«4«+«*û?')  —  0, 

on  voit  que  le  système  (1)  peut  se  déduire  du  système  (3)  par 
des  opérations  très  simples.  En  faisant  des  opérations  analogues 
sur  le  déterminant  M,  on  le  transforme  en  JJS.  On  a  donc 
M  =  JJR  =  bis  ;  d'où  R  =  S.  La  démonstration  de  cette  rela- 
tion entraîne  du  même  coup  celle  des  suivantes  :  R,  =  S,, 
R,  =  S,,  R,  =  S5,  R,,  R,,  R,  se  déduisant  de  R,  R,,  R„  en 
effaçant  la  première  ligne  et  la  première  colonne.  On  peut  donc 
remplacer,  dans  le  théorème  du  n<»  33,  IV,  S,  S^,  S„  S,  parR, 
R,,  R„  Rj. 

ExERCiCB.    99.  Trouver,  dans  la  méthode  de  Cauchy,  les  théorèmes 
équivalents  à  ceux  qui  sont  donnés  n«  31  et  exercices  96-98. 
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36.  Théorème  de  Bézout  sur  V élimination.  Supposons  que  les 
lettres  a,  b  désignent  des  polynômes  en  y  de  degré  tel  que  ff|  soit 
de  degré  5—i,  5i  de  degré  S—i,  et,  par  suite,  UiX^  de  degré  5,  en 
X  et  y,  M*  de  degré  3,  en  x  et  y.  Dans  cette  hypothèse,  je  dis 
que  S  (ou  R)  sera,  au  plus,  de  degré  5  x  3  en  y  {au  plus  de  degré 
mn,  si  F  est  de  degré  m,  f  do  degré  »).  Pour  le  démontrer,  rem- 
plaçons, dans  S,  a^  par  a^^*,  a^  par  a,^*,  a^  par  a^^',  a,  par  Aj^*, 
a^  para^^,  a^  par^i^,  S^  par  &(,<%  ft,  par  7-»,^',  J,  par  J,^,  S^  par  Sj. 
Chaque  lettre  a  ou  h,  et,  par  suite,  chaque  terme  de  S,  est  ainsi 
multiplié  par  une  puissance  de  t  égale  à  son  degré  en  y,  et  le 
déterminant  S  est  transformé  en  un  certain  déterminant  T. 
Multiplions  les  colonnes  de  ce  déterminant  T  par  1,  t,  /»,^', 
^*,  i^,  <%  t\  et  divisons  ensuite  les  lignes  par  i\  ^%  ^%  1,  ^,  ^*, 
i',  i^.  Après  ces  deux  opérations,  T,  dont  la  valeur  n*a  pas 
changé,  aura  ses  trois  premières  lignes  identiques  à  celles  de  S, 
et  les  cinq  dernières  seront  les  cinq  dernières  de  S,  multipliées 
chacune  par  t^\  par  suite,  T  =  S^*'.  Donc,  chaque  terme  de  S, 
ayant  été  multiplié  par  ^**,  est  de  degré  15,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. (Janot.) 

Les  deux  courbes  représentées  par  F  ==  0,/=  0  ont  donc,  au 
plus,  5x3  points  d'intersection.  Ce  nombre ^e  peut  être  infé- 
rieur, dans  le  cas  général  ;  car,  si  F  =  0,  /  =  0  représentent 
respectivement  5  et  3  droites,  le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion, ou  le  degré  de  S,  est  5  x  3  (ou  mn,  si  F  est  de  degré  w,/de 
degré  «).  (Cbemona.)  Donc,  la  résultante  de  deux  équations  d'ordre 
m  et  IL  est,  en  général,  d  ordre  mn  et  les  courbes  correspondantes 
ont  mn  points  communs  (réels  ou  imaginaires,  distincts  ou  coïn- 
cidents). 

ExERCiCB,  100.  Ri  une  équation  algébrique  K  =  0,  en  w,  y,  d'ordre 
p,  ne  contient  pas  de  terme  en  x,y,  de  degré  inférieur  à  p\  on  dit  qu'elle 
a,  à  Torigine,  un  point  multiple  d'ordre  p\  Cela  posé,  par  quelle  puissance 
dey  peut-on  diviser  l'équation  8=0,  résultante  de  F=0,/=0,  si  F=0 
représente  une  courbe  d^ordro  m,  ayant  à  Torigine  un  point  multiple 
d'ordre  m\  f^=^  une  courbe  d'ordre  n,  ayant  à  l'origine  \^  un  point 
simple;  2<^  un  point  multiple  d'ordre  n\ 


FIN. 
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